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具有整周回转能力的３Ｔ１Ｒ并联机构运动学分析
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摘要：设计了一种可实现整周回转运动且便于模块化装配的 ３Ｔ１Ｒ并联机构。首先，提出一种仅含转动副的二维

移动放缩单元，模块化组合与扩展后，构造得到一种平面二维移动放缩机构，将平面二维移动放缩机构作为支链，

设计得到一种新型 ３Ｔ１Ｒ并联机构；其次，对该 ３Ｔ１Ｒ机构进行拓扑结构分析，在保证机构基本功能（方位特征集和

自由度）不变的情况下对其进行降耦设计，得到耦合度为 １的机构；最后，基于序单开链法对降耦机构进行位置分

析，同时，基于导出的机构位置反解公式，分析机构的工作空间和转动能力，并绘制转动能力图谱，根据转动能力图

谱筛选出机构可实现整周回转运动的工作空间范围，为该型机构的设计和实际工程应用提供理论依据。
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０　引言

３Ｔ１Ｒ型并联机器人在高速抓放、产品分拣、零
件装配等工艺过程中，尤其在需要调整工件姿态的

场合下，具有广泛的应用前景。最初的 ３Ｔ１Ｒ并联
机构是以 Ｄｅｌｔａ机器人为基础，通过在其动平台上
添加一个独立的转动副而得到。随着数学工具的发

展，相继提出了 Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４、Ｈｅｌｉ４等类型的 ３Ｔ１Ｒ
并联机构

［１－６］
。赵铁石等

［７］
提出了 ４ ＴＲＴ型

３Ｔ１Ｒ并联机构；黄田等［８］
提出了 Ｃｒｏｓｓ ＩＶ型四自

由度３Ｔ１Ｒ并联机构；刘辛军等［９］
提出了 Ｘ４型四自

由度３Ｔ１Ｒ并联机构；沈惠平等［１０－１６］
对国内外现有

的２～６自由度并联机构进行拓扑结构和运动解耦
性分析，提出了并联机构的 ４个运动解耦规律、４个
运动解耦设计原理及其方法和 ２个降耦原理及其
３种降耦方法，结合并联机构拓扑结构设计理论，提
出了多种３Ｔ１Ｒ并联机构，并对其拓扑结构特征和
运动特性进行了分析；杨廷力等

［１７－１８］
基于方位特征

方程，详述了 ３Ｔ１Ｒ并联机构拓扑结构综合的完整
过程，并得到多种新型 ３Ｔ１Ｒ并联机构；朱小蓉
等

［１９－２０］
提出了一种无过约束并联机构设计方法，并

基于降耦原理设计了一种低耦合度的 ３Ｔ１Ｒ运动解
耦并联机构。但是，由于受到支链间的相互约束作

用，大多数的３Ｔ１Ｒ并联机构的转动能力较小（小于
９０°），不足以满足实际工况的使用要求［２１］

。

实现３Ｔ１Ｒ并联机构整周回转运动的方法主要
包括

［２１］
：① 在动平台上直接增加一个独立的转动

副，这种方法增加了机构末端的转动惯量和制造成

本。② 利用齿轮放大机构动平台的旋转角，该方法
使并联机构的结构更加复杂，对可靠性有一定影响。

③ 采用两个轴线相同、但旋向相反的螺旋副，使动
平台具有整周回转能力，该方法简单有效，但需要保

证制造、装配和控制精度，以避免锁死。

本文将平行四边形机构与平行四边形剪叉机构

相结合，提出一种平面二维移动放缩单元，经模块化

组合和扩展后，构造一种新型平面二维移动放缩机

构，并将该放缩机构作为支链应用于 ３Ｔ１Ｒ并联机
构的设计，对所得并联机构的拓扑结构进行分析和

降耦设计，得到耦合度为 １的降耦机构。以降耦机
构为研究对象，基于序单开链法建立机构的位置正反

解方程，用于对机构的工作空间和转动能力进行分析，

以确定机构可实现整周回转运动的工作空间范围。

１　平面二维移动放缩支链

１１　支链的组成原理
图１所示的平面二维移动放缩支链由

　
３种模

块，即底部模块、中部模块和顶部模块，经转动副顺

序连接而成，３种模块均由二维移动放缩单元演变
而来，演变过程如图 ２所示。二维移动放缩单元以
平行四边形机构和平行四边形剪叉机构为基础构造

而成，构造过程如图３所示。由图１可以看出，对于
由 ｎ个模块（ｎ≥２）组成的二维移动放缩支链，其包
括１个底部模块、ｎ－２个中部模块和 １个顶部
模块。

图 １　ｎ层平面二维移动放缩支链简图

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐａｎｔｏｇｒａｐｈｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｃｏｎｓｉｓｔｅｄｏｆｎｌａｙｅｒｍｏｄｕｌｅｓ
　

图 ２　３种模块构造简图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｎｓｔｒｕｃｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｓｏｆｔｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｍｏｄｕｌｅ
　
１２　支链的运动学分析

以二维移动放缩单元为研究对象，以 Ｅ０为原

点，杆 ＩＢ为 ｘ轴，建立固定坐标系 Ｏｘｙ如图 ４所示，
杆 ＢＣ、ＩＪ、ＦＥ１、ＣＫ′与 ｘ轴正向的夹角分别为 θ１１、
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图 ３　二维移动放缩单元

Ｆｉｇ．３　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐａｎｔｏｇｒａｐｈｕｎｉｔ
　
θ１２、θ１３、θ１４；杆 Ｅ０Ｇ、ＩＪ、Ｅ０Ｈ、ＢＣ的长度为 ｌ１，杆 Ｅ０Ｉ、

Ｅ０Ｂ的长度为 ｌ２，杆 ＦＧ、ＦＪ、ＤＨ、ＤＣ的长度为０５ｌ２，

杆 ＪＫ、ＦＥ１、ＣＫ′、ＤＥ１的长度为 ｌ３。

采用矢量代数法可建立机构的闭环矢量方程，

针对闭环运动链 Ｅ０ＧＦＥ１Ｅ０，列写闭环矢量方程

Ｅ０Ｇ＋ＧＦ＋ＦＥ１＝Ｅ０Ｅ１

即 ｌ１ｃｏｓθ１２－０５ｌ２＋ｌ３ｃｏｓθ１３＝ｘＥ１
ｌ１ｓｉｎθ１２＋ｌ３ｓｉｎθ１３＝ｙＥ{

１

（１）

图 ４　二维移动放缩单元运动建模

Ｆｉｇ．４　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ

ｐａｎｔｏｇｒａｐｈｕｎｉｔ
　
　　针对闭环运动链 Ｅ０ＨＤＥ１Ｅ０，列写闭环矢量
方程

Ｅ０Ｈ＋ＨＤ＋ＤＥ１＝Ｅ０Ｅ１
即 ｌ１ｃｏｓθ１１＋０５ｌ２＋ｌ３ｃｏｓθ１４＝ｘＥ１

ｌ１ｓｉｎθ１１＋ｌ３ｓｉｎθ１４＝ｙＥ{
１

（２）

联立式（１）、（２），可将 θ１３、θ１４分别表示为 θ１１和
θ１２的函数

θ１３＝２ａｒｃｔａｎ（（（ｃｏｓθ１１＋１）（ｃｏｓθ１２＋１）（（（（２ｌ
２
１ｃｏｓ（θ１１－θ１２）－２ｌ

２
１－ｌ

２
２＋４ｌ

２
３－２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１１＋２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１２）·

　　（ｌ２２＋４ｌ
２
１ｔａｎ（θ１１／２）

２＋４ｌ２１ｔａｎ（θ１２／２）
２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１１／２）

２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１２／２）
２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１１／２）

２ｔａｎ（θ１２／２）
２－

　　８ｌ２１ｔａｎ（θ１１／２）ｔａｎ（θ１２／２）－４ｌ１ｌ２ｔａｎ（θ１１／２）
２＋４ｌ１ｌ２ｔａｎ（θ１２／２）

２
））／（（ｃｏｓθ１１＋１）（ｃｏｓθ１２＋１）））

１／２＋

　　２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）－２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１２／２）＋２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）ｔａｎ（θ１２／２）
２－２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）

２ｔａｎ（θ１２／２）））／

　　（２（２ｌ２ｌ３－２ｌ
２
１ｃｏｓ（θ１１－θ１２）＋２ｌ

２
１＋ｌ

２
２＋２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１１－２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１２＋２ｌ１ｌ３ｃｏｓθ１１－２ｌ１ｌ３ｃｏｓθ１２）））

θ１４＝２ａｒｃｔａｎ（（（ｃｏｓθ１１＋１）（ｃｏｓθ１２＋１）（（（（２ｌ
２
１ｃｏｓ（θ１１－θ１２）－２ｌ

２
１－ｌ

２
２＋４ｌ

２
３－２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１１＋２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１２）·

　　（ｌ２２＋４ｌ
２
１ｔａｎ（θ１１／２）

２＋４ｌ２１ｔａｎ（θ１２／２）
２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１１／２）

２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１２／２）
２＋ｌ２２ｔａｎ（θ１１／２）

２ｔａｎ（θ１２／２）
２－

　　８ｌ２１ｔａｎ（θ１１／２）ｔａｎ（θ１２／２）－４ｌ１ｌ２ｔａｎ（θ１１／２）
２＋４ｌ１ｌ２ｔａｎ（θ１２／２）

２
））／（（ｃｏｓθ１１＋１）（ｃｏｓθ１２＋１）））

１／２＋

　　２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）－２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１２／２）＋２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）ｔａｎ（θ１２／２）
２－２ｌ１ｌ３ｔａｎ（θ１１／２）

２ｔａｎ（θ１２／２）））／

　　（２（２ｌ２１ｃｏｓ（θ１１－θ１２）＋２ｌ２ｌ３－２ｌ
２
１－ｌ

２
２－２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１１＋２ｌ１ｌ２ｃｏｓθ１２＋２ｌ１ｌ３ｃｏｓθ１１－２ｌ１ｌ３ｃｏｓθ１２























）））

（３）

　　因此，在已知 θ１１和 θ１２时，可求得 Ｅ１点坐标为

ｘＥ１＝ｌ１ｃｏｓθ１２－０５ｌ２＋ｌ３ｃｏｓθ１３

ｙＥ１＝ｌ１ｓｉｎθ１２＋ｌ３ｓｉｎθ
{

１３

（４）

对于由 ｎ个模块（ｎ≥２）组成的平面二维移动

放缩支链，根据机构的中心对称性，可得

Ｅ２＋Ｅ０＝２Ｅ１
Ｅ３＋Ｅ１＝２Ｅ２
Ｅ４＋Ｅ２＝２Ｅ３
　　　

Ｅ２ｋ－１＋Ｅ２ｋ－３＝２Ｅ２ｋ－２
　　　

Ｅ２ｎ＋Ｅ２ｎ－２＝２Ｅ２ｎ

















－１

（５）

由于 Ｅ０＝（０，０），代入式（５）可得
Ｅ２＝２Ｅ１
Ｅ３＝３Ｅ１
Ｅ４＝４Ｅ１
　　
Ｅ２ｋ－１＝（２ｋ－１）Ｅ１
　　
Ｅ２ｎ＝２ｎＥ

















１

即
ｘＥ２ｎ＝２ｎｘＥ１
ｙＥ２ｎ＝２ｎｙＥ

{
１

（６）

由此可知，对于 ｎ层平面二维运动放缩机构，第
ｎ层中 Ｅ２ｎ点可将 Ｅ１点处的运动轨迹放大２ｎ倍。如
图５所示，对于３层平面二维运动放缩机构，第 ３层
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中 Ｅ６点可将 Ｅ１点处的运动轨迹放大６倍。

图 ５　３层平面二维移动放缩机构

Ｆｉｇ．５　Ｔｗｏｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐａｎｔｏｇｒａｐｈｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｃｏｎｓｉｓｔｅｄｏｆ３ｌａｙｅｒｍｏｄｕｌｅｓ
　

２　３Ｔ１Ｒ并联机构及其拓扑特性分析

２１　机构设计
本文提出的 ３Ｔ１Ｒ并联机构由动平台 １、静平

台０通过４条结构相同的平面二维移动放缩支链连
接而成，如图 ６、７所示，其中，各支链与动平台 １相
连的４个转动副 Ｒ１０、Ｒ２０、Ｒ３０、Ｒ４０的轴线与动平台平
面垂直；各支链与静平台 ０相连的转动副 Ｒ１１、Ｒ２１、
Ｒ３１、Ｒ４１为驱动副，其轴线共面且 Ｒ１１‖Ｒ３１⊥Ｒ２１‖
Ｒ４１。

图 ６　３Ｔ１Ｒ并联机构三维模型

Ｆｉｇ．６　３Ｄｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆ３Ｔ１ＲＰＭ
　
２２　机构的拓扑特性分析
２２１　机构的方位特征集和自由度

选定动平台 １上任意一点 Ｏ′为基点。确定支
链末端构件的方位特征集为

Ｍｂｉ＝
ｔ３

ｒ２（‖Ｒｉ１，Ｒｉ０[ ]）　（ｉ＝１，２，３，４）
第Ⅰ、Ⅱ支链组成第１回路，其第１个独立回路

位移方程数 ξＬ１为

ξＬ１＝ｄｉｍ．｛Ｍｂ１∪Ｍｂ２｝＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

第Ⅰ、　Ⅱ支链组成的第 １子并联机构的自由度

图 ７　３Ｔ１Ｒ原始机构

Ｆｉｇ．７　Ｏｒｉｇｉｎａｌ３Ｔ１ＲＰＭ
　
和方位特征集为

Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝１０－６＝４

Ｍｐａ（１－２）＝Ｍｂ１∩Ｍｂ２＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１０[ ]）
由第 １子并联机构及第Ⅲ支链组成第 ２个回

路，其第２个独立回路位移方程数 ξＬ２为
ξＬ２＝ｄｉｍ．｛Ｍｐａ（１－２）∪Ｍｂ３｝＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ２（‖◇（Ｒ１１，Ｒ１０[ ]{ }））
＝５

第１子并联机构及第Ⅲ支链组成的第２子并联
机构的自由度和方位特征集为

Ｆ（１－３）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

２

ｊ＝１
ξＬｊ＝１５－６－５＝４

Ｍｐａ（１－３）＝Ｍｐａ（１－２）∩Ｍｂ３＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１０[ ]）
由第 ２子并联机构及第Ⅳ支链组成第 ３个回

路，其第３个独立回路位移方程数 ξＬ３为

ξＬ３＝ｄｉｍ．｛Ｍｐａ（１－３）∪Ｍｂ４｝＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ２（‖◇（Ｒ１１，Ｒ１０[ ]{ }））
＝５

机构自由度为

Ｆ＝Ｆ（１－４）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

３

ｊ＝１
ξＬｊ＝２０－６－５－５＝４

机构动平台的方位特征集为

Ｍｐａ（１－４）＝Ｍｐａ（１－３）∩Ｍｂ４＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１０[ ]）
机构的过约束度 Ｎｏｖ为

Ｎｏｖ＝６ｖ－ξ＝６ｖ＋Ｆ－∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ＝１８＋４－２０＝２

因此，取静平台 ０上的 ４个转动副 Ｒ１１、Ｒ２１、
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Ｒ３１、Ｒ４１为驱动副时，动平台 １具有 ３个移动和 １个
绕其法线方向上的转动输出。

２２２　机构的耦合度计算
第１个回路的约束度 Δ１为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝１０－２－６＝２

第２个回路的约束度 Δ２为

Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝５－１－５＝－１

第３个回路的约束度 Δ３为

Δ３＝∑
ｍ３

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ３－ξＬ３＝５－１－５＝－１

耦合度 ｋ为

ｋ＝１
２∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（｜２｜＋｜－１｜＋｜－１｜）＝２

由于该机构的耦合度 ｋ＝２，机构位置正解比较
复杂，但可通过降耦设计，在保持机构的基本功能

（方位特征集和自由度）不变的前提下，使机构的正

向运动学和逆向运动学方便求解。

３　３Ｔ１Ｒ降耦机构的设计

根据第 ２２节中对该机构进行拓扑特性分析
时，发现第１回路的方位特征集和自由度与整个机
构的 方 位 特 征 集、自 由 度 相 同，即 Ｍｐａ（１－２） ＝
Ｍｐａ（１－４）、Ｆ（１－２）＝Ｆ（１－４），因此当机构只包含支链Ⅰ
和支链Ⅱ时，可得到降耦机构如图８所示。

图 ８　３Ｔ１Ｒ并联机构的降耦设计

Ｆｉｇ．８　Ｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇｄｅｓｉｇｎｏｆ３Ｔ１ＲＰＭ
　
３１　降耦机构的 ＰＯＣ集和自由度

选定动平台 １上任意一点 Ｏ′为基点。确定支
链末端构件的方位特征集

Ｍｂｉ＝
ｔ３

ｒ２（‖Ｒｉ１，Ｒｉ０[ ]）　（ｉ＝１，２）
第Ⅰ、Ⅱ支链组成唯一回路，其回路位移方程数

ξＬ１为

ξＬ１＝ｄｉｍ．｛Ｍｂ１∪Ｍｂ２｝＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

机构自由度为

Ｆ＝Ｆ（１－２）＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

１

ｊ＝１
ξＬｊ＝１０－６＝４

机构动平台的方位特征集为

Ｍｐａ（１－２）＝Ｍｂ１∩Ｍｂ２＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１０[ ]）
机构的过约束度 Ｎｏｖ为

Ｎｏｖ＝６ｖ－ξ＝６ｖ＋Ｆ－∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ＝６＋４－１０＝０

因此，取转动副 Ｒ１２、Ｒ１４、Ｒ２２、Ｒ２４为驱动副时，

动平台１具有３个移动和１个绕其法线方向上的转

动输出。

３２　降耦机构的耦合度计算

回路的约束度 Δ１为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝１０－２－６＝２

耦合度 ｋ为

ｋ＝１
２∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（｜２｜）＝１

由此可知，通过减少支链的数目，并改变其驱动

副，实现了机构的基本功能（方位特征集和自由度）

不变，但机构的耦合度降低为 １，此时，机构的位置

正解可由基于序 ＳＯＣ的一维搜索法求得［１４］
。

４　降耦机构的位置分析

４１　位置正解

４１１　坐标系建立及符号标注

机构位置分析求解模型如图 ９所示，静平台为

边长为 ２ａ的正方形，动平台为边长为 ｂ的正方形，

４个驱动分别为 Ｒ１２、Ｒ１４、Ｒ２２、Ｒ２４。静坐标系 ＯＸＹＺ

建立在静平台的中心点 Ｏ处，Ｘ轴和 Ｙ轴分别与

Ｒ２１、Ｒ１１轴线平行，Ｚ轴由右手法则确定；而动坐标

系 ｐｕｖｗ位于动平台的中心点 ｐ，ｐＲ１０为 ｕ轴、ｐＲ２０为

ｖ轴，ｗ轴由右手法则确定。机构的主要结构参数

为：在各支链中，Ｒ１４、Ｒ１２、Ｒ２４、Ｒ２２的转角 θ１１、θ１２、

θ２１、θ２２为输入角，α１、α２为支链Ⅰ、Ⅱ的转角，Ｅ６点到

动平台的直线距离为 ｌ４，动平台绕 ｗ轴方向的转角

为姿态角 γ，如图１０所示。

该机构的位置正解可描述为：已知输入角 θ１１、

θ１２、θ２１、θ２２，求动平台中心的位置坐标 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）及

姿态角 γ。
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图 ９　３Ｔ１Ｒ并联机构的位置分析模型

Ｆｉｇ．９　Ｍｏｄｅｌｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｉｎ３Ｔ１Ｒ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　

图 １０　姿态角 γ的测量

Ｆｉｇ．１０　Ｍｅａｓｕｒｅｍｅｎｔｏｆａｎｇｌｅγ
　
４１２　ＳＯＣ上各运动副位置求解

由 ＳＯＣ中的分支链，可求得转动副 Ｒ１０的位置坐
标，再由矢量方程Ｏｐ＝ＯＲ１０－ｐＲ１０求得ｐ点的坐标为

ｘ
ｙ









ｚ
＝

ａ＋６（ｌ１ｓｉｎθ１１ｃｏｓα１＋ｌ３ｓｉｎθ１４ｃｏｓα１）－槡
２
２
ｂｃｏｓγ

６（ｌ１ｃｏｓθ１１＋０５ｌ２＋ｌ３ｃｏｓθ１４）－槡
２
２
ｂｓｉｎγ

６（ｌ１ｓｉｎθ１１ｓｉｎα１＋ｌ３ｓｉｎθ１４ｓｉｎα１）＋ｌ















４

（７）

同理，由 ＳＯＣ的另一分支链，求得转动副 Ｒ２０的
位置坐标，再由矢量方程 Ｏｐ＝ＯＲ２０－ｐＲ２０求得 ｐ点
的坐标为

ｘ
ｙ









ｚ
＝

６（－ｌ１ｃｏｓθ２１－０５ｌ２－ｌ３ｃｏｓθ２４）＋槡
２
２
ｂｓｉｎγ

ａ＋６（ｌ１ｓｉｎθ２１ｃｏｓα２＋ｌ３ｓｉｎθ２４ｃｏｓα２）－槡
２
２
ｂｃｏｓγ

６（ｌ１ｓｉｎθ２１ｓｉｎα２＋ｌ３ｓｉｎθ２４ｓｉｎα２）＋ｌ















４

（８）
由式（７）和式（８）可得

ａ＋６Ａ１－槡
２
２
ｂｃｏｓγ＝６Ａ２＋槡

２
２
ｂｓｉｎγ （９）

６Ｂ１－槡
２
２
ｂｓｉｎγ＝ａ＋６Ｂ２－槡

２
２
ｂｃｏｓγ （１０）

６Ｃ１＋ｌ４＝６Ｃ２＋ｌ４ （１１）

其中　Ａ１＝ｌ１ｓｉｎθ１１ｃｏｓα１＋ｌ３ｓｉｎθ１４ｃｏｓα１
Ａ２＝－ｌ１ｃｏｓθ２１－０５ｌ２－ｌ３ｃｏｓθ２４
Ｂ１＝ｌ１ｃｏｓθ１１＋０５ｌ２＋ｌ３ｃｏｓθ１４
Ｂ２＝ｌ１ｓｉｎθ２１ｃｏｓα２＋ｌ３ｓｉｎθ２４ｃｏｓα２
Ｃ１＝ｌ１ｓｉｎθ１１ｓｉｎα１＋ｌ３ｓｉｎθ１４ｓｉｎα１
Ｃ２＝ｌ１ｓｉｎθ２１ｓｉｎα２＋ｌ３ｓｉｎθ２４ｓｉｎα２

由式（１１）可得

α２＝ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎα１（ｌ１ｓｉｎθ１１＋ｌ３ｓｉｎθ１４）
ｌ１ｓｉｎθ２１＋ｌ３ｓｉｎθ２４

（１２）

设定转角 α１为虚拟变量 α

１，则由式（１２）可

知，转角 α２ 为 α

１ 的函数，即

α２ ＝ａｒｃｓｉｎ
ｓｉｎα１（ｌ１ｓｉｎθ１１＋ｌ３ｓｉｎθ１４）
ｌ１ｓｉｎθ２１＋ｌ３ｓｉｎθ２４

由式（９）和式（１０）联立并消去 γ后可得

Ａ２＋Ｂ２＝ｂ２ （１３）

其中 Ａ＝ａ＋６Ａ１－６Ａ２
　　 Ｂ＝６Ｂ１－ａ－６Ｂ２
由此可建立目标函数

ｆ（α１）＝Ａ
２＋Ｂ２－ｂ２ （１４）

通过改变 α１，使 ｆ（α

１）＝０；再将满足 ｆ（α


１）＝

０的真实值 α１代入式（９）或式（１０），即可求得动平

台姿态角 γ，将 α１和 γ代入式（７）或式（８）即可得

到动平台１上 ｐ点的位置坐标。

４２　位置反解

该机构的位置反解可描述为：已知动平台中心

的位置 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）及姿态角 γ，求输入转角 θ１１、θ１２、

θ２１、θ２２。

４２１　输入角 θ１１和 θ１２求解

由式（７）中 ｘ、ｚ坐标，可知

６ｓｉｎα１（ｌ１ｓｉｎθ１１＋ｌ３ｓｉｎθ１４）＝ｚ－ｌ４ （１５）

６ｃｏｓα１（ｌ１ｓｉｎθ１１＋ｌ３ｓｉｎθ１４）＝ｘ＋槡
２
２
ｂｃｏｓγ－ａ

（１６）

将式（１５）和式（１６）联立可求得

α１＝ａｒｃｔａｎ
ｚ－ｌ４

ｘ＋槡２
２
ｂｃｏｓγ－ａ

由式（７）中 ｙ、ｚ坐标，可得

６ｌ１ｃｏｓθ１４＝Ｐ１－６ｌ１ｃｏｓθ１１ （１７）

６ｌ３ｓｉｎθ１４＝
Ｐ２
ｓｉｎα１

－６ｌ１ｓｉｎθ１１ （１８）

其中　Ｐ１＝ｙ＋槡
２
２
ｂｓｉｎγ－３ｌ２　　Ｐ２＝ｚ－ｌ４

将式（１７）和式（１８）联立消去 θ１４，有
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Ｐ３ｓｉｎθ１１＋Ｐ４ｃｏｓθ１１＋Ｐ５＝０ （１９）

其中　　Ｐ３＝
１２Ｐ２ｌ１
ｓｉｎα１

　　Ｐ４＝１２Ｐ１ｌ１

Ｐ５＝３６ｌ
２
３－３６ｌ

２
１－ｐ

２
１－

ｐ２２
ｓｉｎ２α１

令 ｗ１＝ｔａｎ
θ１１
２

可得方程式（１９）的解为

ｗ１＝
－Ｐ３± Ｐ２３＋Ｐ

２
４－Ｐ槡

２
５

Ｐ５－Ｐ４
（２０）

将式（１７）和式（１８）联立消去 θ１１，有
Ｐ６ｓｉｎθ１４＋Ｐ７ｃｏｓθ１４＋Ｐ８＝０ （２１）

其中　　Ｐ６＝－
１２Ｐ２ｌ３
ｓｉｎα１

　　Ｐ７＝－１２Ｐ１ｌ３

Ｐ８＝３６ｌ
２
３－３６ｌ

２
１＋ｐ

２
１＋

ｐ２２
ｓｉｎ２α１

令 ｗ２＝ｔａｎ
θ１４
２

可得方程式（２１）的解为

ｗ２＝
－Ｐ６± Ｐ２６＋Ｐ

２
７－Ｐ槡

２
８

Ｐ８－Ｐ７
（２２）

根据式（２０）、式（２２）和式（３）可求解得到输入
角 θ１１、θ１２。
４２２　输入角 θ２１和 θ２２求解

由式（８）中 ｙ、ｚ坐标，可知
６ｓｉｎα２（ｌ１ｓｉｎθ２１＋ｌ３ｓｉｎθ２４）＝ｚ－ｌ４ （２３）

６ｃｏｓα２（ｌ１ｓｉｎθ２１＋ｌ３ｓｉｎθ２４）＝ｙ＋槡
２
２
ｂｃｏｓγ－ａ

（２４）
将式（２３）和式（２４）联立可求得

α２＝ａｒｃｔａｎ
ｚ－ｌ４

ｙ＋槡２
２
ｂｃｏｓγ－ａ

由式（８）中 ｘ、ｚ坐标，可得
－６ｌ３ｃｏｓθ２４＝Ｑ１＋６ｌ１ｃｏｓθ２１ （２５）

６ｌ３ｓｉｎθ２４＝
Ｑ２
ｓｉｎα２

－６ｌ１ｓｉｎθ２１ （２６）

其中　Ｑ１＝ｘ－槡
２
２
ｂｓｉｎγ＋３ｌ２　Ｑ２＝ｚ－ｌ４

将式（２５）和式（２６）联立消去 θ２４，有
Ｑ３ｓｉｎθ２１＋Ｑ４ｃｏｓθ２１＋Ｑ５＝０ （２７）

其中　　Ｑ３＝－
１２Ｑ２ｌ１
ｓｉｎα２

　　Ｑ４＝１２Ｑ１ｌ１

Ｑ５＝３６ｌ
２
１－３６ｌ

２
３＋Ｑ

２
１＋

Ｑ２２
ｓｉｎ２α１

令 ｕ１＝ｔａｎ
θ２１
２

可得方程式（２７）的解为

ｕ１＝
－Ｑ３± Ｑ２３＋Ｑ

２
４－Ｑ槡

２
５

Ｑ５－Ｑ４
（２８）

将式（２５）和式（２６）联立消去 θ２１，有
Ｑ６ｓｉｎθ２４＋Ｑ７ｃｏｓθ２４＋Ｑ８＝０ （２９）

其中　　Ｑ６＝－
１２Ｑ２ｌ３
ｓｉｎα２

　　Ｑ７＝１２Ｑ１ｌ３

Ｑ８＝３６ｌ
２
３－３６ｌ

２
１＋Ｑ

２
１＋

Ｑ２２
ｓｉｎ２α２

令 ｕ２＝ｔａｎ
θ２４
２

可得方程式（２９）的解为

ｕ２＝
－Ｑ６± Ｑ２６＋Ｑ

２
７－Ｑ槡

２
８

Ｑ８－Ｑ７
（３０）

根据式（２８）、（３０）和式（３）可求解得到输入角

θ２１、θ２２。
４３　位置正反解实例验算
４３１　正解算例

设置该并联机构的结构参数为：ｌ１＝０２ｍ，ｌ２＝
０４ｍ，ｌ３＝０４ｍ，ｌ４＝０１３ｍ，ａ＝０８２ｍ，ｂ＝１ｍ；输
入角为 θ１１＝１５２４°，θ１２＝９４９１°，θ２１＝３１０４°，θ２２＝
１３１０３°。动平台始终在静平台上方运动，虚拟变量

α１ 的搜索范围为０～π，根据式（７）～（１４），求得其
中一组实数位置解如表１所示。

表 １　机构位姿正解数值

Ｔａｂ．１　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｆｏｒｗａｒｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ

参数 ｘ／ｍ ｙ／ｍ ｚ／ｍ γ／（°）

数值 －０８６８９ １５４７０ １７７３６ －７１７１１４

４３２　反解算例
将表 １中位置正解结果代入式（２０）、（２２）、

（２８）、（３０）和式（３），得到的位置反解结果为 θ１１＝
１５２４０６°，θ１２ ＝９４９１０°，θ２１ ＝３１０３５°，θ２２ ＝
１３１０３°。与给定的４个输入角一致，从而验证了所
建机构正反解模型的正确性。

５　降耦机构的工作空间和转动能力分析

５１　工作空间分析

工作空间是衡量并联机器人性能的一个重要指

标，本文采用极限边界搜索法对该 ３Ｔ１Ｒ降耦机构
进行工作空间分析。首先设定其工作空间的搜索范

围，基于导出的位置反解公式，求解出该搜索范围内

每一点所对应的杆长和运动副转角，筛选出所有满

足杆长约束和运动副转角约束条件的点，若其中的

任一值超出了其允许值，则对应的点在工作空间外，
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表示机构达不到此时的位置，反之，即可判断该点是

在工作空间内，这些符合条件的点组成的三维立体

图，即为该机构能够达到的工作空间。

机构的结构参数已在４３节给出。为了找到空
间内所有满足要求的点，首先确定其三维搜索范围：

０≤Ｚ≤４ｍ、０≤θ≤２π、０≤ρ≤５ｍ（θ、ρ分别为柱坐
标系中搜索角度和搜素半径）；约束条件为 θ１１、θ１２、

θ２１、θ２２存在实数解；通过 Ｍａｔｌａｂ数值分析，取沿 Ｚ方
向的步长 ΔＺ＝０１ｍ，搜索半径步长 Δρ＝０１ｍ，旋
转角步长 Δθ＝π／３６，姿态角 γ在 ０°～３６０°之间变
化。可求得机构的工作空间三维立体图如图 １１所
示，Ｘ Ｙ的截面图如图１２所示。

图 １１　降耦机构的三维工作空间

Ｆｉｇ．１１　Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ

ｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭ
　
　　从图 １１、１２可以看出，该 ３Ｔ１Ｒ机构的工作空
间连续，随着 Ｚ的增加，机构的工作空间 Ｘ Ｙ的截
面积逐渐减小，但图形更加规则。

图 １２　工作空间的 Ｘ Ｙ截面图

Ｆｉｇ．１２　Ｘ Ｙｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　

５２　转动能力分析
动平台的转动能力即为末端执行器在工作区域

内的转角范围，是衡量并联机构输出转动灵活性能

的一个重要指标。在分析其转动能力时同样采用极

限边界搜索法，基于导出的位置反解公式，通过固定

高度 Ｚ处的 Ｘ Ｙ截面来分析该机构动平台的转动
能力

［１４］
。通过改变搜索半径 ρ以及搜索角 θ，分别

计算动平台在此 Ｘ Ｙ截面内转角的最大值 γｍａｘ和
最小值 γｍｉｎ，用于评价机构在该截面上的转动能力。
由此，在得到降耦机构工作空间的基础上，可进一步

研究其在不同 Ｘ Ｙ截面上的转动能力，即动平台
在不同高度情况下，输出转角的最大值 γｍａｘ和最小
值 γｍｉｎ的分布规律，如图１３所示。

由图１３可以看出，动平台转动能力即输出转角
的最大值γｍａｘ和最小值γｍｉｎ的分布规律，在某些高度
条件下，可分别达到 １８０°和 －１８０°。由此可得，当
机构动平台中心位置 ｐ为工作空间内某一特定点
时，若对应的动平台输出转角最大值 γｍａｘ＝１８０°，且
输出转角最小值 γｍｉｎ＝－１８０°，则称动平台在该点
处具有整周回转能力，满足上述条件的点的集合即

为机构具有整周回转能力的工作空间。

在对降耦机构进行转动能力分析的基础上，可

进一步筛选得到不同高度下机构具有整周回转能力

的工作空间，如表２所示。图１４为动平台中心位置
ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０８１２ｍ，１０１６ｍ，２ｍ）时，对应其整周

回转过程的示意图。

由表２可以看出，当 Ｚ∈［０，３４ｍ］时机构均具
有整周回转能力，其中 Ｚ∈［０，１４ｍ）时，机构具有
整周回转能力的工作空间的截面是复连通点集，定

义为Ⅰ型工作空间；Ｚ∈［１４ｍ，３４ｍ］时，机构具
有整周回转能力的工作空间的截面是单连通点集，

定义为Ⅱ型工作空间。在Ⅱ型工作空间内，动平台
的运动轨迹规划和姿态调整灵活简便。

为了更直观地评价机构在不同 Ｘ Ｙ截面上工
作空间的大小，需要求解对应的截面积。但是若截

面形状是不规则图形，其面积就无法使用常规的几

何图形面积计算公式进行求解，因此采用蒙特卡洛

方法来计算工作空间内不同高度 Ｚ下 Ｘ Ｙ截面的
面积。在上文所述边界搜索法中，其最大搜索边界

是半径为５ｍ的圆，因此选取边长为１０ｍ的正方形
为边界，可使机构工作空间面积均在该正方形内；当

搜索点符合均匀分布时，落入工作面积内部的点的

数量，与工作面积所占正方形面积的比例成正比。

假设在面积为 Ｓ的正方形内搜索点数为 Ｎ，落
入待求工作空间面积内部的点数为 ｎ，则该工作面
积 ｓ可表示为

ｓ＝Ｓｎ
Ｎ

（３１）

由式（３１）可求得，在 Ｚ取不同值时机构的工作
空间的截面积和机构具有整周回转能力的工作空间
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图 １３　不同高度条件下降耦机构的转动能力

Ｆｉｇ．１３　ＲｏｔａｔｉｏｎａｌｃａｐａｃｉｔｙｏｆｃｏｕｐｌｉｎｇｒｅｄｕｃｉｎｇＰＭａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｈｅｉｇｈｔｓ
　

表 ２　具有整周回转能力的工作空间 Ｘ Ｙ截面

Ｔａｂ．２　Ｘ Ｙｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌｖｉｅｗｓｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅｗｉｔｈｆｕｌｌｒｏｔａｔｉｏｎａｌｃａｐａｂｉｌｉｔｙ
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图 １４　动平台中心位置 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０８１２ｍ，１０１６ｍ，２ｍ）时的整周回转过程示意图

Ｆｉｇ．１４　Ｒｏｔａｔｉｏｎａｌｃａｐａｃｉｔｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｗｉｔｈｉｔｓｇｅｏｍｅｔｒｉｃｃｅｎｔｅｒｐ（ｘ，ｙ，ｚ）＝（０８１２ｍ，１０１６ｍ，２ｍ）
　

的截面积，如图 １５所示。可以看出，机构的工作空
间的截面积随着 Ｚ的增大而减小，当 Ｚ取值为
３７ｍ时，工作空间的截面积为 ０，即动平台沿 Ｚ轴
方向移动的最大高度为 ３７ｍ。此外，机构具有整
周回转能力的工作空间的截面积随着 Ｚ的增大先
增大后减小，且当 Ｚ取值为 １４ｍ时达到最大，为
１７３３６ｍ２，当 Ｚ取值为 ３５ｍ时，机构不具备整周
回转能力。

图 １５　Ｘ Ｙ截面积变化曲线

Ｆｉｇ．１５　ＣｈａｎｇｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆＸ Ｙｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎａｌａｒｅａ
　

６　结论

（１）提出了一种二维移动放缩单元，经模块化
组合与扩展后，构造了一种新型平面二维移动放缩

机构，将该放缩机构作为支链，设计得到一种新型

４支链３Ｔ１Ｒ并联机构，分析了该并联机构的拓扑结
　　

构特性，求得机构的耦合度为 ２，位置正解求解比较
复杂。

（２）对４支链３Ｔ１Ｒ并联机构进行降耦设计，在
保证基本功能（方位特征集和自由度）不变的情况

下，将机构耦合度降为 １，使其位置正解求解得到
简化。

（３）采用基于序单开链法的位置正解求解原
理，建立了降耦机构的正解方程，采用一维搜索法求

得其数值解，并通过数值解验证了正反解方程的正

确性。

（４）基于机构的位置反解公式，分析了降耦机
构的工作空间和转动能力，结果表明：该并联机构的

工作空间大，且具有连续性；动平台转动能力强，且

在一定工作空间范围内具有整周回转能力；在转动

能力分析的基础上，筛选得到了不同高度下机构具

有整周回转能力的工作空间，将其分为Ⅰ型工作空
间和Ⅱ型工作空间，在Ⅱ型工作空间内，动平台的运
动轨迹规划和姿态调整灵活、简便。

（５）基于蒙特卡洛方法研究了工作空间截面积
随 Ｚ的变化规律，结果表明：机构的工作空间的截
面积随着 Ｚ的增大而减小，动平台沿 Ｚ轴方向移动
的最大高度为３７ｍ。机构具有整周回转能力的工
作空间的截面积随着 Ｚ的增大先增大后减小，且当
Ｚ取值为１４ｍ时达到最大，当 Ｚ取值为 ３５ｍ时，
机构不具备整周回转能力。该方法对不同结构参数

的同类型机构均适用。
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