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摘要：根据平面平台型６ ＵＰＳ并联机器人的结构特点，选取３个代表点的空间坐标作为参数来描述动平台的位

置和姿态，结合 ３个代表点之间的约束条件，建立 ９个参数的一次与二次多项式方程组，通过对方程组进行消元

处理，最终得到 ６个未知数表示的二次多项式方程。针对所获得的二次多项式方程组特点，改进传统牛顿 拉夫

森数值迭代算法，并将其用于并联机器人的一般六维二次多项式方程数值求解，迭代算法收敛并可得到唯一解。

数值算例表明，在同等条件下，传统旋转矩阵方法的计算时间为 １４２～２６７ｍｓ，所提代表点算法计算时间为

０１４～０２３ｍｓ，大大减少了计算时间，提高了收敛速度和计算效率，为并联机器人高性能闭环实时控制奠定了

良好基础。
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０　引言

现有的求解６ ＵＰＳ并联机器人正向运动学方
法

［１］
可概括为多项式、添加传感器、数值迭代３类方

法，这些方法不具备实时反馈的能力。多项式方法

可以通过采用对偶四元数方法
［２］
、特殊的几何性

质
［３］
、Ｇｒｂｎｅｒ基算法［４－５］

、区间分析
［６］
和代数消

元
［７－８］

等方法求解非线性方程组，化简得到一元

４０、２０、１７、１４次的代数方程，最终得到所有可能解，
包括无理复根和增根的所有解，运动学正解多解对

应多种装配模式，且计算时间长，给实时反馈控制带

来困难。文献［９］采用方位特征集方法得到了全解
析算法，解决了多解容易产生增根、出现失根问题。

传感器方法通过添加 ４个［１０］
、３个［１１］

、２个［１２］
甚至

１个传感器［１３－１４］
来辅助计算正向运动学，能够得到

较好结果，但是，添加传感器不但增加了硬件成本，

还引入传感器测量误差等问题。文献［１３］采用传
感器方法得到唯一位姿，但是推导过程繁琐，计算时

间较长。数值迭代方法关键是选取一个合适的初始

值，如果初值选取得当，使用牛顿 拉夫森迭代方法

可以得到唯一解
［１５－１８］

，否则会影响系统的鲁棒性，

同时无法得到所有的装配模式。文献［１９］采用四
元数得到了正向运动学的快速数值解，消除了姿态

矩阵的数学奇异性，是一个较好的数值方法。文

献［２０］研究了冗余驱动的数值解，消除了算法中位
置和姿态的数学奇异性。文献［２１］采用齐次坐标
变换求解反向运动学。文献［２２］采用由点和方位
矢量形成的自然坐标法来描述多体系统的位置，而

没有使用角度坐标。文献［２３］利用链路的自然坐
标来描述相邻链路的相对运动，这些自然坐标仅描

述机构与所选择的相对系统之间的关系，而不管机

构的运动学结构。文献［２４］通过选择合适的点和
方位矢量形成的自然坐标描述多体系统，建立了一

个合适的模型。文献［２５］提出了用自然坐标表示
的致动器的驱动力公式。采用自然坐标方法描述系

统运动学，可有利于建立二次或线性的运动学方程

组，能避免三角函数等超越函数计算。

本文将并联机器人运动参数选为若干点的坐

标，选择平面平台型 ６ ＵＰＳ并联机器人动平台平
面中２个动坐标轴端点和坐标轴原点为代表点，将
并联机器人运动学表示为３个代表点坐标的函数形
式，建立９个一次和二次多项式方程，进行消元处
理，得到６个二次多项式方程，在此基础上，改进牛
顿 拉夫森迭代算法，最终求解得到唯一一组位置和

姿态参数。

１　６ ＵＰＳ并联机器人运动学基础

１１　结构
６ ＵＰＳ并联机器人及其坐标系如图 １所示。

该机构包括动、静上下 ２个平台和 ６条结构一致支
腿组成，各个支腿和动平台之间通过球铰 Ｓ连接，和
静平台之间通过虎克铰 Ｕ连接，支腿上有移动副 Ｐ，
通过对 Ｐ施加驱动，来保证整个平台的期望运动。
该机构属于平面平台型，即动、静平台的 ６个球铰 Ｓ
和６个虎克铰 Ｕ中心分别布置在两个平面之中。
为了方便分析，选择绝对静坐标系 Ｏｂｘｙｚ与静平台
固连，相对动坐标系 Ｏａαβγ与动平台固连，其中，
Ｏａ、Ｏｂ分别是动、静平台的外接圆圆心；ｚ、γ轴分别
垂直于各自所在平面。动、静平台６对顶点 Ａｉ、Ｂｉ（ｉ＝
１，２，…，６）分别循环对称布置在一个平面圆周上，
如图２所示。

图 １　６ ＵＰＳ并联机器人简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆ６ ＵＰＳｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
　

图 ２　６ ＵＰＳ并联机器人的顶点布置示意图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｒｔｉｃｅｓａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆ６ ＵＰＳ

ｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
　
选择 ３点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３为代表点，分别位于动坐

标系原点 Ｏａ、α轴端点和 β轴的端点处，如图 １所

示。用 Ｐ１＝（ｘ１，ｙ１，ｚ１）
Ｔ
、Ｐ２ ＝（ｘ２，ｙ２，ｚ２）

Ｔ
、Ｐ３＝

（ｘ３，ｙ３，ｚ３）
Ｔ
分别表示３个代表点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３在静坐

标系 Ｏｂｘｙｚ中的位置坐标，于是正向运动学模型中
含有９个待求变量。
１２　基于代表点坐标的位置 Ｐ和姿态 Ｒ

Ｐ２、Ｐ３和 Ｐ１存在如下关系：Ｐ２＝Ｐ１＋Ｒ·ｘ，Ｐ３＝
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Ｐ１＋Ｒ·ｙ。动平台动坐标系 Ｏａαβγ的 α、β、γ轴对应
的矢量记为：α＝（αｘ，αｙ，αｚ）

Ｔ
，β＝（βｘ，βｙ，βｚ）

Ｔ
，γ＝

（γｘ，γｙ，γｚ）
Ｔ
。则矢量 α、β、γ用代表点 Ｐ１、Ｐ２、Ｐ３坐

标表示后可得

α＝Ｐ２－Ｐ１＝（ｘ２，ｙ２，ｚ２）
Ｔ－（ｘ１，ｙ１，ｚ１）

Ｔ＝
（（ｘ２－ｘ１），（ｙ２－ｙ１），（ｚ２－ｚ１））

Ｔ
（１）

同理可得

β＝（（ｘ３－ｘ１），（ｙ３－ｙ１），（ｚ３－ｚ１））
Ｔ

（２）
由于 γ垂直于 α和 β所决定的平面，所以存在

γ＝α×β＝
（（αｙβｚ－αｚβｙ），（αｚβｘ－αｘβｚ），（αｘβｙ－αｙβｘ））

Ｔ＝
（（ｙ１ｚ２－ｙ１ｚ３－ｙ２ｚ１＋ｙ２ｚ３＋ｙ３ｚ－ｙ３ｚ２），
（－ｘ１ｚ２＋ｘ１ｚ３＋ｘ２ｚ１－ｘ２ｚ３－ｘ３ｚ１＋ｘ３ｚ２），
（ｘ１ｙ２－ｘ１ｙ３－ｘ２ｙ１＋ｘ２ｙ３＋ｘ３ｙ１－ｘ３ｙ２））

Ｔ
（３）

静坐 标 系 基 矢 量 为：ｘ＝（１，０，０）Ｔ；ｙ＝
（０，１，０）Ｔ；ｚ＝（０，０，１）Ｔ。采用代表点表示，动平台
位置 在 静 坐 标 系 中 的 位 置 矢 量 为 Ｐ＝Ｐ１ ＝
（ｘ１，ｙ１，ｚ１）

Ｔ
；姿态矩阵 Ｒ表示为

Ｒ＝［α　β　γ］＝

αｘ βｘ γｘ
αｙ βｙ γｙ
αｚ βｚ γ









ｚ

（４）

根据式（１）～（３）可得 αｘ＝ｘ２－ｘ１、αｙ＝ｙ２－ｙ１、
αｚ＝ｚ２－ｚ１、βｘ＝ｘ３－ｘ１、βｙ＝ｙ３－ｙ１、βｚ＝ｚ３－ｚ１、γｘ＝
ｙ１ｚ２－ｙ１ｚ３ －ｙ２ｚ１ ＋ｙ２ｚ３ ＋ｙ３ｚ１－ｙ３ｚ２、γｙ＝－ｘ１ｚ２＋
ｘ１ｚ３＋ｘ２ｚ１－ｘ２ｚ３ －ｘ３ｚ１ ＋ｘ３ｚ２、γｚ＝ｘ１ｙ２ －ｘ１ｙ３ －
ｘ２ｙ１＋ｘ２ｙ３＋ｘ３ｙ１－ｘ３ｙ２。

２　６ ＵＰＳ并联机器人位置矢量方程构建

如图 １所示，机构中存在 ６组封闭 矢 量：
ＯｂＯａ
→ Ａ１ＯｂＢｋ

→ Ａ１，ＯｂＯａ
→ Ａ２ ＯｂＢｋ

→ Ａ２，…，ＯｂＯａ
→ Ａ６ ＯｂＢｋ

→ Ａ６，
根据矢量封闭关系，得到连杆矢量表达式为

Ｌｋｅｋ＝Ｐ＋Ｒａｋ－ｂｋ　（ｋ＝１，２，…，６） （５）
其中 ａｋ＝（ａｋα，ａｋβ，ａｋγ）

Ｔ

ｂｋ＝（ｂｋｘ，ｂｋｙ，ｂｋｚ）
Ｔ

式中　Ｌｋ———第 ｋ个连杆杆长
ｅｋ———第 ｋ个连杆单位矢量
ａｋ———动坐标系 Ｏａαβγ中动平台各个顶点

Ａｋ坐标值
ｂｋ———静坐标系 Ｏｂｘｙｚ中静平台各个顶点 Ｂｋ

坐标值

图 １所示机构，因动、静平台均为平面布置，所以
ａｋ、ｂｋ的 γ轴和 ｚ轴分量均为０，即 ａｋγ＝ｂｋｚ＝０，也即
ａｋ＝（ａｋα，ａｋβ，０）

Ｔ
，ｂｋ＝（ｂｋｘ，ｂｋｙ，０）

Ｔ
，可见动、静平台

的顶点坐标也可以通过 ４个变量 ｒａ、ｒｂ、θａ、θｂ来表
示，各点坐标进一步表示如下

ａｋ＝（ａｋα，ａｋβ，ａｋγ）
Ｔ＝（ｒａｃｏｓαｋ，ｒａｓｉｎαｋ，０）

Ｔ

ｂｋ＝（ｂｋｘ，ｂｋｙ，ｂｋｚ）
Ｔ＝（ｒｂｃｏｓβｋ，ｒｂｓｉｎβｋ，０）{ Ｔ

（６）

其中 αｋ＝
（ｋ－１）π
３

－θａ

βｋ＝
（ｋ－１）π
３

－θ{
ｂ

　（ｋ＝１，３，５）

αｋ＝
（ｋ－２）π
３

＋θａ

βｋ＝
（ｋ－２）π
３

＋θ{
ｂ

　（ｋ＝２，４，６）

令 Ｗ为动平台在动坐标系中的位置矢量，Ｗ＝
（Ｗｘ，Ｗｙ，Ｗｚ）

Ｔ
，则存在 Ｐ＝ＲＷ，结合 Ｒ的正交性，同

时成立：Ｗ＝ＲＴＰ。将 ａｋ、ｂｋ、Ｐ、Ｒ和 Ｗ代入式（５），
两边与自身进行矢量点乘，得到 ６个杆长平方标量
方程式如下（此处省略下标 ｋ）
Ｌ２－ｒ２ａ－ｒ

２
ｂ＝－２ｂｘＰｘ－２ｂｙＰｙ＋２ａｘＷｘ＋２ａｙＷｙ－

２αｘ（ａｘｂｘ）－２αｙ（ａｙｂｙ）－２βｘ（ａｙｂｘ）－
２βｙ（ａｘｂｙ）＋Ｐｐ （７）

其中 Ｐｘ＝Ｐ·ｘ　Ｐｙ＝Ｐ·ｙ　Ｗｘ＝Ｐ·α　Ｗｙ＝Ｐ·β
αｘ＝α·ｘ　αｙ＝α·ｙ　βｘ＝β·ｘ　βｙ＝β·ｙ

式中　Ｐｐ———位置矢量 Ｐ模长平方
Ｐｘ———Ｐ在 ｘ方向上的投影
Ｐｙ———Ｐ在 ｙ方向上的投影
Ｗｘ———Ｐ在 α方向上的投影
Ｗｙ———Ｐ在 β方向上的投影
αｘ———α在 ｘ方向上的投影
αｙ———α在 ｙ方向上的投影
βｘ———β在 ｘ方向上的投影
βｙ———β在 ｙ方向上的投影

式中，含 Ｐｐ、Ｐｘ、Ｐｙ、Ｗｘ、Ｗｙ、αｘ、αｙ、βｘ、βｙ等 ９个未知
数，各个未知数之间由动平台的位置和姿态各个参

数联系起来，且９个未知数的系数由平台结构参数
和杆长参数决定。

３　正向运动学模型构造并求解

正向运动学问题就是已知机构的 ６个杆长输
入，求解末端运动平台的位置矢量 Ｐ和姿态矩阵 Ｒ。
此处首先将正向运动学问题转换为构造和求解６个
二次多项式方程问题。

３１　运动学模型构造
由式（７）可得，通过对 Ｐｐ、Ｐｘ、Ｐｙ、Ｗｘ、Ｗｙ、αｘ、

αｙ、βｘ、βｙ９个未知数进行移项、整理，可解得
Ｐｐ－ｋ０（αｘ＋βｙ）／２＝Ｐｐ０
Ｐｘ－ｋ１（αｘ－βｙ）／２＝Ｐｘ０
Ｐｙ＋ｋ１（αｙ＋βｘ）／２＝Ｐｙ０
Ｗｘ－ｋ２（αｘ－βｙ）／２＝Ｗｘ０
Ｗｙ＋ｋ２（αｙ＋βｘ）／２＝Ｗｙ０
（αｙ－βｘ）／２＝Ｃ















０

（８）
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其中

ｋ０＝２ｒａｒｂｃｏｓ（θｂ－θａ）

ｋ１＝ｒａｓｉｎ（θｂ＋２θａ）ｃｓｃ（θｂ－θａ）

ｋ２＝ｒｂｓｉｎ（２θｂ＋θａ）ｃｓｃ（θｂ－θａ）

Ｐｐ０＝
１
６
（Ｌ２１＋Ｌ

２
２＋Ｌ

２
３＋Ｌ

２
４＋Ｌ

２
５＋Ｌ

２
６－６ｒ

２
ｂ－６ｒ

２
ａ）

Ｐｘ０＝
－１
１２ｒｂ
ｃｓｃ（θｂ－θａ）［槡３（Ｌ

２
３－Ｌ

２
４－Ｌ

２
５＋Ｌ

２
６）ｃｏｓθａ＋

　　（－２Ｌ２１－２Ｌ
２
２＋Ｌ

２
３＋Ｌ

２
４＋Ｌ

２
５＋Ｌ

２
６）ｓｉｎθａ］

Ｐｙ０＝
１
１２ｒｂ
ｃｓｃ（θｂ－θａ）［（２Ｌ

２
１－２Ｌ

２
２－Ｌ

２
３＋Ｌ

２
４－Ｌ

２
５＋

　　Ｌ２６）ｃｏｓθａ 槡＋３（Ｌ
２
３＋Ｌ

２
４－Ｌ

２
５－Ｌ

２
６）ｓｉｎθａ］

Ｗｘ０＝
－１
１２ｒａ
ｃｓｃ（θｂ－θａ）［槡３（Ｌ

２
３－Ｌ

２
４－Ｌ

２
５＋Ｌ

２
６）ｃｏｓθｂ＋

　　（－２Ｌ２１－２Ｌ
２
２＋Ｌ

２
３＋Ｌ

２
４＋Ｌ

２
５＋Ｌ

２
６）ｓｉｎθｂ］

Ｗｙ０＝
１
１２ｒａ
ｃｓｃ（θｂ－θａ）［（２Ｌ

２
１－２Ｌ

２
２－Ｌ

２
３＋Ｌ

２
４－Ｌ

２
５＋

　　Ｌ２６）ｃｏｓθｂ 槡＋３（Ｌ
２
３＋Ｌ

２
４－Ｌ

２
５－Ｌ

２
６）ｓｉｎθｂ］

Ｃ０＝
１
１２ｒａｒｂ

ｃｓｃ（θｂ－θａ）（Ｌ
２
１－Ｌ

２
２＋Ｌ

２
３－Ｌ

２
４＋Ｌ

２
５－Ｌ

２
６

































 ）

（９）
将９个未知数的代表点表达式代入式（８）后可

得６个一次或二次多项式方程组

ｘ２１＋ｙ
２
１＋ｚ

２
１－
１
２
ｋ０（－ｘ１＋ｘ２－ｙ１＋ｙ３）＝Ｐｐ０

（１０）

ｘ１－
１
２
ｋ１（－ｘ１＋ｘ２＋ｙ１－ｙ３）＝Ｐｘ０ （１１）

ｙ１＋
１
２
ｋ１（－ｘ１＋ｘ３－ｙ１＋ｙ２）＝Ｐｙ０ （１２）

ｘ１（－ｘ１＋ｘ２）＋ｙ１（－ｙ１＋ｙ２）＋ｚ１（－ｚ１＋ｚ２）－
１
２
ｋ２（－ｘ１＋ｘ２＋ｙ１－ｙ３）＝Ｗｘ０ （１３）

ｘ１（－ｘ１＋ｘ３）＋ｙ１（－ｙ１＋ｙ３）＋ｚ１（－ｚ１＋ｚ３）＋
１
２
ｋ２（－ｘ１＋ｘ３－ｙ１＋ｙ２）＝Ｗｙ０ （１４）

１
２
（ｘ１－ｘ３－ｙ１＋ｙ２）＝Ｃ０ （１５）

又由 α和 β的正交性和归一性
α·β＝０　α·α＝１　β·β＝１

可得９个未知数的代表点约束方程
（ｘ２－ｘ１）（ｘ３－ｘ１）＋（ｙ２－ｙ１）（ｙ３－ｙ１）＋

（ｚ２－ｚ１）（ｚ３－ｚ１）＝０ （１６）
（ｘ２－ｘ１）

２＋（ｙ２－ｙ１）
２＋（ｚ２－ｚ１）

２＝１ （１７）
（ｘ３－ｘ１）

２＋（ｙ３－ｙ１）
２＋（ｚ３－ｚ１）

２＝１ （１８）
观察式（１１）、（１２）、（１５）最高次为一次多项式，

本文先求出 ｘ３、ｙ２、ｙ３对 ｘ１、ｙ１、ｚ１、ｘ２、ｚ２、ｚ３的线性表
示，再代回剩余的 ６个方程，可得到式（１０）、（１３）、

（１４）、（１６）～（１８）的 ６个二次多项式方程，将其
记为

ｆｉ（Ｘ）＝
１
２
ＸＴＱｉＸ＋Ｍ

Ｔ
ｉＸ＋Ｃｉ＝０

（ｉ＝１，２，…，６） （１９）
其中 Ｘ为待求未知数，Ｘ＝（ｘ１，ｙ１，ｚ１，ｘ２，ｚ２，ｚ３），Ｃｉ
是由６ ＵＰＳ并联机器人结构参数和 ６条支腿长决
定；Ｍｉ由 ６ ＵＰＳ并联机器人结构参数所决定；
Ｑｉ（ｉ＝１，２，…，６）是二次项系数矩阵，是由系统结构
参数中３个参数 ｒａ、θａ、θｂ所决定的 ６×６维对称矩
阵，Ｑｉ的具体形式为

Ｑ１＝

２ ０ ０ ０ ０ ０
０ ２ ０ ０ ０ ０
０ ０ ２ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑ２＝

－２ ０ ０ １ ０ ０

０ －２
ｋ１

０ ０ ０ ０

０ ０ －２ ０ １ ０
１ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０ ０ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑ３＝

０
－３－ｋ１
ｋ１

０ ０ ０ ０

－３－ｋ１
ｋ１

０ ０ １ ０ ０

０ ０ －２ ０ ０ １
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０























０ ０ １ ０ ０ ０

Ｑ４＝

０
２＋２ｋ１
ｋ２１

０ ０ ０ ０

２＋２ｋ１
ｋ２１

０ ０ －２
ｋ１

０ ０

０ ０ ２ ０ －１ －１

０ －２
ｋ１

０ ０ ０ ０

０ ０ －１ ０ ０ １





























０ ０ －１ ０ １ ０

Ｑ５＝

２ ０ ０ －２ ０ ０

０ ２
ｋ２１

０ ０ ０ ０

０ ０ ２ ０ －２ ０
－２ ０ ０ ２ ０ ０
０ ０ －２ ０ ２ ０





















０ ０ ０ ０ ０ ０
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Ｑ６＝

２（－２－ｋ１）
２

ｋ２１
０ ０

２（－２－ｋ１）
ｋ１

０ ０

０ ２
ｋ２１

０ ０ ０ ０

０ ０ ２ ０ ０ －２
２（－２－ｋ１）

ｋ１
０ ０ ２ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０





























０ ０ －２ ０ ０ ２

将式（１９）代表的 ６个方程统一表示为向量
形式

Ｆ（Ｘ）＝１
２
ＸＴＱＸ＋ＭＴＸ＋Ｃ＝０ （２０）

其中　Ｆ（Ｘ）＝（ｆ１（Ｘ），ｆ２（Ｘ），…，ｆ６（Ｘ））
Ｔ

Ｑ＝（Ｑ１，Ｑ２，…，Ｑ６）
Ｔ

Ｍ＝（Ｍ１，Ｍ２，…，Ｍ６）
Ｔ

Ｃ＝（Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃ６）
Ｔ

Ｃ (＝ －Ｐｐ０－
ｋ０Ｐｘ０
ｋ１
，
ｋ２Ｐｘ０
ｋ１
－Ｗｘ０，

ｋ２Ｐｙ０
ｋ１
－Ｗｙ０，

２Ｃ０ｋ１Ｐｘ０＋２Ｐｘ０Ｐｙ０
ｋ２１

，
（Ｃ０ｋ１＋Ｐｙ０）

２

ｋ２１
－１，

４Ｐ２ｘ０
ｋ２１
＋
（Ｃ０ｋ１－Ｐｙ０）

２

ｋ２１
)－１
Ｔ

（２１）

Ｍ＝

ｋ０（１＋ｋ１）
ｋ１

０ ０ －ｋ０ ０ ０

－
ｋ２
ｋ１

Ｃ０ｋ１＋Ｐｙ０
ｋ１

０ ０ ０ ０

－Ｃ０ｋ１＋Ｐｙ０
ｋ１

－ｋ２＋２Ｐｘ０
ｋ１

０ ０ ０ ０

－２Ｃ０ｋ１－２Ｐｙ０－２ｋ１Ｐｙ０
ｋ２１

－
２Ｐｘ０
ｋ２１

０
２Ｐｙ０
ｋ１

０ ０

０ －
２（Ｃ０ｋ１＋Ｐｙ０）

ｋ２１
０ ０ ０ ０

４（－２－ｋ１）Ｐｘ０
ｋ２１

２（Ｃ０ｋ１－Ｐｙ０）
ｋ２１

０
４Ｐｘ０
ｋ１









































０ ０

Ｔ

（２２）
３２　正解运动学方程数值迭代求解

对二次多项式方程组（２０）求导，可得

Ｊ＝Ｆ（Ｘ）
Ｘ

＝ＸＴＱ＋ＭＴ

现在考虑牛顿 拉夫森数值迭代算法，当待求未

知变量 Ｘ取第 ｋ步数值，即：Ｘ＝ｘｋ时，可得

Ｊｋ＝
Ｆ（ｘｋ）
ｘｋ

＝ｘＴｋＱ＋Ｍ
Ｔ

因此可得

ｘＴｋＱ＝Ｊｋ－Ｍ
Ｔ　（ｋ＝０，１，２，…） （２３）

根据一般牛顿 拉夫森数值迭代算法

ｘｋ＋１＝ｘｋ (－ Ｆ（ｘｋ）
ｘ )
ｋ

－１

Ｆ（ｘｋ）　（ｋ＝０，１，２，…）

（２４）

将式（２３）代入 Ｘ＝ｘｋ时的方程组（２０）可得

Ｆ（ｘｋ）＝
１
２
ｘＴｋＱｘｋ＋Ｍ

Ｔｘｋ＋Ｃ＝
１
２
Ｊｋｘｋ＋

１
２
ＭＴｘｋ＋Ｃ

（ｋ＝０，１，２，…） （２５）

将式（２５）代回式（２４）一般牛顿 拉夫森数值迭

代算法可得

ｘｋ＋１＝ｘｋ－Ｊ
－１
ｋ Ｆ（ｘｋ）＝

１
２
ｘｋ－Ｊ

－１ (ｋ
１
２
ＭＴｘｋ＋ )Ｃ

（ｋ＝０，１，２，…） （２６）

至此可见，将牛顿 拉夫森数值迭代算法用于

６ ＵＰＳ并联机器人的代表点运动方程时，不再需要

不断更新计算 Ｆ（ｘｋ）的函数值，由此可大幅度提高

计算效率。由于式（２６）中含有雅可比逆矩阵 Ｊ－１ｋ ，

直接进行逆矩阵计算也很耗时，为了进一步提高算

法的计算效率，对式（２６）中迭代次序简化为线性方

程组来求解（例如高斯 赛德尔迭代）。为此定义

式（２６）中 Ｊ－１ (ｋ
１
２
ＭＴｘｋ＋ )Ｃ Δｘｋ，则可得

ＪｋΔｘｋ＝
１
２
ＭＴｘｋ＋Ｃ　（ｋ＝０，１，２，…） （２７）

由式（２６）和式（２７）联合可得一类代表点表示

的６ ＵＰＳ并联机器人的快速正向运动学迭代算法

ｘｋ＋１＝
１
２
ｘｋ－Δｘｋ

ＪｋΔｘｋ＝
１
２
ＭＴｘｋ＋









 Ｃ
　（ｋ＝０，１，２，…）（２８）

据此，可解出唯一一组变量 ｘ１、ｙ１、ｚ１、ｘ２、ｚ２、ｚ３
的解，根据 Ｐ＝（ｘ１，ｙ１，ｚ１）

Ｔ
和姿态矩阵 Ｒ（式（４））

可以求解出唯一的位置和姿态。

４　数值算例验证

采用数值算例来说明和验证前文方法的正确

性、高效性。

（１）正确性

通过给定一组反解，即给定平台位置姿态，计算

对应的代表点坐标值。将给定的一组初始代表点坐

标值代入式（２８）进行运动学正解计算，如果能够收

敛、且收敛到反解对应的代表点坐标值，即可验证所

提算法的正确性。

８７３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１９年



① 给定反解条件。６ ＵＰＳ并联机器人结构参
数 θａ＝０２８６１８π、θｂ＝００４６９８８π、ｒａ＝０８４９８６４、
ｒｂ＝０８４９８６４，由此可以确定 ６ ＵＰＳ并联机器人
动、静平台的顶点坐标 ａｉ、ｂｉ（ｉ＝１，２，…，６）。角度
单位为 ｒａｄ，长度单位为 ｍ。设定 ６ ＵＰＳ并联机器
人预设状态下位置矢量为Ｐｔ＝（－０２，－００３，

１１）Ｔ，姿态矩阵 Ｒｔ为

Ｒｔ＝

０９６９０１７ ０１７１９０８ －０１７７３５

－０１６４９７１ ０９８４８５９ ００５３２５８９








０１８３８２ －００２２３５１２ ０９８２７０６

可得到 Ｐ１＝（－０２，－００３，１１）
Ｔ
，通过 Ｐ２＝

Ｐ１＋Ｒｔ（１，０，０）
Ｔ
，Ｐ３＝Ｐ１＋Ｒｔ（０，１，０）

Ｔ
计算可得

另外两个代表点坐标分别为：Ｐ２ ＝（０７６９０１７，

－０１９４９７１，１２８３８２）Ｔ，Ｐ３＝（－００２８０９１９，０９５４８５９，

１０７７６５）Ｔ，通过反解计算得到 ６条支腿长为：Ｌ１＝
１５１６９２ｍ、Ｌ２＝１３１８９５ｍ、Ｌ３＝１２６８８１ｍ、Ｌ４＝
１１３６６９ｍ、Ｌ５＝１２５７０４ｍ、Ｌ６＝１２０９４３ｍ。

根据课题组研制的物理样机，其构型选择的电

缸行程为 ０５ｍ，６条支腿的平衡位置均在 １３６ｍ
处，即６条支腿的运动范围均在（１３６

!

０２５）ｍ范
围内，即：关节空间范围为 Ｌｉ∈［１１１，１６１］，ｉ＝１，
２，…，６，进而可以验证 Ｐｔ、Ｒｔ选取正确。

② 求解正解。首先，将 ６ ＵＰＳ并联机器人结
构参数和腿长参数代入前述的 Ｃ、Ｍ、Ｑ，可得
Ｃ＝（－０４１０３１５，－０２１３２２５，００５８５３２２，
－００５０２２６３，－０９８０６５９，－０８３０４４３）Ｔ

Ｍ＝
０１４４３２１ ０ ０ －１０５５５３ ０ ０

－０９９９３８５ －０１３９０７３ ０ ０ ０ ０

０１９７８０６ －０６３８２３５ ０ ０ ０ ０

－０２９８８４９ 　０３１１７７１ ０ ００５８７３３３ ０ ０

０ －０２４０１１６ ０ ０ ０ ０



















０５２４７８３ 　０３４１５２１ ０ ０７２２３１ ０ ０

Ｔ

Ｑ１＝

２ ０ ０ ０ ０ ０

０ ２ ０ ０ ０ ０

０ ０ ２ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ ０ ０ ０ ０



















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑ２＝

－２ ０ ０ １ ０ ０

０ １７２６５４ ０ ０ ０ ０

０ ０ －２ ０ １ ０

１ ０ ０ ０ ０ ０

０ ０ １ ０ ０ ０



















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑ３＝

０ １５８９８１ ０ ０ ０ ０
１５８９８１ ０ ０ １ ０ ０
０ ０ －２ ０ ０ １
０ １ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

















０ ０ １ ０ ０ ０

Ｑ４＝

０ －０２３６０６８ ０ ０ ０ ０
－０２３６０６８ ０ ０ １７２６５４ ０ ０
０ ０ ２ ０ －１ －１
０ １７２６５４ ０ ０ ０ ０
０ ０ －１ ０ ０ １

















０ ０ －１ ０ １ ０

Ｑ５＝

２ ０ ０ －２ ０ ０
０ １４９０４７６ ０ ０ ０ ０
０ ０ ２ ０ －２ ０
－２ ０ ０ ２ ０ ０
０ ０ －２ ０ ２ ０

















０ ０ ０ ０ ０ ０

Ｑ６＝

１０５５７３ ０ ０ １４５３０９ ０ ０
０ １４９０４８ ０ ０ ０ ０
０ ０ ２ ０ ０ －２

１４５３０９ ０ ０ ２ ０ ０
０ ０ ０ ０ ０ ０

















０ ０ －２ ０ ０ ２

假设 ６ ＵＰＳ并联机器人动平台从初始位姿：
Ｐ０＝（０５，０５，２）

Ｔ
，Ｒ０＝Ｉ３×３出发，运动到反解给定

的位姿：Ｐｔ、Ｒｔ。那么，对应的始末位姿代表点坐标
值分别为：Ｘ０ ＝（０５，０５，２，１５，２，２）

Ｔ
、Ｘｔ＝

（－０２，－００３，１１，０７６９０１７，１２８３８２，１０７７６５）Ｔ。
迭代过程如表 １所示，经过 ５次迭代计算后得

到的Ｘ５＝（－０２，－００３，１１，０７６９０１７，１２８３８２，
１０７７６５）Ｔ 与反解给定的 Ｘｔ＝（－０２，－００３，
１１，０７６９０１７，１２８３８２，１０７７６５）Ｔ完全一致，验
证了所提算法是正确的，机构位姿示意如图３所示。

本次计算中，所提方法迭代时间为 ０２０ｍｓ，对
比计算表明，采用传统欧拉角方法描述的牛顿 拉夫

森方法，则迭代次数８次、需要耗时２６７ｍｓ，由此可
见本文所提出的二次形方程组数值迭代方法的迭代

次数少，用时少，收敛速度快，效率提高 ９２５１％，至
此，初步显示出算法的高效性。

（２）高效性
与旋转矩阵方法的计算进行对比，即可验证所提

算法的高效性。所提算法和旋转矩阵方法均在以下

条件下进行计算，计算机硬件为：Ｗｉｎ８１／ＩｎｔｅｌＣｏｒｅ
ｉ５２４ＧＨｚ／８ＧＢＲＡＭ／ＭａｔｌａｂＲ２０１６ｂ，代表点初始值
取Ｘ０＝（０５，０５，２，１５，２，２）

Ｔ
，最大迭代次数均为２０

次，算法终止条件允许误差‖Δｘ‖ ＜１０－８。　　　
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表 １　迭代过程及其结果

Ｔａｂ．１　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｐｒｏｃｅｓｓａｎｄｒｅｓｕｌｔｓ

迭代次序 迭代过程 Ｘｉ＝（ｘ１ｉ，ｙ１ｉ，ｚ１ｉ，ｘ２ｉ，ｚ２ｉ，ｚ３ｉ）
Ｔ

０ Ｘ０＝（０５，０５，２，１５，２，２）
Ｔ

１ Ｘ１＝（－００４２６０５８，０１２１０１１，１４７６１２，１０１０３２，１６３３６１，１６８８９１）
Ｔ

２ Ｘ２＝（－０１７３３９１，－００１３１１３８，１１７５６８，０８０６９４１，１３６５５６，１２３８９９）
Ｔ

３ Ｘ３＝（－０１９７３７９，－００２９４２１４，１１０４３６，０７７１８４８，１２８８４９，１０８８１３）
Ｔ

４ Ｘ４＝（－０１９９９８３，－００２９９９７５，１１０００２，０７６９０３５，１２８３８４，１０７７７）
Ｔ

５ Ｘ５＝（－０２，－００３，１１，０７６９０１７，１２８３８２，１０７７６５）
Ｔ

图 ３　位置和姿态示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｆｏｒ

６ ＵＰＳｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
　

　　为了进一步验证所提算法的高计算效率，根据
课题组研制的物理样机，在其可达无奇异工作空间

内任意选取 ２５组数据。首先，２５组初始位置姿态
Ｐ０ｉ、Ｒ０ｉ均 取 为 Ｐ０、Ｒ０，其 具 体 数 值 为：Ｐ０ ＝

（０５，０５，２）Ｔ，Ｒ０ ＝Ｉ３×３，转换成代表点表示为：

Ｘ０＝（０５，０５，２，１５，２，２）
Ｔ
。其次，针对表 ２中给

定的２５组数据，其每一组数据均是从初始位姿：Ｐ０、
Ｒ０开始，分别代入所提算法，重复（１）的反解、正解
过程并进行计算，动平台最终分别运动到表 ２中给
定的２５组终止位置姿态，即 ２５组 Ｐｔｉ、Ｒｔｉ处。经过
计算可知，２５组数据计算结果均正确且收敛，同时
也得到每一组数据计算所需时间，并将其与旋转矩

阵方法计算反解、正解过程所需时间进行对比。每

一组位姿在 Ｍａｔｌａｂ中计算 １００次并取平均数值即
为本次计算时间，结果如表２所示。

表 ２　两种算法计算时间对比

Ｔａｂ．２　Ｃｏｎｓｕｍｐｔｉｏｎｔｉｍｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

位姿次序 ｘ１ｉ／ｍ ｙ１ｉ／ｍ ｚ１ｉ／ｍ ｘ２ｉ／ｍ ｚ２ｉ／ｍ ｚ３ｉ／ｍ
所提算法计算

时间 ｔ１／ｍｓ

旋转矩阵法计

算时间 ｔ２／ｍｓ

１ －００８ －００８ １１２ ０９００３２６ １２４３９０ １００１０７ ０２３ ２６７
２ －００９ －００７ １１６ ０９０５０５８ １２２３０８ １１０１１０ ０１８ １５８
３ －０１０ －００６ １２０ ０９０００００ １２００００ １２００００ ０２２ １６３
４ －０１１ ００１ １２４ ０８８５０５８ １１７８９５ １３００９３ ０１６ １７１
５ －０１２ ００５ １２８ ０８６０３２６ １１５８１３ １４００９６ ０１６ １５０
６ －０１３ －００５ １１６ ０８５５８４６ １０９８９５ １１６０００ ０１９ １８０
７ －０１４ －００４ １２０ ０８４０３２６ １０７８１３ １２６０５９ ０１５ １８３
８ －０１５ －００３ １２３ ０８３９４８６ １３５１８７ １３５０９６ ０１７ １４９
９ －０１６ ００６ １２５ ０８３８１３５ １３１１０５ １１２８３６ ０１５ １４６
１０ －００７ ００９ １２６ ０９２６９１７ １２６０００ １１９８９５ ０１５ １４７
１１ －００６ －００７ １２７ ０９３５０５８ １３３１０５ １３９１６４ ０１５ １８１
１２ －００５ －００６ １１２ ０９３７６８８ １１２０００ ０９９８１３ ０２１ ２３０
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１６ －００１ －０１３ １１７ ０９８２５４６ １０４８１３ １１０９４１ ０１５ １８７
１７ ０ －００６ １１８ ０９８９４８６ １３０１８７ １１８０００ ０２３ １４２
１８ ００６ ０ １１９ １０４５８５０ １２５１０５ １２５０９３ ０１５ １４８
１９ ００７ ０１４ １２０ １０５７６９０ １２００００ １３２１８７ ０１５ １４３
２０ ００８ ０１５ １２１ １０７５０６０ １１４８９５ １０８８３６ ０１６ １５８
２１ ００９ －００５ １２２ １０８６９２０ １２２０００ １２８１０５ ０１８ １４６
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２４ ０１２ ０１１ １２０ １１００３３０ １３２１８７ １１３９４１ ０１６ １５２
２５ ０１３ ００９ １２４ １１１５８５０ １３０１０５ １２４０００ ０１４ １５２
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５　结论

（１）采用代表点描述可将并联机器人正向运动
学模型表达为一组二次方程组。该模型含有二次

项、一次项和常数项，最高次项为二次，求导后得到

的雅可比矩阵仅含有一次项和常数项，最高次项为

一次，建立了简单非线性的并联机器人正向运动学

模型。

（２）结合正运动学模型的特点，对一般的牛顿
拉夫森方法进行改进，改进后的牛顿 拉夫森迭代方

　　

法不需要求解雅可比的逆矩阵；而且，在每一次迭代

计算过程中，部分变量还原到原始二次形，计算过程

中直接抵消了大部分计算，方程组与雅可比矩阵的

更新仅需消耗极少的计算量，由此确保所提算法收

敛速度快、计算效率高，并可得到唯一解，便于实时

控制所需。

（３）通过对比传统的旋转矩阵方法，本文提出

的二次方程组数值迭代方法的迭代次数少、用时少、

收敛速度快，效率高。
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