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基于冗余联动的六轴联动数控机床加工轨迹误差优化

张鹏翔　周　凯　李学?
（清华大学机械工程系，北京 １０００８４）

摘要：针对数控机床实际加工轨迹与理论轨迹存在误差的现象，提出利用六轴联动数控机床冗余联动特点优化该

误差的方法。建立了一类六轴联动数控机床的运动学模型，并研究了其冗余联动特点。根据刀具接触点运动规

律，以冗余旋转联动轴的运动优化刀具中心点运动轨迹误差和刀具轴线转动轨迹误差，从而实现加工轨迹误差的

优化。在实际六轴联动数控机床上进行了抛光加工实验，通过应用所提出的轨迹误差优化算法，减小了抛光过程

中的加工轨迹误差，降低了工件表面粗糙度，且保证加工后表面具有较高的均匀一致性，提高了抛光表面质量，从

而验证了所提出方法的有效性。
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０　引言

六轴联动数控机床是一种具有３个平动联动轴

和３个旋转联动轴的多轴联动数控机床。与五轴联
动数控机床相比，该类机床增加了一个旋转联动轴。

因此，六轴联动主要应用于刀具不绕自身轴线旋转



的加工设备，如电火花加工机床和焊接加工设

备
［１－２］

；或者用于齿轮加工等制造设备
［３－８］

。在刀

具旋转时，六轴联动的特点是所增加的旋转联动轴

可认为是冗余联动或者冗余自由度。该特点能保证

设备满足运动关系的前提下，实现额外的约束功

能
［９－１１］

。

加工轨迹误差主要由于刀具相对于工件的实际

运动与理论运动不一致所产生。迄今，针对该误差

的优化研究，均需结合机床运动学模型，如在数控系

统中，根据该模型对联动轴的运动量进行实时修

正
［１２］
，该类方法能够根据联动轴的实际位置响应对

加工轨迹误差进行在线修正。因此，误差优化效果

最优，但必须在数控系统的实时算法层面实现。当

机床采用第三方数控系统时，该类方法无法应用。

或者，在计算联动轴的运动量时，根据模型优化刀具

中心点运动轨迹误差
［１３－１４］

，或者优化刀具轴线矢量

转动误差
［１５－１６］

，此类方法主要在刀具中心点运动轨

迹中插入新的刀具中心点，或者在刀具轴线转动轨

迹中插入新的刀具轴线矢量，从而实现加工轨迹误

差的优化。该类方法可用于机床的后置处理，具有

较好的通用性，但由于所插入的刀具中心点或新的

轴线矢量无法考虑到刀具与工件之间的接触或方向

关系，因此，该类方法并不能保证误差优化具有很好

的效果。

本文以用于抛光加工的六轴联动数控机床为研

究对象，通过建立其运动学模型，研究其冗余联动特

点。建立加工轨迹误差与联动轴运动之间相互关联

的数学模型，提出以冗余联动轴优化加工轨迹误差

的方法。在该机床上应用所提出的加工轨迹优化算

法进行对比实验，对实验中的加工轨迹误差和抛光

后工件表面粗糙度进行分析，以验证本文所提出优

化方法的有效性。

１　六轴联动机床运动学模型与冗余联动

机床运动学模型的主要作用为将刀具相对工件

的运动映射成联动轴的运动，即将工件静止时，刀具

相对于工件的运动轨迹转换成机床联动轴的运动轨

迹。当工件静止时，刀具运动轨迹可以用刀具中心

点 ｐ和刀具轴线矢量 ｕ描述，其中 ｐ和 ｕ分别表示
为

ｐ＝（ｐｘ，ｐｙ，ｐｚ）

ｕ＝（ｕｘ，ｕｙ，ｕｚ{ ）
（１）

式中　ｐｘ、ｐｙ、ｐｚ———刀具中心点 ｐ在 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方向
上的分量

ｕｘ、ｕｙ、ｕｚ———刀具轴线矢量 ｕ在 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方
向上的分量

本文所研究的六轴联动数控机床应用于卫浴产

品的抛光加工，刀具为抛光轮，其结构图如图 １所
示，具有 Ｘ、Ｙ和 Ｚ３个平动联动轴，Ａ、Ｂ和 Ｃ３个旋
转联动轴，其中 Ｂ、Ｃ轴位于工件处。在图 １中，机
床的 Ｂ轴和 Ｃ轴处于可３６０°旋转的转盘上，为了上
下料方便，此时，Ｂ轴处于 －９０°，使得此时的 Ｃ轴轴
线和 Ａ轴轴线平行。为了描述该机床联动轴的运
动，建立机床坐标系如图２所示，其中 ＯｍＸｍＹｍＺｍ为机
床坐标系，ＯｗＸｗＹｗＺｗ为工件回转坐标系，ＯｔＸｔＹｔＺｔ为
抛光轮平动坐标系，抛光轮中心点 ｐ与 Ｏｔ重合，
ＯｔｌＸｔｌＹｔｌＺｔｌ为抛光轮摆动坐标系。为了研究方便，设
机床坐标系与工件回转坐标系相重合，则 ｒｍ为零矢
量。机床的初始状态为各个联动轴的运动量为０时
对应的状态。矢量 ｒｎ为该状态下抛光轮摆动坐标系
原点在抛光轮平动坐标系下的坐标，以齐次坐标表

示为

ｒｎ＝（ｎｘ，ｎｙ，ｎｚ，１）
式中　ｎｘ、ｎｙ、ｎｚ———矢量 ｒｎ在 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方向上分量

图 １　六轴联动数控机床装配图

Ｆｉｇ．１　ＡｓｓｅｍｂｌｙｄｒａｗｉｎｇｏｆｓｉｘａｘｉｓｌｉｎｋａｇｅＣＮＣ

ｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ
　

图 ２　六轴联动数控机床坐标系示意图

Ｆｉｇ．２　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆｓｉｘａｘｉｓ

ｌｉｎｋａｇｅＣＮＣｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ
　
由图 １和图 ２关于机床联动轴和坐标系的描

述，能够建立联动轴运动与抛光轮中心点 ｐ和抛光
轮轴线矢量 ｕ之间的数学模型。因此，本文研究的
六轴联动数控机床运动学模型可表示为

［ｐ　１］Ｔ＝Ｒ（－θＣ）Ｒ（－θＢ）Ｔ（ｓ＋ｒｎ）·

Ｒ（θＡ）Ｔ（－ｒｎ）［０　０　０　１］
Ｔ

（２）

［ｕ　０］Ｔ＝Ｒ（－θＣ）Ｒ（－θＢ）Ｔ（ｓ＋ｒｎ）·

Ｒ（θＡ）Ｔ（－ｒｎ）［０　０　１　０］
Ｔ

（３）
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其中 ｓ＝（ｓｘ，ｓｙ，ｓｚ，１）
式中　θＡ———Ａ轴转动角　　θＢ———Ｂ轴转动角

θＣ———Ｃ轴转动角　　ｓｚ———Ｚ轴运动量
Ｔ———平移运动齐次坐标变换矩阵
Ｒ———旋转运动齐次坐标变换矩阵
ｓｘ———Ｘ轴运动量　　ｓｙ———Ｙ轴运动量

将式（３）展开可得
ｕｘ＝－（ｃｏｓθＡｓｉｎθＢｃｏｓθＣ＋ｓｉｎθＣｓｉｎθＡ）

ｕｙ＝ｃｏｓθＡｓｉｎθＢｓｉｎθＣ－ｓｉｎθＡｃｏｓθＣ
ｕｚ＝ｃｏｓθＡｃｏｓθ

{
Ｂ

（４）

由于抛光轮轴线矢量 ｕ为单位矢量，式（４）只
有两个独立方程，同时具有３个未知数（３个旋转联
动轴的运动量），因此，式（４）为冗余方程组。对于
给定的抛光轮轴线矢量，式（４）的解，即 Ａ、Ｂ、Ｃ轴的
运动量理论上有无穷多组。

如图１所示，由于机床的 Ｃ轴通过夹具与工件
直接连接，Ｃ轴的转动可以直接驱动工件转动，而不
依赖于其他旋转联动轴，将 Ｃ轴视为冗余联动轴，
即 Ｃ轴的运动量设为已知，则其余 ５个联动轴的运
动量为

θＡ＝－ａｒｃｓｉｎ（ｕｘｓｉｎθＣ＋ｕｙｃｏｓθＣ）
θＢ＝

ａｒｃｔａｎ
ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ

ｕｚ
（ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ＜０）

π－ａｒｃｔａｎ
ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ

ｕｚ
（ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ＞０，ｕｚ＞０）

ａｒｃｔａｎ
ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ

ｕｚ
－π （ｕｙｓｉｎθＣ－ｕｘｃｏｓθＣ＞０，ｕｚ＜０













 ）

（５）
ｓｘ＝（ｐｘｃｏｓθＣ－ｐｙｓｉｎθＣ）ｃｏｓθＢ＋ｐｚｓｉｎθＢ
ｓｙ＝ｐｙｃｏｓθＣ＋ｐｘｓｉｎθＣ－ｎｙ（１－ｃｏｓθＡ）

ｓｚ＝ｐｚｃｏｓθＢ－（ｐｘｃｏｓθＣ－ｐｙｓｉｎθＣ）ｓｉｎθＢ＋

　　ｎｙｓｉｎθ













Ａ

（６）

由式（５）、（６）可知，需先以附加约束条件确定
Ｃ轴的运动量，进而计算出其他 ５个联动轴的运动
量。因此，本文研究的六轴联动数控机床为冗余系统，

联动轴的运动在满足抛光轮中心点位置和抛光轮轴线

矢量方向的前提下，可以实现额外的附加功能。本文

所研究的附加功能为加工轨迹误差的最小化。

２　加工轨迹误差

２１　接触点轨迹

在本文研究的六轴联动数控机床中，加工轨迹为

抛光轮与工件的相对运动轨迹，即抛光轮上与工件相

接触的点在工件表面上的运动轨迹。当抛光轮相对

于工件出现转动时，无法仅以其中心点的运动轨迹来

准确描述加工轨迹，需同时考虑抛光轮相对于工件的

转动。抛光轮与工件的接触关系如图３所示。

图 ３　抛光轮与工件接触点示意图

Ｆｉｇ．３　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｎｔａｃｔｐｏｉｎｔｂｅｔｗｅｅｎｐｏｌｉｓｈ

ｗｈｅｅｌａｎｄｗｏｒｋｐｉｅｃｅ
　
在图３中，ｐ为抛光轮中心点，ｕ为抛光轮轴线

矢量，ｃ为抛光轮与工件的接触点，Ｓ为工件表面。
为了研究方便，设抛光轮转速为 ０，加工轨迹可转换
为抛光轮上与工件相接触点的运动轨迹，即点 ｃ的
运动轨迹。

定义在某个加工轨迹段中，起始点处抛光轮中

心点坐标为 ｐ１，抛光轮轴线矢量为 ｕ１，对应 Ｘ、Ｙ、Ｚ、
Ａ、Ｂ和 Ｃ轴的运动量为 ｓｘ１、ｓｙ１、ｓｚ１、θＡ１、θＢ１、θＣ１；结束
点处抛光轮中心点坐标为 ｐ２，抛光轮轴线矢量为
ｕ２，对应 Ｘ、Ｙ、Ｚ、Ａ、Ｂ和 Ｃ轴的运动量为 ｓｘ２、ｓｙ２、ｓｚ２、

θＡ２、θＢ２、θＣ２。
由刚体运动规律可知，接触点 ｃ的运动可分解

为：跟随抛光轮中心点 ｐ的平移和相对于该中心点
的定点转动。则接触点 ｃ的运动轨迹可表示为

ｃ＝ｐ＋Ｒｕａｘ（θａｘ）ｐｃ （７）

式中　ｐｃ———抛光轮中心点 ｐ至接触点 ｃ的矢量

θａｘ———接触点绕抛光轮中心点的转动角
下标 ｕａｘ表示接触点 ｃ绕抛光轮中心点 ｐ的转动轴
线。

转动轴线 ｕａｘ由抛光轮轴线确定，可表示为
ｕａｘ＝ｕ１×ｕ２ （８）

因此，接触点运动轨迹，即加工轨迹，由抛光轮

中心点的平动轨迹和接触点绕该中心点的转动轨迹

合成而得。

２２　抛光轮中心点轨迹误差
在本文所研究的六轴联动数控机床中，抛光轮

中心点的理论运动轨迹ｐｒ（ｔ）可以用直线段拟合，表
示为

ｐｒ（ｔ）＝
（ｔｐｘ２＋（１－ｔ）ｐｘ１，ｔｐｙ２＋（１－ｔ）ｐｙ１，ｔｐｚ２＋（１－ｔ）ｐｚ１，１）

（９）
式中　ｔ———在［０，１］之间的无量纲自变量

ｐｘ１、ｐｙ１、ｐｚ１———ｐ１在 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方向上的分量
ｐｘ２、ｐｙ２、ｐｚ２———ｐ２的 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方向上的分量
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数控系统一般采用线性插补控制联动轴的运

动，因此机床各个联动轴的运动轨迹为

ｓｘ（ｔ）＝ｔｓｘ２＋（１－ｔ）ｓｘ１
ｓｙ（ｔ）＝ｔｓｙ２＋（１－ｔ）ｓｙ１
ｓｚ（ｔ）＝ｔｓｚ２＋（１－ｔ）ｓｚ１
θＡ（ｔ）＝ｔθＡ２＋（１－ｔ）θＡ１
θＢ（ｔ）＝ｔθＢ２＋（１－ｔ）θＢ１
θＣ（ｔ）＝ｔθＣ２＋（１－ｔ）θＣ















１

（１０）

由于抛光轮相对于工件的运动是由机床联动轴

的运动合成而得，因此抛光轮中心点实际运动轨迹

ｐ（ｔ）为
［ｐ（ｔ）　１］Ｔ＝Ｒ（－θＣ（ｔ））Ｒ（－θＢ（ｔ））Ｔ（ｓ（ｔ）＋ｎ）·

Ｒ（θＡ（ｔ））Ｔ（－ｎ）［０　０　０　１］
Ｔ

（１１）
由式（１１）可知，抛光轮中心点的实际运动轨迹

为曲线。结合式（１０），抛光轮中心点的理论运动轨
迹与实际运动轨迹的误差 εｐ（ｔ）为

εｐ（ｔ）＝｜ｐ（ｔ）－ｐｒ（ｔ）｜ （１２）
由抛光轮中心点平动误差所导致的接触点运动

误差同样可由式（１２）表示。
２３　抛光轮轴线转动轨迹误差

为了研究方便，设抛光轮中心点静止，则此时接

触点的运动由抛光轮轴线转动引起。一般而言，在

设计抛光轮运动轨迹时，希望抛光轮轴线在 ｕ１处以
恒定角速度转动至 ｕ２处，该转动轨迹 ｕｒ（ｔ）可表
示为

ｕｒ（ｔ）＝ξ１（ｔ）ｕ１＋ξ２（ｔ）ｕ２ （１３）
式中　ξ１（ｔ）、ξ２（ｔ）———与 ｕ１、ｕ２和 ｔ有关的函数

因此，抛光轮轴线的理论转动轨迹，即 ｕｒ（ｔ）的
转动轨迹为在 ｕ１和 ｕ２所组成的平面内，从 ｕ１至 ｕ２
且半径为１的圆弧，圆心为中心点 ｐ，重新表示为

ｕｒ（ｔ）＝
ｓｉｎ（θ－θ（ｔ））

ｓｉｎθ
ｕ１＋

ｓｉｎθ（ｔ）
ｓｉｎθ

ｕ２ （１４）

式中　θ———轴线矢量 ｕ１和 ｕ２的夹角
由机床运动模型式（３）和联动轴运动轨迹关系

式（１０）可知，抛光轮轴线的实际转动同样由旋转联
动轴的运动合成而来，即为

ｕ（ｔ）＝
－ｃｏｓθＡ（ｔ）ｓｉｎθＢ（ｔ）ｃｏｓθＣ（ｔ）－ｓｉｎθＣ（ｔ）ｓｉｎθＡ（ｔ）

ｃｏｓθＡ（ｔ）ｓｉｎθＢ（ｔ）ｓｉｎθＣ（ｔ）－ｓｉｎθＡ（ｔ）ｃｏｓθＣ（ｔ）

ｃｏｓθＡ（ｔ）ｃｏｓθＢ（ｔ











）

Ｔ

（１５）
由式（１５）可知，抛光轮轴线的实际转动轨迹为

在半径为１的球面上的曲线，且起始点为 ｕ１，结束
点为 ｕ２，球心为中心点 ｐ。

可知抛光轮轴线的理论转动轨迹和实际转动轨

迹两者之间存在夹角误差 θｒ（ｔ），可表示为
θｒ（ｔ）＝ａｒｃｃｏｓ（ｕ（ｔ）ｕｒ（ｔ）） （１６）

因此，由于抛光轮轴线转动夹角误差导致的接

触点运动误差 εｕ（ｔ）为

εｕ（ｔ）＝２｜ｐｃ｜ｓｉｎ
θｒ（ｔ）
２

（１７）

由式（１７）可知，当轴线夹角误差越大，所引起
的接触点运动轨迹误差也越大。

２４　接触点轨迹误差
由２２节和２３节可知，由于接触点相对于抛

光轮中心点的平动和转动相互正交，接触点运动的

平动误差和转动误差也相互正交。结合式（１２）、
（１７），接触点实际运动轨迹误差 ε（ｔ）为

ε（ｔ）＝ ε２ｐ（ｔ）＋ε
２
ｕ（ｔ槡 ） （１８）

由于本文所研究的六轴联动数控机床具有冗余

联动特点，由式（５）、（６）可知，接触点轨迹误差同时
与冗余旋转联动轴 Ｃ轴的运动量有关，则其可表示
为

ε（θＣ（ｔ），ｔ）＝ ε２ｐ（θＣ（ｔ），ｔ）＋ε
２
ｕ（θＣ（ｔ），ｔ槡 ）

（１９）

３　加工轨迹误差优化

由第２节可知，加工轨迹误差，即接触点运动轨
迹误差，是由抛光轮中心点平动轨迹误差和抛光轮

轴线转动轨迹误差所引起的。因此，需要对这两个

误差进行优化，从而实现接触点轨迹误差的优化。

由式（１９）可知，本文所研究的六轴联动数控机
床具有冗余联动特点，通过冗余旋转联动轴 Ｃ轴的
运动，可以实现抛光轮中心点平动误差和抛光轮轴

线转动误差的最优，从而达到加工轨迹误差的优化。

３１　抛光轮中心点运动轨迹误差优化
为了研究抛光轮中心点平动轨迹误差 εｐ（ｔ）的

优化，根据式（１２），将该误差在 Ｘ、Ｙ和 Ｚ方向上分
解，可表示为

εｐｘ（ｔ）＝（ｓｘ（ｔ）ｃｏｓθＢ（ｔ）－ｓｚ（ｔ）ｓｉｎθＢ（ｔ）＋

ｎｙｓｉｎθＢ（ｔ）ｓｉｎθＡ（ｔ））ｃｏｓθＣ（ｔ）＋

（ｓｙ（ｔ）＋ｎｙ－ｎｙｃｏｓθＡ（ｔ））ｓｉｎθＣ（ｔ）－

ｔｐｘ２－（１－ｔ）ｐｘ１
εｐｙ（ｔ）＝（ｓｙ（ｔ）＋ｎｙ－ｎｙｃｏｓθＡ（ｔ））ｃｏｓθＣ（ｔ）－

ｔｐｙ２－（１－ｔ）ｐｙ１－（ｓｘ（ｔ）ｃｏｓθＢ（ｔ）－

ｓｚ（ｔ）ｓｉｎθＢ（ｔ）＋ｎｙｓｉｎθＢ（ｔ）ｓｉｎθＡ（ｔ））ｓｉｎθＣ（ｔ）

εｐｚ（ｔ）＝ｓｘ（ｔ）ｓｉｎθＢ（ｔ）＋（ｓｚ（ｔ）－

ｎｙｓｉｎθＡ（ｔ））ｃｏｓθＢ（ｔ）－ｔｐｚ２－（１－ｔ）ｐｚ





















１

（２０）
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式中　εｐｘ（ｔ）、εｐｙ（ｔ）、εｐｚ（ｔ）———误差 εｐ（ｔ）在 Ｘ、Ｙ、
Ｚ方向上的分量

将式（２０）中的三角函数在 ｔ为０处以泰勒级数
展开，可表示为

ｃｏｓθＡ（ｔ）＝ｃｏｓθＡ１－
１
２
（θＡ２－θＡ１）

２ｔ２＋ｏ（ｔ２）

ｓｉｎθＡ（ｔ）＝（θＡ２－θＡ１）ｔ＋ｏ（ｔ
２
）

ｃｏｓθＢ（ｔ）＝ｃｏｓθＢ１－
１
２
（θＢ２－θＢ１）

２ｔ２＋ｏ（ｔ２）

ｓｉｎθＢ（ｔ）＝（θＢ２－θＢ１）ｔ＋ｏ（ｔ
２
）

ｃｏｓθＣ（ｔ）＝ｃｏｓθＣ１－
１
２
（θＣ２－θＣ１）

２ｔ２＋ｏ（ｔ２）

ｓｉｎθＣ（ｔ）＝（θＣ２－θＣ１）ｔ＋ｏ（ｔ
２



















）

（２１）
因此，在该段抛光轮中心点轨迹段内，当 Ａ、Ｂ、

Ｃ３个旋转轴的变化量越小，结合式（２１），则机床
Ｘ、Ｙ、Ｚ联动轴运动量越接近中心点的理想运动轨
迹在对应方向上的分量，即为

｜θＢ２－θＢ１｜→０ ｜θＣ２－θＣ１｜→０ ｓｘ（ｔ）→ｔｐｘ２＋（１－ｔ）ｐｘ１
｜θＡ２－θＡ１｜→０ ｜θＣ２－θＣ１｜→０ ｓｙ（ｔ）→ｔｐｙ２＋（１－ｔ）ｐｙ１
｜θＡ２－θＡ１｜→０ ｜θＢ２－θＢ１｜→０ ｓｚ（ｔ）→ｔｐｚ２＋（１－ｔ）ｐｚ

{
１

（２２）
进一步根据机床运动学模型式（２），可以得到

Ａ、Ｂ、Ｃ３个旋转轴的变化量与抛光轮中心点轨迹误
差的 Ｘ、Ｙ、Ｚ方向分量之间的关系为

｜θＢ２－θＢ１｜→０ ｜θＣ２－θＣ１｜→０ εｐｘ（ｔ）→０

｜θＡ２－θＡ１｜→０ ｜θＣ２－θＣ１｜→０ εｐｙ（ｔ）→０

｜θＡ２－θＡ１｜→０ ｜θＢ２－θＢ１｜→０ εｐｚ（ｔ）→
{ ０

（２３）
由式（２３）可知，在该段轨迹内，当 Ａ、Ｂ、Ｃ轴的

运动量越小时，抛光轮中心点运动轨迹误差也越小，

即有如下关系

｜θＡ２－θＡ１｜→０ ｜θＢ２－θＢ１｜→０

｜θＣ２－θＣ１｜→０ εｐ（ｔ）→{ ０
（２４）

由于 Ａ、Ｂ、Ｃ３个旋转联动轴相互正交，因此式
（２４）可转换为

ｍｉｎ （θＡ２－θＡ１）
２＋（θＢ２－θＢ１）

２＋（θＣ２－θＣ１）槡
２→

ｍｉｎεｐ（ｔ） （２５）
式（２５）表明，当 Ｃ轴的转动使得 Ａ、Ｂ轴及自身

的运动量最小，可使得抛光轮中心点轨迹误差最小。

３２　抛光轮轴线转动轨迹误差优化
如式（１７）所示，当实际轴线矢量与理论轴线矢

量之间的夹角误差越小，由此引起的接触点轨迹误

差也越小。因此，可以通过 Ｃ轴的转动，使得
式（１６）中的夹角误差最小，从而优化其引起的接触

点轨迹误差。根据本文机床的冗余联动特点，两个

轴线矢量的夹角误差大小同时与 Ｃ轴的运动有关，
由式（１７）可以定义二元函数

ｇ（θＣ（ｔ），ｔ）＝
１
ｓｉｎθ
（ｓｉｎ（θ－θ（ｔ））ｕ１＋ｓｉｎθ（ｔ）ｕ２）ｕ（ｔ）

（２６）
式中　ｇ（θＣ（ｔ），ｔ）———抛光轮实际轴线与理论轴线

的点积

由于式（２６）在 ｔ为０和１时取值为０，因此存在
ｔ０符合如下关系

ｇ
ｔ ｔ＝ｔ０

＝０　（０＜ｔ０＜１） （２７）

结合式（１６）可知，在 θＣ固定时，夹角误差在 ｔ０
时为最大值。此时，抛光轮轴线矢量实际值为

ｕ（ｔ０）＝

－ｃｏｓθＡ（ｔ０）ｓｉｎθＢ（ｔ０）ｃｏｓθＣ（ｔ０）－ｓｉｎθＣ（ｔ０）ｓｉｎθＡ（ｔ０）

ｃｏｓθＡ（ｔ０）ｓｉｎθＢ（ｔ０）ｓｉｎθＣ（ｔ）－ｓｉｎθＡ（ｔ）ｃｏｓθＣ（ｔ）

ｃｏｓθＡ（ｔ）ｃｏｓθＢ（ｔ











）

Ｔ

（２８）
由于式（２８）在式（２７）的条件下，只有 θＣ（ｔ０）为

变量。因此，有如下条件

θＡ（ｔ０）→０

θＢ（ｔ０）→０

θＣ（ｔ０）→
}
０

ｇ（θＣ（ｔ０），ｔ０）→１ （２９）

式（２９）中，由于３个旋转联动轴的运动量只和
初始和结束状态有关，可重新表示为

｜θＡ２－θＡ１｜→０

｜θＢ２－θＢ１｜→０

｜θＣ２－θＣ１｜→
{

０

（３０）

结合式（１７），当３个旋转联动轴的运动量均为
最小时，由抛光轮轴线转动误差所导致的接触点运

动误差为最小，即为

ｍｉｎ （θＡ２－θＡ１）
２＋（θＢ２－θＢ１）

２＋（θＣ２－θＣ１）槡
２→

ｍｉｎεｕ（ｔ） （３１）
式（３１）表明，当 Ｃ轴的转角使得 Ａ、Ｂ轴及自身

的运动量最小时，可使得抛光轮轴线转动轨迹误差

及其导致的接触点运动轨迹误差最小。

３３　接触点轨迹误差优化
由３１、３２节研究结果可知，关于抛光轮中心

点运动轨迹误差和抛光轮轴线矢量转动误差的优化

条件完全相同，因此，该优化条件可以优化接触点运

动轨迹误差，则该条件下对应的 Ｃ轴运动可表示为
ｆ（θＣ２）＝

ｍｉｎ（ （θＡ２－θＡ１）
２＋（θＢ２－θＢ１）

２＋（θＣ２－θＣ１）槡
２
）

（３２）
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式中　ｆ（θＣ２）———Ｃ轴优化接触点轨迹误差的函数
式（３２）中，起始点处 ３个旋转联动轴的运动量

为已知，即 θＡ１、θＢ１和 θＣ１已知。因此，在该式中，结束
点处 Ｃ轴的转角使得在对应加工轨迹段内 Ａ、Ｂ、Ｃ
轴的变化量最小，可以使得接触点的运动轨迹误差

最小，即加工轨迹误差为最小。

式（３２）的边界条件为该式所得到的各联动轴
运动量需处于表 １的行程范围之内，否则无法进行
实际加工。如联动轴运动量出现超程，则重新计算，

取符合所有联动轴行程限制且式（３２）最小的一组
联动轴运动量。本文所研究的机床各联动轴的实际

行程如表１所示，同时 ｒｎ为（０，８０ｍｍ，０，１）。

表 １　机床联动轴行程

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｏｋｅｓｏｆｌｉｎｋａｇｅａｘｅｓｏｆｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ

Ｘ／ｍｍ Ｙ／ｍｍ Ｚ／ｍｍ Ａ／（°） Ｂ／（°） Ｃ／（°）

正向行程 ５０ ６００ ３００ ４５ １８０ １８０

负向行程 －５００ ０ －３００ －４５ －１８０ －１８０

　　由表 １可知，Ｃ轴没有行程限制，即能实现
－１８０°～１８０°的旋转，如果 θＣ２直接在该区间内取值
计算，则计算比较繁琐。因此，引入一种寻优算法以

减小计算量。当一个加工轨迹段内，抛光轮轴线 ｕ１
和 ｕ２平行时，由机床运动学模型式（２）、（３）可知，３
个旋转联动轴均保持静止，机床以 ＸＹＺ３轴联动进
行加工，此时加工轨迹误差为 ０。由于 Ｃ轴的转动
可以改变 ｕ１和 ｕ２之间的夹角，可使得两者之间的夹
角最小，即存在 θＣ２ｐ，有如下条件成立

ｍａｘ（Ｒｏｔ（θＣ２ｐ）ｕ２ｕ１） （３３）

由式（３３）可以进一步计算 θＣ２ｐ，可表示为
θＣ２ｐ＝９０°－φ （３４）

其中 φ＝ａｒｃｔａｎ
ｕｘ１ｕｘ２＋ｕｙ１ｕｙ２
ｕｙ１ｕｘ２－ｕｘ１ｕｙ２

（３５）

式中　φ———与ｕ１和ｕ２有关的角，取为－９０°～９０°
由于式（３３）的 Ｃ轴转动无法改变抛光轮轴线

矢量在 Ｚ方向上的分量，该情况下加工轨迹误差大
于式（３２）所对应的误差。因此，接触点轨迹误差最
小对应的 Ｃ轴角 θＣｏｐ区间表示为

θＣｏｐ∈［θＣ１－｜θＣ２ｐ｜，θＣ１＋｜θＣ２ｐ｜］ （３６）
在实际计算中，可在式（３６）对应的区间中，Ｃ

轴以数控系统旋转轴分辨率 ０００１°为变化量，寻找
满足表 １前提下，符合式（３２）的 ６个联动轴运动
量，从而减小该优化方法的计算量。

４　抛光加工实验

为了验证所提出的加工轨迹误差优化算法有效

性，在六轴联动数控机床（图 １）上进行加工实验。

抛光加工主要是为了降低工件表面粗糙度，抛光轮

与工件为半刚性或者柔性接触，即抛光轮的变形产

生与工件之间的接触压力。因此，当加工轨迹出现

误差时，接触压力同时也出现误差
［１７－１８］

。由于在其

他条件（如加工轨迹等）不变时，工件表面的抛光去

除率由接触压力决定。当加工轨迹误差使得接触压

力出现变化时，导致出现欠抛现象，从而影响工件抛

光后的表面粗糙度和粗糙度均匀一致性
［１９－２０］

。因

此，可以用工件抛光后的表面粗糙度和均匀一致性

衡量加工轨迹误差。测试工件如图４所示。

图 ４　加工工件示意图

Ｆｉｇ．４　Ｄｉａｇｒａｍｏｆｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇｗｏｒｋｐｉｅｃｅ
　
如图４所示，在初始状态时，工件的 Ｘ轴与机

床的 Ｘ轴平行，Ｚ轴与机床的 Ｚ轴平行。由于工件
的表面由曲面组成，且在加工时为了保证抛光轮轴

线与抛光路径的切线相平行，机床需要五轴联动才

能实现加工。为了比较加工轨迹误差，实验采用了

ＸＹＺＡＢ五轴联动和 ＸＹＺＡＢＣ六轴联动分别对工件
进行加工，且抛光路径完全相同，抛光轮转速均为

１０００ｒ／ｍｉｎ，抛光轮中心点沿工件表面的运动速率
均为３０００ｍｍ／ｍｉｎ，抛光轮直径为 ３００ｍｍ，厚度为
２５ｍｍ。因此，这 ２种联动情况下，抛光质量的差别
源于加工轨迹误差。其中，在五轴联动时，Ｃ轴保持
静止，且转角为０°；在六轴联动时，Ｃ轴的运动量由
式（３２）和表１确定。

为了验证优化算法的可行性，选取工件的其中一

段加工轨迹进行详细计算和仿真说明。该轨迹的起始

点处抛光轮中心点坐标为（－６２２６８５３２９２ｍｍ，
１４６７５０３８０６９ｍｍ，２５８７６０５１５５ｍｍ），抛光轮轴线单
位矢量为（０９４４２８１３６，０３２４１３９００，００５７１５４４５）；
结束点处抛光轮中心点坐标（４００５９８５８７３ｍｍ，
１７１３８３６３０１０ｍｍ，３０２１９５５８０４ｍｍ），抛光轮
轴线单位矢量为（０９９９３２７０３，００３６１２３６１，
０００６３６９５７）。

在 ＸＹＺＡＢ五轴联动情况下，起始点处各个联动
轴的 运 动 量 为：（－２６２０５ｍｍ，１０３５６ｍｍ，
－３０５８３ｍｍ，－１８９１３°，－８６５３６°，０°）。
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结束点处各个联动轴运动量为：（－３０１９３ｍｍ，
１７０８６ｍｍ，１３０９ｍｍ，－２０７０°，－８９６３５°，０°）。

在六轴联动情况下，Ｃ轴的运动由式（３３）确
定，起始点处各个联动轴运动量为：（－２６２０５ｍｍ，
１０３５６ｍｍ，－３０５８３ｍｍ，－１８９１３°，－８６５３６°，
０°）。

结束点处各个联动轴运动量为：（－３０２１０ｍｍ，
１６２０２ｍｍ，－１２９２３ｍｍ，－１０４９４°，－８９６３０°，
８４２４°）。

此时，式（３４）对应的 θＣ２ｐ为 １６８７５°，式（３２）得
到的 θＣ２属于式（３６）对应的区间之内，符合实际情
况，同时式（３２）的计算量得到简化。

由各个联动轴在上述两种不同联动方式的运动

量可知，结合式（３３），五轴联动下 ＡＢ轴的变化量之
和大于六轴联动下 ＡＢＣ轴的变化量之和。由表 １
可知，两种联动方式下各联动轴的运动量均处于对

应的行程之内，即均可以实现加工。

根据式（２）、（３），由 Ｍａｔｌａｂ软件分别绘制出在
五轴联动和六轴联动情况下，该段加工轨迹下的抛

光轮中心点实际运动轨迹和抛光轮轴线矢量实际转

动轨迹，分别如图５、６所示。

图 ５　抛光轮中心点运动轨迹

Ｆｉｇ．５　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｐｏｌｉｓｈｗｈｅｅｌｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔ
　

图 ６　抛光轮轴线矢量转动轨迹

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｐｏｌｉｓｈｗｈｅｅｌａｘｉｓｖｅｃｔｏｒ
　

由于图 ５和图 ６均为三维曲线，为了直观表示
在五轴联动和六轴联动情况下抛光轮中心点平动轨

迹误差，根据式（１２），绘制出该误差的变化曲线，如
图７所示。

同样，根据式（１７），绘制出在五轴联动和六轴
联动情况下，抛光轮轴线理论转动轨迹与实际转动

轨迹之间夹角误差的余弦值，如图８所示。
如图 ５、７所示，以抛光轮中心点理论运动轨迹

作为参考，五轴联动下实际运动轨迹的最大误差为

图 ７　抛光轮中心平动轨迹误差

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｒｒｏｒｓｏｆｐｏｌｉｓｈｗｈｅｅｌｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔ
　

图 ８　抛光轮轴线转动轨迹误差

Ｆｉｇ．８　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｅｒｒｏｒｏｆｐｏｌｉｓｈｗｈｅｅｌａｘｉｓｖｅｃｔｏｒ
　
０８６４ｍｍ；六轴联动下实际运动轨迹的最大误差为
０１８９ｍｍ，即误差更小。同样，如图 ６、８所示，以抛
光轮轴线矢量理论转动轨迹作为参考，六轴联动下

抛光轮轴线转动夹角误差明显小于五轴联动情况。

结合式（１８）可知，五轴联动下实际转动轨迹的角度
最大误差为 ００４９７°，对应接触点轨迹误差为
０１３１ｍｍ；六轴联动下实际转动轨迹角度最大误差
为００１３９°，对应接触点轨迹误差为 ００３７ｍｍ，即
误差更小。因此，结合式（２０）可知，机床在六轴联
动下的实际加工轨迹误差比五轴联动下的实际加工

轨迹误差更小。

图４所示的工件其他部分加工同样按照式（３３）产
生机床各个联动轴的运动量，从而实现加工轨迹误

差的优化，其实际加工过程如图９所示。

图 ９　六轴联动数控机床实际加工过程

Ｆｉｇ．９　ＰｏｌｉｓｈｉｎｇｐｒｏｃｅｓｓｏｆｓｉｘａｘｉｓｌｉｎｋａｇｅＣＮＣ

ｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ
　
工件在机床中分别以五轴联动和六轴联动对工

件进行抛光加工，通过白光干涉仪分别测量工件同

一处两种联动模式下的表面抛光效果，结果如图 １０
所示。

图１０ａ为五轴联动的抛光结果，工件的表面粗
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图 １０　两种联动模式的抛光加工结果

Ｆｉｇ．１０　Ｐｏｌｉｓｈｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｗｏｌｉｎｋａｇｅｍｏｄｅｓ
　
糙度为 １３０３５９４ｎｍ；图 １０ｂ为六轴联动的抛光结
　　

果，其表面粗糙度为 ９０９２７０ｎｍ。图 １０ａ的表面粗
糙度更大，且存在多处欠抛现象（黑色条纹），即表

面粗糙度一致性更差。由于两种联动模式下理论加

工轨迹和其他抛光条件均相同，可见，通过对加工轨

迹误差的优化，降低了工件的抛光表面粗糙度，同时

得到了均匀一致性更好的抛光表面。该优化方法可

以应用于实际抛光加工。

５　结论

（１）建立了具有３个平动联动轴和 ３个旋转联
动轴的六轴联动数控机床运动学模型，研究了其冗

余联动特点。

（２）在研究机床加工轨迹误差产生机理的基础
上，提出了以冗余旋转联动轴的运动优化刀具中心

点运动和刀具轴线转动的方法，降低了加工轨迹误

差，提高了抛光加工质量。
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