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基于距离误差的机器人参数辨识模型与冗余性分析
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摘要: 为避免机器人运动学参数辨识过程中,测量坐标系与机器人基坐标系之间繁琐的坐标变换,首先利用关节旋

量的空间几何特性,提出了基于伴随变换的距离误差模型。 其次,针对距离误差模型中可辨识参数的冗余性,通过

辨识雅可比矩阵的零空间分析,确定了可辨识参数的数目与误差测量方式之间的关系。 确定了绕对应关节旋转的

测量方式和相对初始位形的测量方式下可辨识参数的数目。 最后,对 KUKA youBot 机器人的运动学参数辨识进行

了实验研究,实验结果验证了距离误差模型的有效性和参数冗余性分析的正确性。
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Parameter Calibration Model and Redundancy Analysis of
Robot Based on Distance Error
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Abstract: In kinematic calibration of a serial manipulator, to avoid the complex process and determine
the relation between measurement coordinates and robot base coordinates when using pose error, a
distance鄄error model was proposed, which placed its base on the geometric property of joint screw and
error compensation scheme of adjoint transform. Comparing with other distance鄄error models such as DH
model and MDH model, the proposed model can guarantee the geometric constraints on the joint screw to
be naturally satisfied. Furthermore, the physical meanings of the kinematic parameters involved in this
model were explicit. As a result, it was relatively easy to evaluate the influence of each kinematic
parameter on the distance errors. To enhance the robustness of the model, the kinematic parameters
redundancy was studied by investigating the null space of the Jacobian matrix. It was found that the
number of independent parameters was determined by the measurement method used to measure the
distance errors. Specifically, let r be the number of revolute joints, then, the maximum number of the
calibrated parameters was 4r - 2, and the number became 2r and 3r - 1 when measuring the errors by
rotating the corresponding joint and taking the initial configuration as the reference, respectively. In order
to verify the effectiveness of the proposed model and the correctness of the redundancy analysis,
calibration experiments were performed on KUKA youBot with five degrees of freedom. It was found that
the result about calibrated parameters obtained from the theoretic analysis was the same as that of
experiment. Meanwhile, the mean distance error was decreased by 11郾 6 times after calibration than
before calibration. Therefore, the kinematic accuracy of the robot can be greatly improved by the
proposed distance鄄error model.
Key words: robot; kinematic calibration; distance error; adjoint transform; redundant parameter

0摇 引言

机器人运动学误差是指由零件加工误差、装配

误差等造成的机器人关节实际轴线方位和名义方位

之间的差异。 根据误差辨识方式的不同,机器人运

动学参数辨识可分为开环辨识法、闭环辨识法和关



节轴直接测定法[1 - 4]。 其中,开环辨识法基于误差

模型,以多个位形下机器人末端位姿误差为目标函

数,运用优化算法实现机器人参数辨识。 在辨识过

程中,若直接利用末端的绝对位置误差和角度误差,
会涉及位姿误差在测量坐标系和机器人基坐标系之

间的转换,降低了参数辨识的精度[5]。 为避免坐标

系之间的变换,可采用具有坐标系不变性的距离误

差。 文献[6 - 9]分别把距离误差引入到 DH 模型、
MDH 模型、DH / MDH 模型、加法型指数积模型,对
机器人的运动学参数进行了辨识。 为实现有效辨

识,辨识参数须满足完备性、比例性和连续性原

则[10 - 11]。 但是,对于距离误差辨识方法,辨识参数

冗余性方面的研究还相对匮乏[12 - 14]。
本文利用关节旋量的空间几何特性,建立机器

人的伴随变换型距离误差模型,使得辨识后的关节

旋量自动满足物理约束条件。 在此基础上,基于辨

识雅可比矩阵的零空间,分析不同距离误差测量方

式下可辨识参数的冗余性。 最后,通过实验对距离

误差模型的有效性和参数冗余性分析的正确性进行

验证。

1摇 伴随变换型误差模型

1郾 1摇 正运动学模型

对于 n 自由度串联机器人,令 孜̂ i 和 兹i 分别为转

动关节 i 的运动旋量和转动角度,则有

孜̂ i =

(

wi vi
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其中 vi = qiwi

式中摇 O1 伊 3———1 行 3 列零矩阵

(

wi———关节轴线的单位方向矢量 wi 的反对

称矩阵

vi———关节量矩

qi———关节轴线上任一点坐标

对于转动关节,wi 和 vi 须满足物理约束条件

椰wi椰=1
wivi

{ = 0
(2)

基于指数积形式机器人正运动学模型表示为

gst = e 孜̂1兹1e 孜̂2兹2…e 孜̂n兹ngst0 (3)

其中 gst0 =
R p

O1 伊 3
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式中摇 R———末端坐标系相对于基坐标的旋转矩阵

兹i———转动关节 i 的转动角度

p———末端坐标系原点在基坐标系的坐标

gst、gst0———当前位形和初始位形下机器人末

端相对于其基坐标系的位姿矩阵

1郾 2摇 关节旋量的误差补偿

关节运动旋量的名义值 孜n
i 与实际值 孜琢

i 之间的

补偿,存在加法和伴随变换两种方法,即
孜琢
i = 孜n

i + 驻孜 (5)
孜琢
i = Ade浊̂孜n

i (6)
式中摇 驻孜———关节运动旋量实际值和名义值差值

Ade浊̂———旋量 浊̂ 对应的伴随矩阵(图 1)

图 1摇 关节旋量的伴随变换误差补偿

Fig. 1摇 Error compensation of joint screw using
adjoint transform

摇
与加法方法相比,伴随变换方法通过刚体变换

把 孜n
i 和 孜琢

i 联系起来,不仅具有明确的物理意义,而
且保证旋量 孜琢

i 自动满足式(2) [15]。 此时,对关节旋

量的补偿即为确定旋量 浊 = [棕T
浊 vT

浊] T。
由旋量理论可知:浊沂se(3),se(3)为特殊欧氏

群 SE(3)的李代数。 由于 se(3)部分旋量元素构成

的子空间 N(孜n)对伴随变换补偿无效,为剔除误差

模型中的冗余参数,令 浊 可取得有效子空间为

撞(孜n),则有

N(孜n)茌撞(孜n) = se(3) (7)
由刚体运动的物理意义可知,两类运动对关节

旋量 孜n
i 无影响:淤绕 孜n

i 轴线旋转。 于沿 孜n
i 轴线平

移。 因此,无效子空间 N(孜n)可表达为

N(孜n) = {孜n V孜n} SP (8)

其中 V孜n = [(wn) T O1 伊 3] T

式中,下标 SP 表示由给定元素张成的空间。 如用

着n
i 和 字n

i 表示与 wn
i 互相正交的单位基矢量,则由

式(7)可得有效子空间 撞(孜n)为

撞(孜n) =
着n
i 字n

i qn 伊 着n
i qn 伊 字n

i

O3 伊 1 O3 伊 1 着n
i 字{ }n

i SP

(9)

其中 qn = wn
i 伊 vn

i

式中摇 qn———关节轴线上某一点的坐标

在物理意义上,张成 撞(孜n)空间的 4 个基矢量为沿

着n
i 和 字n

i 方向的移动和绕 着n
i 和 字n

i 轴线的转动。 把

式(9)中的 4 个基矢量组成的矩阵记为 B,则关节补

偿旋量 浊 可表示为

浊 = BK (10)
其中 K = [k1 k2 k3 k4] T

确定 K 中的 4 个系数即可实现对关节旋量的补偿。
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1郾 3摇 线性误差模型

为得到线性误差模型,对式(3)线性化可得

((啄gst)g - 1
st )遗 =

移
n

i = 1
Adi - 1((啄e 孜̂i兹i)e 孜̂i兹i)遗 + Adn((啄gst0)g - 1

st0 )遗

(11)

Adi = 仪
i

j = 1
Ade孜̂ j兹j

Ad0 = I6 伊 6 (12)
式(11)等号左侧右乘 g - 1

st 为微分几何中 pull鄄back
操作。 在物理意义上,pull鄄back 操作表示式(11)的
误差模型建立在机器人初始位形上。 展开式(11)
等号右侧的第一项,可得[16]

((啄e 孜̂i兹i)e 孜̂i兹i)遗 =
((啄(e浊̂ie 孜̂ni 兹ie - 浊̂i))(e浊̂ie孜̂ni 兹ie - 浊̂i) - 1)遗 =

(I6 伊 6 - Ade浊̂ie孜̂ni 兹i)((啄e浊̂i)e - 浊̂i)遗 + Ade浊̂i 孜̂n
i 啄兹i =

(I6 伊 6 - Ade浊̂ie孜̂ni 兹i () 乙1
0
Ade浊̂isd )s 啄浊i + Ade浊̂i 孜̂n

i 啄兹i

(13)
其中
摇 摇 摇 乙1

0
Ade浊̂isds = I6 伊 6 +

4 - aisai - 4cai

2a2
i

赘i +

4ai - 5sai - aicai

2a3
i

赘2
i +

2 - aisai - 2cai

2a4
i

赘3
i +

2ai - 3sai + aicai

2a5
i

赘4
i (14)
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sai = sinai 摇 cai = cosai 摇 ai =椰w浊i椰
由于机器人的几何误差很小,所以在辨识过程中

浊i抑O。 此时,由式(14)可得 乙1
0
Ade浊̂isds抑I6 伊 6,同时

Ade浊̂i抑I6 伊 6。 代入式(13),则关节误差模型可简化

为

((啄e 孜̂i兹i)e 孜̂i兹i)遗 = (I6 伊 6 - Ade浊̂ie孜̂ni 兹i)啄浊i + 孜̂n
i 啄兹i

(15)
把式(15)代入式(11),同时对等号右侧的末端

初始位姿项进行与关节旋量相同的分析,可得机器

人线性误差模型

((啄gst)g - 1
st )遗 =

移
n

i = 1
(Adi - 1 - Adi)啄浊i + 移

n

i = 1
Adi - 1孜 i啄兹i + Adn啄浊st

(16)
其中 啄浊i = BiKi 摇 啄浊st = BstKst

由于关节转动角度误差 啄兹i 可用关节旋量误差

表达,因此 啄兹i 和 啄浊i 不能同时通过式(16)进行辨

识[17]。 后续的分析中,把 啄兹i 误差归结于 啄浊i 的误

差中。 为方便表达,把式(16)写成

((啄gst)g - 1
st )遗 = [Q1 … Qn Qst]BK (17)

其中 Qi = Adi - 1 - Adi 摇 Qs = Adn

B =

B1 … O3 伊 3 O3 伊 3

左 左 左
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机器人末端点位置的误差 dq 可表达为

dq = [I3 伊 3 -

(

qn][Q1 … Qn Qst]BK (18)

式中摇
(

qn———末端点的名义坐标

2摇 距离误差模型和参数冗余性分析

2郾 1摇 距离误差模型

距离误差表示机器人运动过程中末端点的实际

运动距离与名义距离之间的偏差。 对任意两个位

形,末端点的距离误差 啄l 与其位置误差之间存在如

下关系[18]

啄l =
(qn

2 - qn
1) T

椰qn
2 - qn

1椰
(dq2 - dq1) (19)

式中摇 qn
1、qn

2———在位形 1 和 2 下末端点名义坐标

把式(19)代入式(18),dq2 - dq1可具体表达为

dq2 - dq1 =

([I3 伊 3 -

(

qn
2][Q

(2)
1 … Q(2)

n Q(2)
st ] -

[I3 伊 3 -

(

qn
1][Q

(1)
1 … Q(1)

n Q(1)
st ])BK =

[I3 伊 3 -

(

qn
2] 寛QBK -

[O3 伊 3

(

qn
2 -

(

qn
1][Q

(1)
1 … Q(1)

n Q(1)
st ]BK

其中

寛Q = [Q(2)
1 -Q(1)

1 … Q(2)
n -Q(1)

n Q(2)
st -Q(1)

st ]

(20)

由于(qn
2 - qn

1) T(

(

qn
2 -

(

qn
1) = O1 伊 3,所以 dq2 - dq1

中的最后一项对距离误差无影响,即

啄l =
(qn

2 - qn
1) T

椰qn
2 - qn

1椰
[I3 伊 3 -

(

qn
2] 寛QBK (21)

若 r 为机器人转动关节的个数,通过对雅可比

矩阵奇异性的分析,文献[19]已确定位姿误差模型

式(17)可辨识 4r + 6 个参数,位置误差模型式(18)
可辨识 4r + 3 个参数。 本文将确定采用距离误差时

可辨识参数的数目。
2郾 2摇 可辨识参数冗余性分析

可辨识参数的冗余性是指辨识参数之间存在线

性相关性,摇使得辨识雅可比矩阵奇异,降低参数辨

473 农摇 业摇 机摇 械摇 学摇 报摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 2 0 1 8 年



识的精度。 为避免该问题,可通过参数的冗余性分

析,在误差模型中预先剔除线性相关的参数。
(1)初始位置参数 Kst的可辨识性

由式(17)可得

Q(2)
i -Q(1)

i = Ad(2)
i - 1 - Ad(2)

i - Ad(1)
i - 1 + Ad(1)

i

Q(2)
st -Q(1)

st = Ad(2)
n - Ad(1){

n

(22)
显然
摇 摇 摇 摇 移

n

i = 1
Q(2)

i -Q(1)
i =

Ad(1)
n - A啄(2)

n + Ad(2)
0 - Ad(1)

0 = - (Q(2)
st -Q(1)

st )
此时,初始位置参数的雅可比矩阵为关节旋量雅可

比矩阵的线性组合。 因此,在距离误差模型中,Kst

不可与关节旋量同时辨识。
(2)关节旋量参数 Ki 的可辨识性

为分析 Ki 可辨识性,考虑 3 种不同的距离误差

测量方式。
淤采用绕对应关节轴线旋转的末端距离误差测

量方式,机器人运动到如下位形

兹(1) = [0 … 兹(1)
i … 0] 1 伊 n

兹(2) = [0 … 兹(2)
i … 0] 1 伊 n

兹(1)
i 屹兹(2)

i 屹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

(23)

此时,式(21)中雅可比矩阵的元素为

Q(2)
i -Q(1)

i = Ad(1)
i - Ad(2)

i

Q(2)
m -Q(1)

m =O6 伊 6 摇 (m屹i{ )
(24)

显然,通过对(qn
2 - qn

1) T [ I3 伊 3 -

(

qn
2 ] (Q(2)

i - Q(1)
i )

零空间的分析,可确定参数 Ki 的可辨识性。 由于

(qn
2 - qn

1) T[I3 伊 3 -

(

qn
2](Q

(2)
i - Q(1)

i )为 1 伊 6 维的

非零向量,因此其零空间的维数为 5。
根据 1郾 2 节所述,无效子空间 N(孜n)的基向量

可作为待求零空间的两个基向量。 为确定其余 3 个

基向量,考虑式(10)中 B 的张成基,可以看到零空

间的基矢量 灼 为

灼 = [uT
1 uT

2]
T

其中 u1彝wn
i 和 u2彝wn

i 需至少满足一个。 此时,展

开(qn
2 - qn

1) T[I3 伊 3 -

(

qn
2](Q

(2)
i -Q(1)

i )灼 可得

(qn
2 - qn

1) T(R(1) - R(2))u1 =

(qn
2 - qn

1)T[

(

p(1)R(1) -

(

p(2)R(2) +

(

qn
2(R(1) -P(2))]u2 =

(qn
2 - qn

1) T[(

(

qn
2 -

(

qn)(R(1) - R(2)) +

(R(1) - R(2))

(

qn]u2 (25)

式中摇

(

qn———关节轴线上的任一点坐标

(

p———伴随变换矩阵的相关项

为简化后续的分析过程,后续中的

(

qn 选择为关

节轴线与末端点运动平面的交点,从而(
(

qn
2 -

(

qn)彝
wn

i 。 根据

(R(1) - R(2))x = 2sin((兹(1)
i - 兹(2)

i ) / 2)·

e

(

w(兹(1)i + 兹(2)i - 仔) / 2(I6 伊 6 - wn
i (wn

i ) T)x (26)
由于(I6 伊 6 - wn

i (wn
i ) T)为向 wn

i 正交平面的投影算

子,因此对任意非零向量 x,(R(1) - R(2) ) x 都是与

wn
i 正交的,则有

(qn
2 - qn

1) T(
(

qn
2 -

(

qn)(R(1) - R(2))u2 = 0
式(25)可简化为

(qn
2 - qn

1) T(R(1) - R(2))u1 =

(qn
2 - qn

1) T(R(1) - R(2))

(

qnu2 (27)
显然地,零空间的两个基向量可选择为

姿1 = [(

(

qn字n
i ) T (字n

i ) T] T

姿2 = [(

(

qn着n
i ) T (着n

i ) T] T

因此,该种测量方式下,绕 字n
i 方向或 着n

i 方向的

转动对距离误差没有影响。

为确定(qn
2 - qn

1) T[I3 伊 3 -

(

qn
2](Q

(2)
i - Q(1)

i )零

空间的第 5 个基向量,取 u2 = O3 伊 1,则式(25)可写

为

(qn
2 - qn

1) T(R(1) - R(2))u1 = 0 (28)
考虑到(qn

2 - qn
1 )和(R(1) - R(2) ) u1 都是与 wn

i

正交的,可得到 u1 = 灼,且

灼 = e

(

wni (仔 - 兹(1)i - 兹(2)i ) / 2[I6 伊 6 摇 - wn
i (wn

i )]

(

wn
i (qn

2 - qn
1)

由于向量 { [灼T O1 伊 3]
T }、 { 孜n

i V孜n } 和 {姿1,
姿2}之间是相互独立的,因此它们构成了待求零空

间的 5 个基向量。
按式(23)所示的方式对机器人末端点距离误

差进行两次以上测量,由于{[灼T O1 伊 3]
T}是随 兹(1)

i

和 兹(2)
i 变化的,因此如用这些测量数据进行参数辨

识, 则 构 成 的 雅 可 比 矩 阵 的 零 空 间 为

{姿1 姿2 孜n
i V孜n} SP,即每个关节只有沿 字n

i 和 着n
i

移动的两个参数是可辨识的。 由于关节 1 只存在这

一种测量方式,所以只可辨识 2 个参数。 该种测量

方法广泛用于圆点分析法 ( Circle point analysis,
CPA)对机器人关节轴线的标定,可辨识参数的数目

为 2r。
于为辨识与 姿1 和 姿2 相关的参数,对 i逸2 关

节,考虑第 2 种测量方式,即相对于初始位形测量距

离误差

兹(1) =O
兹(2) = [0 … 兹(2)

i - 1 兹(2)
i … 0] 1 伊 n

兹(2)
i - 1屹兹(2)

i 屹

ì

î

í

ï
ï

ïï 0

(29)

573第 11 期摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 摇 申景金 等: 基于距离误差的机器人参数辨识模型与冗余性分析



式(21)中的雅可比矩阵有

Q(2)
i -Q(1)

i = Ad(2)
i - 1 - Ad(2)

i (30)
为分析{姿1,姿2}是否位于该种测量的零空间,

首先对 姿1 进行分析。
(Q(2)

i -Q(1)
i )姿1 =

Ade孜̂ni - 1兹i - 1(I6 伊 6 - Ade

(

孜ni 兹i)[(

(

qn字n
i ) T (字n

i ) T] T =

Ade

(

孜ni - 1兹i - 1[(

(

qn 寛字n
i ) T ( 寛字n

i ) T] T =

[( 寛

(

qnR1 寛字n
i ) T 摇 (R1 寛字n

i ) T] T (31)

式中摇 寛qn———末端测量点绕 i 关节的旋转面与 i 关
节轴线的交点

式(31)的推导考虑了两个共面转动旋量之和 寛字n
i 与

它们共面,并经过了两旋量的交点[20],可得 寛字n
i =

( 寛字n
i - Ri 寛字n

i )彝wn
i 。 把式(31)代入式(21)有

(qn
2 - qn

1)T

椰qn
2 - qn

1椰
[I3 伊3 -

(

qn
2][( 寛

(

qnR1字n
i )T摇 (R1字n

i )T]T =

(qn
2 - qn

1) T

椰qn
2 - qn

1椰
( 寛

(

qn -

(

qn
2)R1 寛字n

i =

(qn
2 - qn

1) T

椰qn
2 - qn

1椰
籽椰寛字n

i 椰R1wn
i (32)

其中 籽 =椰寛qn - qn
2椰

式中摇 籽———qn
2 到第 i 关节轴线的距离

由于第 i - 1 关节旋转了 兹(2)
i - 1,使得(qn

2 - qn
1)与

R1wi 不正交,所以式(32)的值不为零,姿1不为所求

零空间的元素。 同理,可推出 姿2 同样不为零空间的

元素。 但是,姿1 和 姿2 的线性组合可能使得式(32)

为零。 由于 着n
i = Ri(仔 / 2)字n

i ,可得 寛着n
i = Ri(仔 / 2) 寛字n

i ,

所以椰 寛着n
i 椰 = 椰 寛字n

i 椰。 根据式 (32),可看出除

N(孜n)的基向量外,存在的另一个基向量 资 为

资 = [(

(

qn字n
i ) T 摇 (字n

i ) T] T - [(

(

qn着n
i ) T 摇 (着n

i ) T] T

(33)
由于 资 是不随 兹(2)

i - 1或 兹(2)
i 变化的,因此与 资 相

对应的参数是不可辨识的,即绕 字n
i 或 着n

i 的转动只

能选择一个。 与第 1 种测量方式相比,不难得出如

只采用该种测量方式,可辨识参数的数目为 3r - 1。
盂为辨识与 资 相关的参数,考虑第 3 种测量方

式,即
兹(1) = [0 … 兹(1)

i - 1 兹i … 0] 1 伊 n

兹(2) = [0 … 兹(2)
i - 1 兹i … 0] 1 伊 n

兹(1)
i - 1屹兹(2)

i - 1屹0,兹i屹

ì

î

í

ï
ï

ï
ï 0

(34)

该测量方式下,(qn
2 - qn

1)与 wn
i - 1正交。 采用第

2 种测量方式中相同的方法,可推导出

(qn
2 - qn

1) T

椰qn
2 - qn

1椰
[I3 伊 3 -

(

qn
2](Q

(2)
i -Q(1)

i )资 =

(qn
2 - qn

1) T

椰qn
2 - qn

1椰
籽椰寛w资椰(R(2)

i - 1 - R(1)
i - 1)wn

i (35)

根据式(25)可知,(R(2)
i - 1 - R(1)

i - 1 )wn
i 总是与 wn

i

正交,因此(R(2)
i - 1 - R(1)

i - 1)wn
i 和(qn

2 - qn
1 )位于 wn

i 的

正交平面内。 总可以找到 兹(1)
i - 1和 兹(2)

i - 1使得式(35)不
为零,此时与 k 相关的参数即可被辨识。 综上所述,
距离误差模型的可辨识参数数目为 4r - 2。 上述分

析过程给出了通过 4r - 2 次测量来辨识 4r - 2 个参

数的一种策略:所有关节以第 1 种测量方式进行两

次测量,除关节 1 外的其余关节再分别以第 2 种和

第 3 种测量方式进行一次测量。

3摇 实验验证

为验证所建立的距离误差模型的有效性和辨识

参数冗余性分析的正确性,利用三维扫描仪和 5 自

由度 KUKA youBot 机器人搭建实验平台(图 2)。 通

过点云处理和数据分析后,扫描仪的对齐误差精度

小于 0郾 02 mm,远高于 KUKA youBot 运动精度,满足

机器人标定的要求。 另外,通过误差统计分析,确定

了忽略高阶误差项的线性模型可实现对 KUKA
youBot 机器人运动学参数的有效辨识[21]。

图 2摇 机器人标定实验平台

Fig. 2摇 Experiment platform of robot calibration
1. KUKA youBot 机器人 摇 2. 天远三维扫描仪 摇 3. 控制器 摇
4. 计算机点云处理及配套软件

摇
为验证辨识参数冗余性分析的正确性,分别采

用第 1 种测量方式和第 2 种测量方式生成 20 个机

器人运动位形。 在第 1 种测量方式的每次测量过程

中,只有一个驱动关节,其余关节为锁定状态。 在随

机生成驱动关节对应于参考位形和驱动位形的角度

后,通过测量机器人末端从参考位形运动到驱动位

形的相对位移,来完成一次测量。 从基关节开始,全
部关节依次被设定为驱动关节。 对每一个驱动关

节,分别测量 4 组不同位形下的机器人末端运动位

移。 在第 2 种测量方式的每次测量过程中,两个相
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邻的关节为驱动关节,其余关节为锁定状态。 与第

1 种测量方式的参考位形可变不同,第 2 种测量方

式的参考位形保持为机器人的初始位形。 对 4 组不

同的驱动关节,分别测量5 组不同位形下的末端位移。
将测量数据和不同位形的关节角代入式(21),即可确

定机器人的距离误差模型。 通过对误差模型中雅可

比矩阵的特征值分析,发现在 2 种测量方式下,雅可

比矩阵的秩分别为 10 和 14,这与冗余性分析结果

相一致。
在实际辨识时,为得到较好的辨识效果,一般随

机产生大量的机器人运动位形,从中选择所构成的

雅可比矩阵中特征值较大的行所对应的位形,作为

辨识位形。 本文实验过程中,在随机生成的 100 个

不同运动位形中,选择了 32 个特征值较大的位形用

于机器人的运动学参数辨识。 此时,把实验数据代

入式(19),通过辨识雅可比矩阵的奇异值分解,发
现可辨识参数的个数为 18,验证了距离误差模型所

摇 摇

辨识参数最多为 4r - 2。
基于距离误差模型和实验数据,采用最小二乘

法对机器人运动学参数进行迭代求解。 图 3 给出了

测量位形上距离误差最大值、平均值和迭代步数之

间的关系。 经过 3 次迭代之后,机器人参数收敛到

稳定值(表 1)。 图 4 给出了 3 次迭代过程中,32 个

测量位形上的距离误差的变化曲线。 所测量位形的

距离误差最大值由 6郾 226 mm 降低到 0郾 718 8 mm,精
度提高了 8郾 7 倍,距离误差平均值从 2郾 978 mm 降低

到 0郾 257 6 mm,精度提高了 11郾 6 倍。

图 3摇 距离误差与迭代次数之间的关系

Fig. 3摇 Relationship between distance errors and iterations
摇

表 1摇 关节旋量的名义值 孜n 和辨识值 孜a

Tab. 1摇 Nominal value 孜n and identified value 孜a of joint screws

孜n
1 孜n

2 孜n
3 孜n

4 孜n
5 孜a

1 孜a
2 孜a

3 孜a
4 孜a

5

0 - 161 - 316 - 451 0 - 0郾 807 - 155郾 400 - 309郾 840 - 446郾 370 0
167 0 0 0 198 170郾 290 - 15郾 705 1郾 050 3郾 910 197郾 960 0
0 200 200 200 0 - 2郾 448 200郾 060 201郾 300 198郾 090 - 0郾 093 0
0 0 0 0 0 0郾 004 0郾 138 0郾 134 0郾 141 0
0 1 1 1 0 - 0郾 014 0郾 989 0郾 990 0郾 989 - 0郾 000 4
- 1 0 0 0 - 1 - 0郾 999 0郾 029 0郾 029 0郾 029 - 1

图 4摇 不同位形上的距离误差变化

Fig. 4摇 Variations of distance errors with respect to
different configurations

4摇 结论

(1)为实现机器人运动学参数辨识,建立了基

摇 摇

于关节旋量伴随变换的距离误差模型,提出了一

种误差测量策略,并通过实验验证了该模型的有

效性。
(2)确定了距离误差模型的可辨识测量方式之

间的关系,可辨识参数的最大数目为 4r - 2;绕对应

关节转动的测量方式为 2r;相对于初始位形的参数

与误差测量方式为 3r - 1。
(3)所采用的辨识雅可比矩阵零空间分析方

法,可为其他误差模型中参数相关性分析提供参

考。
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