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基于几何代数的并联机构自由度自动化分析
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摘要：基于 Ｒ（３，３）几何代数，提出一种符号描述并联机构自由度的自动化算法。首先根据螺旋副之间的几何关

系，利用 Ｒ（３，３）几何代数能符号描述刚体运动的优势，自动求解并联机构各支链螺旋系；然后利用 Ｒ（３，３）几何代

数能符号表示集合交集和并集的优势，自动求解动平台运动空间，该运动空间为所求并联机构自由度的符号表示

式；最后基于 Ｃ＋＋软件平台对这种并联机构自由度自动化求解算法进行验证。使用 Ｒ（３，３）几何代数不仅能通

过刚体运算法则得到支链螺旋系的符号表达，同时可以直接求解动平台运动空间，省去一般螺旋理论求互易螺旋

需求解线性方程的过程，算法简洁，可以得到并联机构自由度的符号表达式，从而实现自动化分析。
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０　引言

机构自由度是指机构具有确定运动时所必须给

定的独立运动参数的数目
［１］
。自由度分析是机构

应用的前提和基础。然而，并联机构作为闭环运动

链，一般机构自由度计算采用的 Ｇ Ｋ公式很难得



以正确应用。黄真等
［２－３］

提出的基于约束螺旋理论

的自由度分析方法和修正 Ｇ Ｋ公式是目前最通用
也是最有效的并联机构自由度分析方法，能解决几

乎所有并联机构的自由度问题，包括复杂过约束机

构，如 Ｂｅｎｎｅｔｔ机构等［４］
。但是基于约束螺旋理论

的自由度分析方法在求互易螺旋时需要求解线性方

程组，虽然数值求解简单，却很难得到符号或解析表

达式。文献［５－６］基于几何代数提出了一种新的
自由度分析方法，得到了并联机构自由度的符号表

达式。螺旋理论中互易螺旋的求解，几何代数中可

以通过对偶的符号表达式来实现，该过程不需要求

解线性方程，只涉及几何代数框架下的加法和乘法。

不仅如此，由于并联机构动平台的运动空间是各支

链运动空间的交集，然而集合并没有交集运算法则，

因此基于螺旋理论的自由度分析方法需要首先求解

互易螺旋，即支链集合的补集，再通过对补集求并集

的运算法则，间接得到动平台运动表达式。但是在

几何代数框架下，集合的交集和并集均有直接的运

算法则，即交集运算可以通过内积运算法则实现，而

并集运算可以通过外积运算法则实现
［７］
。因此基

于几何代数的自由度分析方法能通过对支链运动直

接求内积得到并联机构自由度，不需要通过求解补

集，即约束螺旋间接得到动平台运动空间，减少自由

度求解步骤，使运算更简洁。

但是，无论是基于螺旋理论还是几何代数的并

联机构自由度分析方法主要是基于手工求解，难以

满足快速分析成千上万机构自由度的需求。机构的

构型创新是机械装备原始性创新的重要内容，构型

综合是构型创新的有效手段
［８－９］

。随着计算机技术

的发展，建立基于计算机技术的数字化构型综合理

论，进而实现机构概念创新设计的自动化、可视化、

网络化和智能化是机构学研究的趋势。而并联机构

自由度数字化、程序化、自动化分析是并联机构数字

化结构综合的基础。曹文熬
［１０］
基于螺旋理论提出

了一种空间并联机构自由度自动化分析算法，并成

功应用于数字化结构综合中。该方法通过螺旋之间

的垂直、平行等几何关系，在已知支链第一个运动螺

旋的情况下，自动求解支链的所有螺旋，从而实现并

联机构自由度自动化分析。文献［５－６］基于几何
代数的自由度分析方法也可利用类似过程，得到自

动化分析算法。但是这些方法都无法得到符号表达

式，因为通过几何关系如垂直、平行等求解相邻螺旋

仍然是一个线性方程求解过程。事实上，任意一个

螺旋都可通过另一螺旋的旋转和平移运动得到，而

几何代数的另一优势就是能符号描述几何元素的刚

体运动。但是，文献［５－６］所用的 Ｒ（６，０）几何代

数空间，由于不是零向量空间，因而没有平移变换的

符号表达式
［７］
，从而无法用符号描述运动螺旋间的

几何关系，进而无法通过符号表达式实现并联机构

自由度的自动化分析。

Ｒ（３，３）几何代数空间［１１－１２］
与 Ｒ（６，０）几何代

数空间同为六维几何代数空间。Ｒ（３，３）不仅具有
Ｒ（６，０）的优势，还存在螺旋的符号表达式，从而可
实现符号描述并联机构自由度，同时还能够符号描

述平移和旋转运动。本文基于 Ｒ（３，３）几何代数空
间提出一种并联机构自由度自动化分析算法。

１　Ｒ（３，３）几何代数

１１　几何代数

几何代数又称为 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ代数，由 ＣＬＩＦＦＯＲＤ［１３］

在１８７６年首次提出，随后 ＨＥＳＴＥＮＥＳ［１４］将 Ｃｌｉｆｆｏｒｄ
代数进行几何意义上的解释，使之更加完善。几何

代数是一种完全不同于传统代数的计算框架，已被

广泛应用到机器视觉
［１５－１６］

、计算机图形学
［１７］
和机

器人学
［１８］
等领域。

ｎ维几何代数空间表示该空间由 ｎ个正交基
ｅ１，ｅ２，…，ｅｎ组成。然而与欧几里得空间不同的是，
几何代数空间中基的长度可以为正，可以为负，也可

以为零。一般为

ｅ２ｉ＝±１，０　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

如果一个 ｎ维几何代数空间，有 ｐ个基为 ｅ２ｉ＝

１，ｑ个基为 ｅ２ｉ＝－１，ｒ个基为 ｅ
２
ｉ＝０，则用符号 Ｒ（ｐ，

ｑ，ｒ）描述该几何代数空间。例如 Ｒ（３，３）表示 ６维
几何代数空间，其中 ３个基的长度为 １，３个基的长
度为 －１，没有长度为０的基。由不同基坐标构成的
几何代数空间即使维度相同，也存在不同的几何元

素和刚体运动符号表达式。

几何积是几何代数特有的乘积运算符。向量 ａ
和向量 ｂ的几何积定义为

ａｂ＝ａ·ｂ＋ａ∧ｂ
其中 ａ·ｂ表示向量 ａ和向量 ｂ的内积，ａ∧ｂ表示向
量 ａ和向量 ｂ的外积。关于内积和外积，有以下运
算法则

ｅｉｅｉ＝±１，０　ｅｉ∧ｅｉ＝０
ｅｉｅｊ＝０　ｅｉ∧ｅｊ＝－ｅｊ∧ｅｉ　（ｉ≠ｊ）

同时，在几何代数空间中，向量 ａ的长度可以用
内积描述为

‖ａ‖２＝ａａ （１）
通常，用 ｅｉｊｋ简化表示 ｅｉ∧ｅｊ∧ｅｋ。由 ｎ个单位基

组成的伪标量定义为

Ｉ＝ｅ１∧ｅ２∧…∧ｅｎ＝ｅ１２…ｎ
向量 Ａ的对偶为 Ａ的正交补，定义为
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Ｄ＝ＡＩ－１

其中 Ｉ－１＝ｅｎ…２１
式中　Ｉ－１———伪标量 Ｉ的逆

更多关于几何代数的定义和定理见文献［１９］。
１２　Ｒ（６，０）几何代数空间

文献［５－６］基于 Ｒ（６，０）几何代数空间提出了
一种新的并联机构自由度分析算法。Ｒ（６，０）是一
个六维几何代数空间。设 ｅ１、ｅ２、ｅ３、ｅ４、ｅ５和 ｅ６是 Ｒ

６

的一组单位正交基，其中

ｅ２１＝ｅ
２
２＝ｅ

２
３＝ｅ

２
４＝ｅ

２
５＝ｅ

２
６＝１

ｅｉｅｊ＝－ｅｊｅｉ　（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，３，４，５，６）
则螺旋理论中的螺旋

＄＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３；ｂ１，ｂ２，ｂ３）
在 Ｒ（６，０）几何代数空间中可写成
ｌ＝ｖ１ｅ１＋ｖ２ｅ２＋ｖ３ｅ３＋ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６

由式（１）可知，ｌ的长度为
‖ｌ‖２＝ｌｌ＝ｖ２１＋ｖ

２
２＋ｖ

２
３＋ｂ

２
１＋ｂ

２
２＋ｂ

２
３

在几何代数中，无论是旋转算子还是平移算子，

都具有保长性，即向量经过平移或旋转后，自身长度

保持不变。然而在 Ｒ（６，０）几何代数空间中，若 ｔ为
平移向量，则

‖ｌ＋ｔ‖２＝（ｌ＋ｔ）（ｌ＋ｔ）＝
‖ｌ‖２＋‖ｔ‖２＋２ｌｔ≠‖ｌ‖２

因此，Ｒ（６，０）几何代数空间中没有平移算子。
同时，几何代数空间中向量具有平移算子的前提是

该向量的长度为零，称为零向量
［７］
。例如，共形几

何存在平移算子是由于共形几何中的向量是零向

量，即

‖ｐ‖２＝ ｖ＋ｖ
２

２
ｅ∞ ＋ｅ０

２

＝ｖ２＋ｖ２（ｅ∞ｅ０）＝

ｖ２－ｖ２＝０
因而，为了将平移算子和旋转算子应用于螺旋，

从而实现并联机构自由度自动化分析的符号描述，

需要寻找一个新的空间，该空间需要既能符号描述

螺旋，还能符号描述对螺旋进行平移和旋转的刚体

变换。

１３　Ｒ（３，３）几何代数空间

Ｒ（３，３）几何代数空间［１１－１２］
是一种六维几何代

数空间，能够描述空间运动的 ６个独立坐标。在
Ｒ（３，３）几何代数中，设 １、２、３、１、２和 ３是 Ｒ

６

的一组单位正交基，其中

２１＝
２
２＝

２
３＝１

２１＝
２
２＝

２
３＝－１

ｉｊ＝－ｊｉ　（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，３）
ｉｊ＝－ｊｉ　（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，３）
ｉｊ＝－ｊｉ　（ｉ≠ｊ；ｉ，ｊ＝１，２，３）

但是这一组正交基向量主要用于计算，不用于几何

元素的描述。为了描述螺旋，定义以下一组基向量，

称为 Ｗｉｔｔ基［２０］
。令

ｅ１＝
槡２（１＋１）

２
　ｅ４＝

槡２（１－１）
２

ｅ２＝
槡２（２＋２）

２
　ｅ５＝

槡２（２－２）
２

ｅ３＝
槡２（３＋３）

２
　ｅ６＝

槡２（３－３）
２

计算可知，该组基向量为零向量，因为

ｅ２１＝ｅ
２
２＝ｅ

２
３＝ｅ

２
４＝ｅ

２
５＝ｅ

２
６＝０

同时该组基向量并不是两两正交，其中

ｅ１ｅ４＝ｅ２ｅ５＝ｅ３ｅ６＝－１
那么，螺旋理论中的螺旋

＄＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３；ｂ１，ｂ２，ｂ３）
在 Ｒ（３，３）几何代数空间中可写成
ｌ＝ｖ１ｅ１＋ｖ２ｅ２＋ｖ３ｅ３＋ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６

这里，ｌ也为零向量。
Ｒ（３，３）几何代数空间不仅能符号描述螺旋，还

能符号描述刚体运动。单位矢量为 ｔ＝（ｔ１，ｔ２，ｔ３），
平移距离为 ａ的平移算子在 Ｒ（３，３）几何代数空
间为

Ｔ＝１－１
２
ａｔ＝

１－１
２
ａ（ｔ１ｅ５６＋ｔ２ｅ６４＋ｔ３ｅ４５） （２）

旋转描述较之于平移描述略微复杂。绕过原点 ｕ＝
（ｕ１，ｕ２，ｕ３）轴，旋转角度为 θ的旋转算子在 Ｒ（３，３）
几何代数空间为

Ｒ＝１＋ｓｉｎθＢ＋（１－ｃｏｓθ）Ｂ２ （３）

其中　Ｂ＝ｕ１Ｂｘ＋ｕ２Ｂｙ＋ｕ３Ｂｚ　　Ｂｘ＝
１
２
（ｅ２６－ｅ３５）

Ｂｙ＝
１
２
（ｅ３４－ｅ１６）　　Ｂｚ＝

１
２
（ｅ１５－ｅ２４）

对于 Ｒ（３，３）模型中的任意螺旋，其刚体运动
都可描述成

Ｑ′＝∏
ｎ

ｉ＝１
ＭｉＱ∏

ｎ

ｉ＝１

槇Ｍｎ－ｉ＋１ （４）

其中 Ｍｉ为平移或旋转算子，槇Ｍｉ为 Ｍｉ的逆
［７］
。特别

的，绕过任意点 ｐ＝（ｐ１，ｐ２，ｐ３）、方向矢量为 ｕ＝
（ｕ１，ｕ２，ｕ３）的轴旋转 θ的旋转算子的 Ｒ（３，３）形式
可写成

Ｍ＝Ｔｐ 槇ＲＴｐ （５）

其中　Ｔｐ＝１－
１
２
ａ（ｐ１ｅ５６＋ｐ２ｅ６４＋ｐ３ｅ４５）

不仅如此，若螺旋ｌｉ＋１为螺旋ｌｉ绕ｕ轴旋转θ后
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沿 ｔ轴平移 ａ所得螺旋，则 Ｒ（３，３）形式可写成

ｌｉ＋１＝ＴＲｌｉ槇槇ＲＴ （６）
因此，任意一个螺旋都可通过另一螺旋的刚体

变换得到。例如螺旋 ｌ２＝ｅ２＋２ｅ４＋ｅ６可以由螺旋
ｌ１＝ｅ１＋ｅ６沿 ｚ轴旋转９０°后再沿 ｚ轴平移 ２个单位
得到，即

ｌ２＝Ｔ（１＋Ｂｚ）（ｅ１＋ｅ６）（１－Ｂｚ）槇Ｔ＝
（１－ｅ４５）（ｅ２＋ｅ６）（１＋ｅ４５）＝ｅ２＋２ｅ４＋ｅ６
基于螺旋之间刚体运动符号表达式，可以实现

并联机构在已知分支第一个运动副螺旋的情况下，

自动求解该分支所有螺旋系，进而实现并联机构自

由度的自动化分析算法。

２　基于几何代数的支链运动空间自动求解

２１　构型描述
为实现并联机构自由度自动化分析，首先需要

建立便于计算机程序识别的字符串构型描述，这一

字符串描述包含机构自由度分析所需的所有必要信

息。螺旋的相关性能通过初等变换的方式来判定，

但从几何角度判定更加简洁
［２１］
。基于几何关系的

并联机构字符串描述更加直接。使用文献［１０］中的
字符串定义方法。表１为相邻轴线之间的６种几何
关系以及符号描述，其中垂直为两螺旋异面情况，正

交为两螺旋共面情况。

表 １　相邻轴线几何关系的描述

Ｔａｂ．１　Ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓ

ｂｅｔｗｅｅｎａｄｊａｃｅｎｔａｘｅｓ

几何关系 平行 垂直 正交 相交 异面 共线

描述 Ｒ／Ｒ Ｒ⊥Ｒ Ｒ＋Ｒ Ｒ∧Ｒ Ｒ！Ｒ Ｒ｜Ｒ

　　机构中常见的单自由度运动副为转动副（Ｒ）和
移动副（Ｐ）。复合副如球副（Ｓ）、虎克铰（Ｕ）和圆柱
副（Ｃ）都能看作是单自由度运动副的组合。一般
地，将分支看作只由单自由度运动副组成，并将单自

由度运动副从静平台到动平台依次编号为 １，２，…，
ｔ。若一个移动副和一个转动副正交，那么字符串根
据表１可描述为 Ｐ＋Ｒ。球铰（Ｓ）可描述为 Ｒ＋Ｒ
Ｒ，其中表示正交于前两个轴线所成平面。并联
机构３ ＲＰＳ有 ３个相同的 ＲＰＳ分支运动链，其中
Ｒ与定平台相连接；Ｐ为驱动关节，与 Ｒ正交；Ｓ与
动平台相连接。因此每个分支运动链的计算机构型

字符串可以描述为 Ｒ＋Ｐ｜Ｒ＋ＲＲ。
通过几何关系分析可知，任意轴线都可由另一

已知轴线通过平移和旋转的刚体变换得到。例如若

一个螺旋平行于另一个螺旋，那么该螺旋可以由另

一个螺旋平移得到。利用 Ｒ（３，３）几何代数空间不

仅能符号描述螺旋，还能符号描述螺旋的刚体运动

的优势，基于螺旋间的几何关系，建立由已知螺旋求

解未知螺旋的符号表达式，可以实现并联机构在已

知分支第一个运动副螺旋的情况下，自动求解该分

支所有螺旋系，进而实现并联机构自由度的自动化

算法。

２２　分支螺旋系自动求解算法
不失一般性，假定第 ｉ个运动轴线在 Ｒ（３，３）几

何代数空间中的表达式为

ｌｉ＝ｕ１ｅ１＋ｕ２ｅ２＋ｕ３ｅ３＋ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６
那么该运动轴线的方向矢量为 ｕ＝（ｕ１，ｕ２，ｕ３）。令

ｕ⊥ ＝ｖ＝（ｖ１，ｖ２，ｖ３），由于 ｖｕ＝０，ｖ
２＝１，因此垂直矢

量 ｖ有一个自由度。根据不同的几何关系，可写出
第 ｉ＋１个运动轴线的符号表达式 ｌｉ＋１。第 ｉ＋１个
运动副与第 ｉ运动副有如下关系：

（１）共轴，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ沿 ｕ轴平移 ａ的刚体
变换后所得。

（２）平行，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ沿 ｔ＝（ｔ１，ｔ２，ｔ３）轴平
移 ａ的刚体变换后所得。

（３）正交，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ绕过交点 ｐ＝（ｐ１，ｐ２，
ｐ３）、方向为 ｖ⊥的轴旋转９０°的刚体变换后所得。

（４）相交，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ绕过交点 ｐ＝（ｐ１，ｐ２，
ｐ３）、方向为 ｗ＝（ｗ１，ｗ２，ｗ３）的轴旋转 θ的刚体变换
后所得。

（５）垂直，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ绕过垂足 ｐ＝（ｐ１，ｐ２，
ｐ３）、方向为 ｖ⊥的轴旋转９０°，然后沿 ｖ⊥平移 ａ的刚
体变换后所得。

（６）异面，则 ｌｉ＋１相当于 ｌｉ方向为 ｗ＝（ｗ１，ｗ２，
ｗ３）的轴旋转 θ，然后沿 ｔ＝（ｔ１，ｔ２，ｔ３）平移 ａ的刚体
变换后所得。

利用１３节中 Ｒ（３，３）几何代数空间的刚体运
动符号描述，得到根据已知螺旋求解未知螺旋的符

号表达式，见表２。

表 ２　未知螺旋求解符号表达式

Ｔａｂ．２　Ｓｙｍｂｏｌｉｃｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｓｏｆｕｎｋｎｏｗｎｔｗｉｓｔｓ

几何关系 符号表达式

共轴（｜） ｌｉ＋１＝Ｔ‖ｌｉ槇Ｔ‖
平行（／） ｌｉ＋１＝Ｔｌｉ槇Ｔ
正交（＋） ｌｉ＋１＝ＴｐＲ⊥ 槇ＴｐｌｉＴｐ槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ
相交（∧） ｌｉ＋１＝Ｔｐ 槇ＲＴｐｌｉＴｐ槇槇ＲＴｐ
垂直（⊥） ｌｉ＋１＝Ｔ⊥ＴｐＲ⊥ 槇ＴｐｌｉＴｐ槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ槇Ｔ⊥
异面（！） ｌｉ＋１＝ＴＲｌｉ槇槇ＲＴ

表中 Ｔ＝１－１
２
ａ（ｔ１ｅ５６＋ｔ２ｅ６４＋ｔ３ｅ４５）

Ｔｐ＝１－
１
２
ａ（ｐ１ｅ５６＋ｐ２ｅ６４＋ｐ３ｅ４５）
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Ｔ‖ ＝１－
１
２
ａ（ｕ１ｅ５６＋ｕ２ｅ６４＋ｕ３ｅ４５）

Ｔ⊥ ＝１－
１
２
ａ（ｖ１ｅ５６＋ｖ２ｅ６４＋ｖ３ｅ４５）

Ｒ＝１＋ｓｉｎθＢ＋（１－ｃｏｓθ）Ｂ２

Ｒ⊥ ＝１＋Ｂ⊥ ＋Ｂ
２
⊥

Ｂ＝ｗ１Ｂｘ＋ｗ２Ｂｙ＋ｗ３Ｂｚ
Ｂ⊥ ＝ｖ１Ｂｘ＋ｖ２Ｂｙ＋ｖ３Ｂｚ

在自动求得分支所有运动轴线 ｌｉ的符号表达
式后，再根据运动副类型得到该分支的运动螺旋。

不失一般性，若运动轴线表达式为

ｌ＝ｕ１ｅ１＋ｕ２ｅ２＋ｕ３ｅ３＋ｂ１ｅ４＋ｂ２ｅ５＋ｂ３ｅ６
那么如果运动副类型为转动副（Ｒ），运动螺旋

Ｓ＝ｌ；如果运动副类型为平移副（Ｐ），运动螺旋Ｓ＝
Ｆ（ｌ）＝ｕ１ｅ４＋ｕ２ｅ５＋ｕ３ｅ６。

通过以上分析，以字符串描述为基础，结合运动

副轴线符号表达式，可以实现分支运动螺旋的计算机

程序化、自动化求解，算法流程图如图１所示。

３　基于几何代数的并联机构自由度自动化
分析

　　不同于螺旋理论没有直接求解集合交集的运算
法则，在几何代数框架下，集合的交集和并集可以通

过内积和外积运算法则直接得到。因此，基于几何

代数的并联机构自由度分析不需要通过求解约束螺

旋间接得到动平台运动空间，从而简化自由度求解

步骤。因此在得到并联机构支链自动化求解符号表

达后，可以通过几何代数符号描述并联机构自由度。

根据第２节中的讨论，Ｒ（３，３）几何代数空间不
仅能描述并联机构的螺旋运动，还能对螺旋运动进

行平移和旋转的刚体变换的符号描述。同时 Ｒ（３，
３）几何代数与 Ｒ（６，０）几何代数一样，均为六维几
何代数空间，具有相同的旋量表达式；并且２个空间
有着相同的内积和对偶表达式。因而在自动求解支

链螺旋符号表达式后，Ｒ（３，３）几何代数和 Ｒ（６，０）
几何代数有着相同的并联机构自由度符号表达式。

综上所述，并联机构自由度自动化算法分为以

下几个步骤：

（１）利用螺旋之间的几何关系，基于 Ｒ（３，３）几何
代数刚体运动符号表达式，自动写出第ｉ个分支运动链
上第ｊ个运动副在几何代数框架下螺旋表达式Ｓｍｉｊ。

（２）利用几何代数能通过外积运算法则求解集
合并集的优势，计算出第 ｉ个分支运动链末端的许
动子空间

Ｓｍｉ＝Ｓｍｉ１∪Ｓｍｉ２∪…∪Ｓｍｉｊ∪…∪Ｓｍｉｋ＝
Ｓｍｉ１∧Ｓｍｉ２∧…∧Ｓｍｉｊ∧…∧Ｓｍｉｋ

图 １　并联机构支链运动螺旋系自动化算法流程

Ｆｉｇ．１　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆａｕｔｏｍａｔｉｃｍｏｔｉｏｎａｎａｌｙｓｉｓｏｆ

ｌｉｍｂｓｕｓｉｎｇｇｅｏｍｅｔｒｙａｌｇｅｂｒａ
　
其中∧为几何代数外积符号。若运动副线性相关，
即运动副运动空间有交集，表示并联机构具有冗余

驱动力，此时需要对冗余驱动力在几何代数空间中

进行判别和剔除。

（３）利用几何代数能通过内积和对偶运算法则
求解集合交集的优势计算出动平台许动子空间

Ｓｍ＝Ｓｍ１∩Ｓｍ２∩…∩Ｓｍｉ∩…∩Ｓｍｎ
其中，当２个分支运动链末端的许动子空间的并集
为 Ｉ６时，交集可写为

ＳｍＭ＝Ｓｍｉ∩Ｓｍｉ＋１＝（ＳｍｉＩ
－１
６ ）·Ｓｍｉ＋１

其中·为几何代数内积符号。当两个分支运动链末端

的许动子空间的并集不等于 Ｉ６时，需要使用两者的
并集替代 Ｉ６。

所求的动平台许动子空间符号表达式基的维度

即为并联机构自由度个数，基的外积组成即为并联
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机构自由度运动方向。例如，若动平台许动子空

间 Ｓ＝ｅ１∧ｅ２∧ｅ６，则表示该并联机构的自由度为
３，运动方向分别是沿 ｘ轴和 ｙ轴的旋转，以及绕 ｚ
轴的平移。并联机构自由度自动化算法流程图见

图 ２。

图 ２　并联机构自由度自动化算法流程

Ｆｉｇ．２　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｍｏｂｉｌｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｕｓｉｎｇｇｅｏｍｅｔｒｙａｌｇｅｂｒａ
　

４　基于几何代数的并联机构自由度自动化
分析算法验证

４１　算法可行性一般性验证
为了对本文提出的并联机构自由度自动化求解

算法的正确性进行一般性验证，需对该算法进行可

行性分析：

（１）并联机构任意运动副的螺旋均可在 Ｒ（３，
３）几何代数空间进行描述。

（２）任意螺旋均可通过已知螺旋的刚体运动
得到。

（３）在已知并联机构支链第 １个运动副螺旋以
及支链各运动副之间几何关系的情况下，该支链所

有螺旋系能够符号描述，并且能利用符号描述进行

自动化求解。

（４）在自动求得并联机构所有螺旋系的几何代
数表达式后，可以通几何代数框架下的运算法则得

到并联机构的自由度和运动方向的符号表达式，进

而实现并联机构自由度自动化算法。

证明如下：

（１）由文献［１２］可知，Ｒ（３，３）几何代数中 ６个
一维向量对应旋量中的 ６个参数，即 ｅ１、ｅ２、ｅ３表示
旋转，ｅ４、ｅ５、ｅ６表示移动；因此旋量与 Ｒ（３，３）空间
存在一一对应的映射关系，并联机构任意运动副的

螺旋均可在 Ｒ（３，３）空间中进行描述。
（２）任意两旋量之间只存在 ６种几何关系，即

共轴、平行、正交、相交、垂直、异面，而这６种几何关
系均可通过平移和旋转的刚体运动来描述，例如某

螺旋与一已知螺旋异面，其中两螺旋距离为 ｄ，夹角
为 θ，那么该螺旋可以通过已知螺旋绕公垂线旋转 θ
后再沿着公垂线平移 ｄ后得到。

（３）在文献［１１］中已证明，通过 Ｒ（３，３）描述
的旋量存在平移和旋转的刚体运动符号表达式。

因此在 Ｒ（３，３）几何代数空间中，已知并联机构支
链第 １个运动副螺旋以及支链各运动副之间几何
关系的情况下，可以通过刚体运动符号表达式描

述该支链所有螺旋，从而实现并联机构螺旋系的

自动化计算。

（４）在自动求得并联机构所有螺旋系的几何
代数表达式后，可以通过几何代数的并集和交集

运算法则求得并联机构自由度和运动情况，这在

文献［５－６］中已得到证明。这是因为并联机构各
支链的运动是该支链所有螺旋的并集，同时并联

机构动平台的运动是各支链运动的交集；而在几

何代数框架下可以通过外积运算法则符号描述螺

旋并集，内积运算法则符号描述螺旋交集，从而得

到并联机构自由度的符号表达式，进而实现并联

机构自由度自动化算法。

在并联机构自由度自动化求解算法包含的４个
步骤均证明可行的情况下可证明该算法可行。

４２　算法可行性例子验证

基于 ｇａｉｇｅｎ２５几何代数分析软件包［２２］
，生成

满足Ｒ（３，３）几何代数运算法则的源文件，基于 Ｃ＋＋
平台实现并联机构自由度自动化分析算法，从而验

证该算法的正确性、有效性。

以３ ＲＰＳ并联机构为例验证并联机构自由度
自动化分析算法。３ ＲＰＳ有 ３个相同的 ＲＰＳ分支
运动链，如图３所示，每个运动分支的计算机构型字
符串可以描述为 Ｒ＋Ｐ｜Ｒ＋ＲＲ。

图 ３　３ ＲＰＳ并联机构机构简图

Ｆｉｇ．３　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ３ ＲＰＳｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
首先对第 １个分支进行自动求解。不失一般

性，令该分支的第 １个运动副过点 Ｂ１＝（Ｂ１ｘ，Ｂ１ｙ，
Ｂ１ｚ），运动轴线为

ｌ１１＝ｕ１１１ｅ１＋ｕ１１２ｅ２＋ｕ１１３ｅ３＋ｂ１１１ｅ４＋
ｂ１１２ｅ５＋ｂ１１３ｅ６

由计算机构型字符串可知，该运动副为转动副，

因此第１个运动副的运动螺旋为 Ｓ１１＝ｌ１１。
第２个运动螺旋和第 １个运动螺旋正交，交点

为 ｐ１，那么由表２可知
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ｌ１２＝Ｔｐ１Ｒ⊥
槇Ｔｐ１ｌ１１Ｔｐ１

槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ１＝
ｕ１２１ｅ１＋ｕ１２２ｅ２＋ｕ１２３ｅ３＋ｂ１２１ｅ４＋

ｂ１２２ｅ５＋ｂ１２３ｅ６
该运动副为移动副，因此运动螺旋为

Ｓ１２＝Ｆ（ｌ１２）＝ｕ１２１ｅ４＋ｕ１２２ｅ５＋ｕ１２３ｅ６
同理可知，第 ３个运动螺旋和第 ２个运动螺旋

共轴，运动螺旋为

Ｓ１３＝ｌ１３＝Ｔ‖ｌ１２槇Ｔ‖
第４个运动副与第３个运动副正交，交点为 ｐ２，

运动螺旋为

Ｓ１４＝ｌ１４＝Ｔｐ２Ｒ⊥
槇Ｔｐ２ｌ１３Ｔｐ２

槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ２
第５个运动副与第 ３个和第 ４个运动副正交，

交点为 ｐ２，运动螺旋为

Ｓ１５＝ｌ１５＝Ｔｐ２Ｒ１３
槇Ｔｐ２ｌ１４Ｔｐ２

槇Ｒ１３槇Ｔｐ２
那么，第１个分支运动链末端的许动子空间为

Ｓ１＝Ｓ１１∪Ｓ１２∪Ｓ１３∪Ｓ１４∪Ｓ１５＝
Ｓ１１∧Ｓ１２∧Ｓ１３∧Ｓ１４∧Ｓ１５

同理可求得第２、３个分支运动链末端的许动子
空间 Ｓ２、Ｓ３。

因而３ ＲＰＳ并联机构的自由度符号表达式为
Ｓ＝（（Ｓ１Ｉ

－１
）Ｓ２Ｉ

－１
）Ｓ３＝

ａ１ｅ１２３＋ａ２ｅ１２４＋ａ３ｅ１２５＋ａ４ｅ１２６＋ａ５ｅ１３４＋
ａ６ｅ１３５＋ａ７ｅ１３６＋ａ８ｅ１４５＋ａ９ｅ１４６＋ａ１０ｅ１５６＋
ａ１１ｅ２３４＋ａ１２ｅ２３５＋ａ１３ｅ２３６＋ａ１４ｅ２４５＋ａ１５ｅ２４６＋
ａ１６ｅ２５６＋ａ１７ｅ３４５＋ａ１８ｅ３４６＋ａ１９ｅ３５６＋ａ２０ｅ４５６

其中 ｅｉｊｋ＝ｅｉ∧ｅｊ∧ｅｋ
式中　ａｉ———标量系数

由 Ｓ的符号表达式可知，动平台许动子空间为
一个３维基（３ ｂｌａｄｅ），因此３ ＲＰＳ并联机构的自
由度为３。

即使相同的并联机构在不同位形下自由度和运

动情况也可能不同。基于几何代数的并联机构的自

由度自动化算法不仅能求解某种机构在通用参数下

的自由度，还能求解在已知连杆参数尺寸和位置下

的自由度和运动情况。以 ３ ＵＲＵ并联机构为例，
对本文提出方法进行验证。

如图 ４所示，若 ３ ＵＲＵ并联机构的动平台
Ｂ１Ｂ２Ｂ３为外接圆半径为３的等边三角形，外接圆圆
心为 Ｏ；３个基座 Ａ１、Ａ２、Ａ３分布在外接圆半径为 ５
的等边三角形的 ３个顶点上，外接圆圆心为 Ｏ１；杆
长 ＡｉＣｉ为 ４，杆长 ＢｉＣｉ为 ３，ｉ＝１，２，３；每个运动分
支的计算机构型字符串描述为 Ｒ⊥Ｒ｜Ｒ｜Ｒ⊥Ｒ。

由文献［２１］可知，若动平台 Ｂ１Ｂ２Ｂ３与 ３个基
座 Ａ１Ａ２Ａ３共面，且２个外接圆圆心 Ｏ、Ｏ１不重合，如

图 ４　３ ＵＲＵ并联机构处于平面运动位形机构简图

Ｆｉｇ．４　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ３ ＵＲＵｐａｒａｌｌｅｌ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎｐｌａｎａｒｍｏｄｅ
　
图４所示，那么该并联机构的自由度为 ３，分别为沿
ｘ、ｙ的平移和绕 ｚ轴的旋转。

若第１个基座的第 １个运动副过点（５，０，０），
方向为（１，０，０），运动轴线为

Ｓ１１＝ｌ１１＝ｅ１
第２个运动螺旋和第 １个运动螺旋正交，交点

为（５，０，０），那么由表２可知

Ｓ１２＝ｌ１２＝Ｔｐ１Ｒ⊥
槇Ｔｐ１ｌ１１Ｔｐ１

槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ１＝ｅ３＋５ｅ５
同理可知，第 ３个运动螺旋和第 ２个运动螺旋

平行且过点（４４７，３９６，０），运动螺旋为

Ｓ１３＝ｌ１３＝Ｔｐ２ｌ１２
槇Ｔｐ２＝ｅ３＋ｅ５

第４个运动副与第 ３个运动副平行且过点（３，
０，０），运动螺旋为

Ｓ１４＝ｌ１４＝Ｔｐ３ｌ１３
槇Ｔｐ３＝ｅ３＋２６ｅ４＋２５ｅ５

第５个运动副与第４个运动副正交，交点为（３，
０，０），运动螺旋为

Ｓ１５＝ｌ１５＝Ｔｐ３Ｒ⊥
槇Ｔｐ３ｌ１４Ｔｐ３

槇Ｒ⊥ 槇Ｔｐ３＝
０５ｅ１－０８７ｅ２＋０８７ｅ６

那么，第１个分支运动链末端的许动子空间为
Ｓ１＝Ｓ１１∧Ｓ１２∧Ｓ１３∧Ｓ１４∧Ｓ１５＝９ｅ１２３４５＋９ｅ１３４５６
同理可求得第２、３个分支运动链末端的许动子

空间分别为

Ｓ２＝１０３１ｅ１２３４５＋５１６ｅ１３４５６－８９３ｅ２３４５６
Ｓ３＝１００６ｅ１２３４５

因而３ ＵＲＵ并联机构的自由度符号表达式为
Ｓ＝（（Ｓ１Ｉ

－１
）Ｓ２Ｉ

－１
）Ｓ３＝ａ（ｅ３∧ｅ４∧ｅ５）

式中　ａ———标量系数
由 Ｓ的符号表达式可知，在该运动空间情况下，

３ ＵＲＵ并联机构的自由度为３，分别为沿 ｘ、ｙ轴的
平移和绕 ｚ轴的旋转。

同理可求，若动平台 Ｂ１Ｂ２Ｂ３与３个基座 Ａ１Ａ２Ａ３
平行但不共面，且２个外接圆圆心 Ｏ、Ｏ１不重合，如
图５所示，　则并联机构的自由度符号表达式为
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图 ５　３ ＵＲＵ并联机构处于平移运动位形机构简图

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ３ ＵＲＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｉｎｔｒａｎｓｌａｔｉｏｎｍｏｄｅ
　

Ｓ＝（（Ｓ１Ｉ
－１
）Ｓ２Ｉ

－１
）Ｓ３＝ａ（ｅ４∧ｅ５∧ｅ６）

３ ＵＲＵ并联机构的自由度为 ３，分别为沿 ｘ、ｙ、ｚ轴
的平移。

若动平台 Ｂ１Ｂ２Ｂ３与 ３个基座 Ａ１Ａ２Ａ３不平行，
但２个外接圆圆心 Ｏ、Ｏ１重合，如图 ６所示，那么根
据并联机构的自由度符号表达式可知，３ ＵＲＵ并
联机构的自由度为３，分别为绕 ｘ、ｙ、ｚ轴的旋转。

基于本文提出的算法对３ ＵＲＵ并联机构在不
同位形下自由度分析所得结论与文献［２３］中的结
论相同，从而证明本文算法可行。

５　结论

（１）Ｒ（３，３）几何代数空间不仅与 Ｒ（６，０）空间一
　　

图６　３ ＵＲＵ并联机构处于旋转运动位形机构简图

Ｆｉｇ．６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆ３ ＵＲＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｉｎｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
样能够描述运动螺旋，得到并联机构自由度的符号表

达式，而且 Ｒ（３，３）空间具有平移、旋转刚体运动的符
号表达式，从而能够实现并联机构自由度自动化算法。

（２）提出的算法不仅具有基于几何代数算法的
优点，即不需要求解线性方程组，能给出自动化求解

的符号表达式，算法简单，效率高，同时由于几何代数

具有集合求交的运算法则，因而在自由度分析过程中

可以直接通过各支链求交运算得到自由度运动空间，

不需要通过约束螺旋间接得到并联机构自由度。并

且由于即使并联机构字符串构型描述相同，机构也可

能会有不同的自由度，本文提出的算法不仅能求解机

构在通用参数情况下的自由度，还能求解机构在特定

参数和位置情况下的自由度和运动情况。
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