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摘要：提出了一种可实现三维移动和一维转动的四自由度并联机构，它的 ２条相同支链通过被动转动副连接到动

平台上，每条支链有 ２个相同分支，通过安装在基座上的移动副驱动。首先，阐述 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的构型，通

过螺旋理论验证机构的运动性质，基于机构自身特点研究机构的运动学特性；其次，利用数值法确定机构的工作空

间，分析各设计参数对工作空间的影响，基于解析法研究机构工作空间的形状及满足的几何约束条件；最后，以工

作空间占机构自身的比重为目标函数，设置影响工作空间的约束条件（如边界约束、不干涉性约束、避奇异约束和

工作空间形状约束），并选择遗传算法对机构的尺寸参数进行优化设计。分析结果表明，优化后工作空间占机构自

身的比重增大，工作空间体积也明显增大，优化结果可为后续样机研制提供参考依据。
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　　引言

空间四自由度（Ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ，ＤＯＦ）并联
机构特别是能实现 ＳＣＡＲＡ运动（即沿 ｘ、ｙ、ｚ轴的
平动和绕 ｚ轴的转动，也称 ３Ｔ１Ｒ运动）的并联机
构可广泛应用于分拣、包装、码垛、装配等操作中，

其中最普遍的一类是在 ３ＤＯＦＤｅｌｔａ机器人［１］
的

基础上开发的，它通过在动、定平台之间加装中间

支链实现１ＤＯＦ的转动。但由于中间支链的可伸
缩杆通过一对分离的万向节连接到动、定平台上，

很难实现平稳和精确的运动。为了克服这些缺

点，一类由定平台、４条支链和双动平台组成的
ＳＣＡＲＡ运动并联机构［２－８］

应运而生。不同于传统

并联机构动平台的简单刚性结构，这类机构的动

平台由 ２个子平台组成，并通过其相对运动和特
别设计的传动装置实现所需的旋转运动。尽管这

类 ＳＣＡＲＡ运动并联机构可实现平稳转动，但由于
双动平台的存在，导致其结构和运动学都较为复

杂。为此，提出了一类具有 ４条支链和刚性单动
平台的 ＳＣＡＲＡ运动并联机构［９－１５］

。然而，由于运

动奇异和支链间的机械干涉，这类机构的工作空

间特别是转动范围受限。为了实现更大的转动范

围，ＡＮＧＥＬＥＳ等［１６－１７］
提出一类由动平台、定平台

和 ２条相同的 ４ＤＯＦ混联支链组成的并联机构，
但其机械结构较为复杂。

目前这类可实现 ＳＣＡＲＡ运动的单平台并联机
构大多采用４条支链、以转动副作为驱动副的形式，
在轻小物料中、短距离的高速操作方面表现良好。

本文提出４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构［１８］
（Ｐ代表移动副，

Ｐａ代表平行四边形机构副，Ｒ代表转动副），其采用
２条相同支链，以移动副作为驱动副。

１　机构简介

图 １　４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构

Ｆｉｇ．１　４ＰＰａ ２ＰａＲｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
１．定平台（导轨）　２．上部平行四边形机构　３．上部连接件　

４．下部平行四边形机构　５．下部连接件　６．动平台

１１　机构描述
４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构由动平台、定平台和 ２条

相同支链组成，如图１所示。

在每条支链上，主动移动副（Ｐ）呈共线布置，安
装在定平台上，可利用共用同一定子的 ２台直线电
机驱动。机构中含有由４个同轴转动副（Ｒ）构成的
闭合回路，即上、下部平行四边形机构。每条支链的

上部平行四边形机构刚性地连接到 ２个移动副（Ｐ）
上，下部平行四边形机构通过被动转动副（Ｒ）垂直
地连接到动平台上，因而，每条支链都是具有

ＳＣＡＲＡ运动能力的四自由度运动链，故由 ２条相同
支链支撑的动平台可实现期望的四自由度 ＳＣＡＲＡ
运动。

４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的运动链和参数描述如
图２和表１所示，其中 ｊ表示支链数目，ｊ＝１，２；ｉ表
示滑块或移动副数目，ｉ＝１，２，３，４；ｋ表示每一支链
上运动副的数目，ｋ＝１，２，…，６；＄ｊｋ表示第 ｊ支链上

的第 ｋ个运动副的螺旋；＄ｒｊｋ表示第 ｊ支链上的第 ｋ

个运动副的反螺旋；＄ｒｒｉ 表示机构的二次反螺旋。
根据该机构的设计要求需满足：ａ≤ｂ，０≤αｊ≤π／２，
０≤βｊ≤π。

图 ２　４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构运动链

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｏｆ４ＰＰａ ２ＰａＲｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　

表 １　参数含义

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｍｅａｎｉｎｇ

参数 含义

ａ／ｍ 转动副 Ｐ１到转动副 Ｐ２的距离

ｂ／ｍ 两导轨之间的宽度

ｄ／ｍ 转动副 Ｄｊ到动平台的距离

Ｌ０／ｍ 导轨长度

ｌｕ／ｍ 上部平行四边形机构杆长

ｌｄ／ｍ 下部平行四边形机构杆长

ｑｉ／ｍ 主动移动副 Ｂｉ的位移

αｊ／ｒａｄ 导轨到上部平行四边形机构杆件的角

βｊ／ｒａｄ 下部平行四边形机构杆件 ＣｊＦｊ到 ＣｊＤｊ的角

７８３第 １２期　　　　　　　　　　　　　　杨桂林 等：３Ｔ１Ｒ并联机构运动学分析与优化设计



　　建立定坐标系｛Ｂ｝：ｏｘｙｚ（原点位于支链 １导轨
一侧，ｙ轴沿导轨方向，ｘ轴沿导轨宽度方向，ｚ轴由
右手定则确定）和动坐标｛Ｅ｝：ｐｘ′ｙ′ｚ′（原点位于动
平台中心，ｘ′轴由转动副 Ｐ１指向转动副 Ｐ２，ｙ′轴过动
平台中心，且在动平台所在平面垂直于 ｘ′轴，ｚ′轴由
右手定则确定）。该并联机构独立的输入参数为

（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４），即主动移动副的位置，输出参数为
（ｘ，ｙ，ｚ，θ），即动平台的位姿。
１２　自由度分析

基于螺旋理论分析并联机构自由度的性质，自

由度利用修正的 Ｇ Ｋ公式［１９］
计算，即

ＭＮ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋υ－ζ （１）

如图２ａ所示，该机构第１分支的运动螺旋系可
表示为

＄１１＝（０ ０ ０ ； ０ ｑ１ ０）

＄１２＝（０ ０ ０ ； ０ ｑ２ ０）

＄１３＝（０ ０ ０ ； ０ ｓｉｎα１ ｃｏｓα１）

＄１４＝（０ ０ ０ ； ０ ｓｉｎα１ －ｃｏｓα１）

＄１５＝（０ ０ ０ ； ｃｏｓβ１ ０ ｓｉｎβ１）

＄１６＝（０ ０ １ ； ｑ１＋ｌｕｃｏｓα１ －ｌｄｓｉｎβ１ ０

















）

（２）
对式（２）求反螺旋得第１分支约束螺旋系

＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ； １ ０ ０）

＄ｒ１２＝（０ ０ ０ ； ０ １ ０{ ）
（３）

同理，可求得第２分支的约束螺旋系。因此，整
个机构的约束螺旋系可求，即包括关于 ｘ轴和 ｙ轴
的４个约束力偶，其形成 ２个公共约束（λ＝２），限
制了支链绕 ｘ轴和 ｙ轴的转动。利用修正 Ｇ Ｋ
式（１）求该机构的自由度为

ＭＮ＝４（２２－２６－１）＋２６＋０－２＝４ （４）
为了分析动平台 ４个自由度的性质，可以对机

构的约束螺旋系求二次反螺旋，即

＄ｒｒ１ ＝（０ ０ ０ ； １ ０ ０）

＄ｒｒ２ ＝（０ ０ ０ ； ０ １ ０）

＄ｒｒ３ ＝（０ ０ ０ ； ０ ０ １）

＄ｒｒ４ ＝（０ ０ １ ； ０ ０ ０













）

（５）

式（５）表明自由度的性质是 ３个移动运动和 １
个绕 ｚ轴的转动运动。在该机构任何可能的运动过
程中，式（２）和式（３）总保持不变，公共约束和冗余
约束也保持不变，自由度是全周的。因此，证明

４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构可实现四自由度的 ＳＣＡＲＡ
运动。

２　运动学分析

４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的运动学分析主要包括
位置分析和速度分析两大部分。位置分析的目的是

找出主动关节位移和末端执行器姿态之间的运动学

关系。

如图２和表１所示，设点 Ｂｉ、Ｃｊ、Ｄｊ、Ｐｊ相对于定
坐标系｛Ｂ｝和点 Ｄｊ、Ｐｊ相对于动坐标系｛Ｅ｝的位置
坐标为

ｂＢｉ＝（ｑｉ，ｙｂｉ，０）

ｃＢｊ＝（ｘｃｊ，ｙｃｊ，ｚｃｊ）

ｄＢｊ＝（ｘｄｊ，ｙｄｊ，ｚｄｊ）

ｐＢｊ＝（ｘｐｊ，ｙｐｊ，ｚｐｊ）

ｄＥｊ＝（ｘ′ｄｊ，ｙ′ｄｊ，ｚ′ｄｊ）

ｐＥｊ＝（ｘ′ｐｊ，０，０















）

（６）

动平台的位置由矢量给出，其转动角度由 θ表
示。基于提出的 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的运动特
性，给出动坐标系到定坐标系的变换矩阵 ＴＢＥ为

ＴＢＥ＝

ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０ ｘ
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０ ｙ
０ ０ １ ｚ













０ ０ ０ １

（７）

２１　位置正解分析
位置正解是当机构的结构参数和主动关节的位

置（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４）已知时，求解末端执行器的姿态
（ｘ，ｙ，ｚ，θ）。

由于并联机构闭环约束关系的存在，使得机构

的位置正解分析比较困难，不仅涉及求解高次非线

性方程，而且具有多种可能解。目前主要的求解方

法有解析法
［２０］
和数值法

［２１－２２］
。

如图２所示，ＣＢｊ的坐标可通过主动移动副的位
置 ｑｉ直接求出

ｃＢ１＝（０，（ｑ１＋ｑ２）／２，－ ｌ２ｕ－（ｑ２－ｑ１）
２／槡 ４）

ｃＢ２＝（ｂ，（ｑ３＋ｑ４）／２，－ ｌ２ｕ－（ｑ４－ｑ３）
２／槡 ４{
）

（８）
动平台上点 Ｐｉ在动坐标系｛Ｅ｝的坐标为 Ｐ′１＝

（－ａ／２，０，０），Ｐ′２＝（ａ／２，０，０）。
利用变换矩阵 ＴＢＥ，可求得点 Ｄｊ相对于定坐标

系｛Ｂ｝的坐标，即
［ｄＢｊ　１］

Ｔ＝ＴＢＥ［ｄ
Ｅ
ｊ　１］

Ｔ
（９）

当并联机构确定时，平行四边形机构的杆长始

终保持不变，建立约束方程

‖ＣｊＤｊ‖
２＝ｌ２ｄ （１０）

此外，由图２所示投影几何关系可知
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ｙｄｊ＝ｙｃｊ

（ｘｄ２－ｘｄ１）
２＋（ｙｃ２－ｙｃ１）

２＝ａ{ ２
（１１）

根据式（８）～（１１）可求得约束关系

ｙ＝（ｑ１＋ｑ２＋ｑ３＋ｑ４）／４

ｓｉｎθ＝（ｑ３＋ｑ４－ｑ１－ｑ２）／（２ａ

(
）

ｘ－ａｃｏｓθ)２

２

[＋ ｚ＋ｄ＋ ｌ２ｕ－
（ｑ２－ｑ１）

２

槡 ]４

２

＝ｌ２

(

ｄ

ｘ＋ａｃｏｓθ
２
－ )ｂ

２

[＋ ｚ＋ｄ＋ ｌ２ｕ－
（ｑ４－ｑ３）

２

槡 ]４

２

＝ｌ２















ｄ

（１２）

由式（１２）可确定４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构移动副
作为驱动时，机构的位置正解最多存在８组封闭解。

２２　位置反解分析
位置反解是当机构的结构参数和末端执行器的

姿态（ｘ，ｙ，ｚ，θ）已知时求解主动关节的位置（ｑ１，ｑ２，

ｑ３，ｑ４）。

４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构结构简单对称，利用变换

矩阵 ＴＢＥ和图 ２所示几何关系，可求得该机构的位

置反解为

ｑ１＝ｙ－（ａｓｉｎθ）／２－ ｌ２ｕ－ｚ
２
ｃ槡 １

ｑ２＝ｙ－（ａｓｉｎθ）／２＋ ｌ２ｕ－ｚ
２
ｃ槡 １

ｑ３＝ｙ＋（ａｓｉｎθ）／２－ ｌ２ｕ－ｚ
２
ｃ槡 ２

ｑ４＝ｙ＋（ａｓｉｎθ）／２＋ ｌ２ｕ－ｚ
２
ｃ槡













２

（１３）

其中　ｚｃ１＝ｚ＋ｄ± ｌ２ｄ－［ｘ－（ａｃｏｓθ）／２］槡
２

ｚｃ２＝ｚ＋ｄ± ｌ２ｄ－［ｘ＋（ａｃｏｓθ）／２－ｂ］槡
２

因此可知，４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的位置反解易
于求解，最多存在４组封闭解。

２３　位置分析算例
为验证４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构位置分析的正确

性，给出数组机构的位置参数，代入上述并联机构的

位置正反解方程中，进行对比验证，检验位置分析结

果是否正确。

给出一组 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的计算实例，

其设计参数为：ａ＝０２ｍ，ｂ＝０８ｍ，ｌｕ＝０６ｍ，ｌｄ＝

０５５ｍ，Ｌ０＝２５ｍ。特别需要说明的是，为了更好

地了解该机构并保证分析的一体性，后续对 ４ＰＰａ
２ＰａＲ并联机构工作空间的研究算例同样采用这组
设计参数。

取３组动平台在定坐标系｛Ｂ｝中的位姿参数
（ｘ，ｙ，ｚ，θ），代入该并联机构的位置反解方程

式（１３）中，求得主动关节的位置（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４），如表２

所示。之后在该表中任取３组位置反解得到的主动

关节的位置（ｑ１，ｑ２，ｑ３，ｑ４），作为位置正解方程的输
入值，代入式（１２），可求得如表 ３所示的动平台中
心点在定坐标系｛Ｂ｝中的位姿（ｘ，ｙ，ｚ，θ）。

表 ２　位置反解算例

Ｔａｂ．２　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｉｎｖｅｒｓｅｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｘ／ｍ ｙ／ｍ ｚ／ｍ θ／ｒａｄ ｑ１／ｍ ｑ２／ｍ ｑ３／ｍ ｑ４／ｍ

０４０ １２５ －０２０ ０

０８１２９ １６８７１ ０８１２９ １６８７１

０９３５５ １５６４５ ０８１２９ １６８７１

０８１２９ １６８７１ ０９３５５ １５６４５

０９３５５ １５６４５ ０９３５５ １５６４５

０２５ ０８５ －０８０ π／６ ０２１３１ １３８６９ ０４１５４ １３８４６

０５０ １５０ －０１５ π／３ ０９０３５ １９２３３ １２４０２ １９３３０

表 ３　位置正解算例

Ｔａｂ．３　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｏｒｗａｒｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｑ１／ｍ ｑ２／ｍ ｑ３／ｍ ｑ４／ｍ ｘ／ｍ ｙ／ｍ ｚ／ｍ θ／ｒａｄ

０９３５５１５６４５０９３５５１５６４５

０４０００１２５００ －０２０００ ０

０４０００１２５００ －１１２１９ ０

０４０００１２５００ －０４３１８３１４１６

０４０００１２５００ －０８９０１３１４１６

０２１３１１３８６９０４１５４１３８４６

０５５０１０８５００００２１４１０５２３６

０２４９９０８５００ －０８００００５２３６

０４５２６０８５００ －０１６６０２６１８０

０３４７５０８５００ －０６１２５２６１８０

０９０３５１９２３３１２４０２１９３３０

０５０００１５０００ －０１５００１０４７１

０３０００１５０００ －０９５６１１０４７１

０４５７６１５０００ －０２５４５２０９４４

０３４２４１５０００ －０８５１６２０９４４

　　通过对比分析，表２、３中的位置正、反解计算结
果吻合，验证了 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构位置分析的
正确性。

２４　速度分析
速度雅可比矩阵通过建立动平台输出和各支链

输入之间的速度矢量方程求得，是研究并联机构的

基础。

将４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构位置约束方程式（１２）对

时间求导，引入参数 αｊ和 βｊ，整理后可求运动输入和
运动输出速度之间的关系为

Ｊｑｑ
· ＝ＧＶｐ （１４）

其中 Ｊｑ＝

１
２

１
２

０ ０

０ ０ １
２

１
２

ｃｏｔα１ｃｏｓβ１
２

－
ｃｏｔα１ｃｏｓβ１

２
０ ０

０ ０ －
ｃｏｔα２ｃｏｓβ２

２
ｃｏｔα２ｃｏｓβ２
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Ｇ＝

０ １ ０ －ａｃｏｓθ
２

０ １ ０ ａｃｏｓθ
２

ｓｉｎβ１ ０ －ｃｏｓβ１
ａｓｉｎθｓｉｎβ１
２

ｓｉｎβ２ ０ ｃｏｓβ２
－ａｓｉｎθｓｉｎβ２























２

ｑ· ＝（ｑ·１，ｑ
·

２，ｑ
·

３，ｑ
·

４）

Ｖｐ＝（ｘ
·
，ｙ·，ｚ·，θ

·

）

式中　ｑ·———主动关节速度
Ｖｐ———动平台速度

４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的雅可比矩阵 Ｊｑ和 Ｇ的
行列式为

ｄｅｔ（Ｊｑ）＝（ｃｏｔα１ｃｏｔα２ｃｏｓβ１ｃｏｓβ２）／４

ｄｅｔ（Ｇ）＝－ａｃｏｓθｓｉｎ（β１＋β２{ ）
（１５）

２５　转动能力分析
根据对４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的速度雅可比矩

阵的行列式式（１５）可知，机构的转动范围为［－π／２，
π／２］。该并联机构动平台是简单单动平台结构，不
含角度放大装置，对具有该类特点的 ３Ｔ１Ｒ并联机
构的转动能力进行对比，如表４所示。

表 ４　３Ｔ１Ｒ并联机构对比
Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆ３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

　　　机构
支链

数目
对称

驱动

副
转动范围

４ ＰＲＰａＲ并联机构［２３－２４］ ４ √ Ｐ ［－π／６，π／６］

４ ＲＲＰａＲ并联机构［２３－２４］ ４ √ Ｒ ［－π／６，π／６］

４ ＲＲ（Ｐａ）ＲＲ并联机构［１４］ ４ √ Ｒ ［－π／４，π／４］

４ ＰＲＰａＲＲＳＭＧ［９－１０，１２］ ４ √ Ｐ ［－π／２，π／２］

４ ＲＲＰａＲＲＳＭＧ［９，１１－１２］ ４ √ Ｒ ［－π／４，π／４］

一种３Ｔ１Ｒ并联机构［２５］ ４ √ Ｒ ［－π／２，π／２］

Ｘ４并联机构［１３］ ４ √ Ｒ ［－π／２，π／２］

４ ＲＲＰａＲＲ并联机构［２６］ ４ √ Ｒ ［－π／４，π／４］

第一代 ＭｃＧｉｌｌＳＭＧｓ［１７］ ２ √ Ｒ ［－π／２，π／２］

　　注：ＳＭＧ：Ｓｃｈｎｆｌｉｅｓｍｏｔｉｏｎｇｅｎｅｒａｔｏｒ，Ｓｃｈｎｆｌｉｅｓ运动发生器。

　　由此可知，目前能实现 ３Ｔ１Ｒ运动的单平台对
称并联机构，在不存在额外装置来放大转动角度的

情况下，最大可达的转动范围为 ±π／２。此外，目前
这类并联机构大多是 ４条支链、以转动副作为驱动
副的形式。

本文提出的４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构具有 ２条相
同支链，以移动副为驱动副，可通过直线电机驱动。

直线电机的行程可通过拼接定子来实现行程的无限

扩展，同时可通过在同一定子上配置多个动子来实

现同一轴向的多个独立运动控制。沿直线导轨方向

的工作空间可无限扩展，这也是该类并联机构最大

的特点之一。

３　工作空间分析

并联机构工作空间是评价其运动学性能的重要

指标，也是进行尺度参数设计的重要依据
［２７］
。４ＰＰａ

２ＰａＲ并联机构的工作空间至少需要 ４个参数描述，
为了使工作空间可视化，需要对一个四维工作空间

进行降维处理。理论上，对于 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机
构，沿 ｙ方向的工作空间可无限扩展，可通过固定
ｙ，考虑 ３个维度构成的混合空间，它实际上是 ｘｏｚ
平面的平移工作空间和姿态空间的耦合，本文称其

为混合空间。

３１　工作空间确定
对并联机构工作空间的研究主要有数值法和解

析法。采用解析法对工作空间分析需要有位置正解

的封闭解，虽然 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构正封闭解存
在，但是形式较复杂，因此本文采用数值法研究该机

构的工作空间，搜索流程如图３所示，搜索步长根据
具体要求选择。

图 ３　工作空间搜索流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅｓｅａｒｃｈｉｎｇ
　
具体基本思路为：将工作空间区域划分为很多

网格，根据机构位置方程和约束条件检查网格形心

点是否为可行点，则所有满足要求的可行点构成的

区域为工作空间。

为了更形象地了解 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的混
合空间，应用上述工作空间搜索方法（图３），给出一
组计算实例，其设计参数为：ａ＝０２ｍ，ｂ＝０８ｍ，
ｌｕ＝０６ｍ，ｌｄ＝０５５ｍ，Ｌ０＝２５ｍ，沿 ｘ、ｚ、θ方向各
划分３２、３４和６０个网格，其中 ｙ＝Ｌ０／２，ｄ＝０１５ｍ，
则可确定该并联机构混合空间如图 ４所示，大小为
０５５１２ｍ２·ｒａｄ。
３２　设计参数对工作空间的影响

为了更直观了解各设计参数对机构混合空间的

影响，采用单变量法进行分析。对于上述一组计算
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图 ４　４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的工作空间

Ｆｉｇ．４　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ４ＰＰａ ２ＰａＲｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
实例，给定各设计参数的限定范围如表５所示，设计
参数对机构混合空间的影响如图５所示。

表 ５　各设计参数的限定范围

Ｔａｂ．５　Ｒａｎｇｅｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｍ

参数 最小值 最大值 参数 最小值 最大值

ａ ０１５ ０９５ ｌｕ ０２５ １５０
ｂ ０３５ １５５ ｌｄ ０２５ １５０
ｄ ０ １００ Ｌ０ ０ ５００

图 ５　设计参数对工作空间的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｏｆｄｅｓｉｇｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　
　　由图 ５可知：①设计参数 ｂ、ｌｕ对 ４ＰＰａ ２ＰａＲ
并联机构混合空间的影响趋势基本是先增大后减

小，呈现非线性特点，如图５ｂ和５ｃ所示。②当混合
空间存在时，设计参数 ａ、ｌｄ、Ｌ０增大，并联机构的混
合空间增大，如图 ５ａ、５ｄ和 ５ｅ所示。不同的是：ａ、
ｌｄ对工作空间的影响是非线性的；Ｌ０对工作空间的
影响是线性的，即只要存在混合空间，那么导轨长度

Ｌ０越大，工作空间越大，因而可根据实际应用需求
进行选择。③当参数 ｄ在给定区域变化时，并联机

构的混合空间几乎没有变化，如图 ５ｆ所示，故在设
计过程中可根据实际情况给定，无需作为设计参数。

④除参数 ｄ和 Ｌ０外，其余各设计参数对并联机构混
合空间的影响程度不同，如图５所示。其中，ｌｕ对混
合空间的影响最大，ａ和 ｌｄ对混合空间的影响其次，
ｂ对混合空间的影响相对较小。　⑤当各设计参数满
足一定的约束条件时，开始出现工作空间，由４ＰＰａ
２ＰａＲ并联机构的运动关系可知，需要满足的约束条
件为：ｌｄ＞（ｂ－ａｃｏｓθ）／２。
３３　工作空间形状分析

根据４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构工作空间在 ｘｏｚ截
面的形状及奇异位形的情况，可将工作空间分为如

下几种类型：

类型１：当下部平行四边形机构的杆长（即圆的
半径）ｌｄ满足：０＜ｌｄ≤（ｂ－ａｃｏｓθ）／２，两圆簇无交集，
此时该并联机构的工作空间不存在，其中 ｌｄ＝（ｂ－
ａｃｏｓθ）／２是并联机构是否存在工作空间的临界
条件。

类型２：当下部平行四边形机构的杆长 ｌｄ满足：

ｂ－ａｃｏｓθ
２

＜ｌｄ≤
ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋
ｌ２ｕ

８（ｂ－ａｃｏｓθ）
，该并联机

构存在工作空间，且内部无空洞区域，如图 ６ａ所示，

其中 ｌｄ＝
ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋
ｌ２ｕ

８（ｂ－ａｃｏｓθ）
是工作空间内部

是否出现空洞区域的临界条件。

类型３：当下部平行四边形机构的杆长 ｌｄ满足：

ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋
ｌ２ｕ

８（ｂ－ａｃｏｓθ）
＜ｌｄ≤

ｌ２ｕ＋（ｂ－ａｃｏｓθ）槡
２

２
，

该并联机构可达工作空间的内部存在“空洞区域”，

但是上下工作空间还没有分离，如图 ６ｂ所示，其中

ｌｄ＝ ｌ２ｕ＋（ｂ－ａｃｏｓθ）槡
２／２是上下部工作空间是否分

离的临界条件。

类型４：当下部平行四边形机构的杆长 ｌｄ满足：

ｌ２ｕ＋（ｂ－ａｃｏｓθ）槡
２

２
＜ｌｄ≤

ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋
ｌ２ｕ

２（ｂ－ａｃｏｓθ）
，

该并联机构的上下工作空间分离，但是内部含奇异

位形，如 图 ６ｃ所 示，其 中，ｌｄ ＝
ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋

ｌ２ｕ
２（ｂ－ａｃｏｓθ）

是机构上、下部工作空间内部是否含有

奇异位形的临界条件。

类型５：当下部平行四边形机构的杆长 ｌｄ满足：

ｌｄ＞
ｂ－ａｃｏｓθ
２

＋
ｌ２ｕ

２（ｂ－ａｃｏｓθ）
，该并联机构上、下部工

作空间内部无奇异位形，如图６ｄ所示。
由图６可知：①４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构如果工作
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图 ６　４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构工作空间形状

Ｆｉｇ．６　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｓｈａｐｅｏｆ４ＰＰａ ２ＰａＲｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
空间存在，则工作空间形状共有 ４种类型：类型 ２～
类型５。②４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的每一种工作空间
的形状分布沿 ｘ方向关于 ２条导轨的中心平面对
称。③４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的每一种工作空间的
形状分布沿 ｚ方向关于直线 ｚ＝－ｌｕ／２－ｄ对称。

４　优化设计

４１　建立数学模型
４１１　确定设计变量

根据前面对４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构工作空间的
分析可知，导轨长度 Ｌ０和转动副 Ｄｊ到动平台的距离
ｄ可根据具体任务要求给定。考虑到总体设计中已
确定的固定参数，要得到一个确定的 ４ＰＰａ ２ＰａＲ
并联机构主要有４个设计变量，即 ａ、ｂ、ｌｕ和 ｌｄ（图 ２
和表 １）。
４１２　建立目标函数

在并联机构设计中，在满足约束条件的前提下，

通常希望机构结构紧凑、协调性好且具有性能良好

的较大工作空间。在考虑 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构特
性的基础上，选择混合空间作为优化目标，其他设计

要求作为约束条件处理。对结构完全相同的２个并
联机构而言，一般尺寸越大工作空间也越大，可通过

尺度变换使目标函数无量纲化。因此，选择可用混

合空间的体积占自身体积的比值作为优化目标，即

ｍｉｎＦ（ａ，ｂ，ｌｕ，ｌｄ）＝ｍａｘ
Ｖｗｏｒｋｓｐａｃｅ（ａ，ｂ，ｌｕ，ｌｄ）
Ｖｍｅｃｈａｎｉｓｍ（ａ，ｂ，ｌｕ，ｌｄ）

４１３　设置约束条件
４１３１　边界约束

为了保证在有限空间内并联机构设计方案的可

行性并便于优化计算，给出 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构
各设计变量的变化范围

ａｍｉｎ≤ａ≤ａｍａｘ
ｂｍｉｎ≤ｂ≤ｂｍａｘ
ｌｕｍｉｎ≤ｌｕ≤ｌｕｍａｘ
ｌｄｍｉｎ≤ｌｄ≤ｌ













ｄｍａｘ

（１６）

４１３２　不干涉性约束
在４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构中，平行四边形机构

的连杆是有一定物理尺寸的。在机构运动过程中，

同一平行四边形机构的两连杆之间可能发生干涉；

不同平行四边形机构的连杆也可能发生干涉。后者

可通过调整机构布局来避免。为讨论方便，假设各

连杆都是质量均匀的圆柱形杆件，Ｒｕ和 Ｒｄ分别表示
上、下部平行四边形机构的连杆半径，ｄｕ和 ｄｄ分别
表示上、下部同一平行四边形机构两连杆中心线之

间的最长距离，如图 ７所示。同一平行四边形机构
的两杆不发生干涉，要求两连杆间的距离大于等于

两连杆半径之和，即

Ｒｕ≤（ｄｕｓｉｎαｊ）／２

Ｒｄ≤（ｄｄｓｉｎβｊ）／{ ２
（１７）

图 ７　４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构局部结构及尺寸

Ｆｉｇ．７　Ｐａｒｔｉａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅａｎｄｓｉｚｅｏｆ４ＰＰａ ２ＰａＲ

ｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
４１３３　避奇异约束

通过分析动平台和主动关节之间的瞬时速度关

系来研究该并联机构的奇异位形。由式（１５）可判
断４ＰＰａ ２ＰａＲ机构的奇异位形，为避开奇异位形，
需满足的约束条件为：

（１）避开 αｊ＝０时逆奇异的情况。导轨长度是
一定的，对 ｊ（ｊ＝１，２）支链而言，上部 ２个平行四边
形机构拉开时，最高不能超过导轨所在平面。当到

达最高极限位置时，两滑块之间的距离应小于等于

导轨长度，即

２ｌｕｃｏｓαｊｍｉｎ≤Ｌ０ （１８）
（２）避开 αｊ＝π／２时逆奇异的情况。上部平行

四边形机构的转动副中心距离滑块边界距离为 ｄ０
（图７）。对 ｊ（ｊ＝１，２）支链而言，当上部 ２个平行四
边形机构靠近，到达最低极限位置时，两滑块不能相

碰，即满足

ｌｕｃｏｓαｊｍａｘ≥ｄ０＋ｄｕ／２ （１９）
（３）避开 βｊ＝π／２逆奇异、β１＋β２＝π正奇异和

β１＝β２＝π／２混合奇异的情况。根据图 ３所示投影
几何关系，当 βｊ＝π／２时存在如下等式关系

ａｃｏｓθ＋ｌｄｓｉｎβ１＋ｌｄｓｉｎβ２＝ｂ （２０）
４１３４　工作空间形状约束

考虑到４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的实际应用场合，
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选择机构的下部区域运动更合理。受机构实际应用

情况和结构稳定性的限制，整个机构的高度不能太

高。综合各方面因素，对该机构而言，可选择上下工

作空间分离但内部有奇异位形的工作空间（图 ６ｃ），
此时奇异位形位于工作空间区域的上部两侧，“肩部”

区域占比很小，通过前面施加避奇异约束条件，此时

工作空间的奇异位形是可以避开的；或选择下部无奇

异位形的工作空间（图 ６ｄ）。根据对４ＰＰａ ２ＰａＲ并
联机构的工作空间形状分析可知，需满足约束条件

ｌｄ≥ ｌ２ｕ＋（ｂ－ａｃｏｓθ）槡
２／２ （２１）

４２　选择优化算法
优化算法的选择取决于数学模型。根据４ＰＰａ

２ＰａＲ并联机构的优化模型可知，这是一个非线性的
约束优化问题，无论目标函数还是约束条件都比较

复杂。为此，本文选择遗传算法（Ｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ，
ＧＡ）作为优化方法。该方法广泛应用于并联机构的
全局优化问题，且不需要目标函数的梯度信息。实

践表明，ＧＡ解决这类优化问题是简单有效的。

４３　优化算例
利用 Ｍａｔｌａｂ遗传算法工具箱对 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并

联机构进行优化计算，其中 ＧＡ的参数选择直接影
响优化结果。本优化主要的 ＧＡ参数配置和各设计
参数的尺寸约束范围分别如表６和表７所示。

表 ６　遗传算法参数

Ｔａｂ．６　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ

种群

大小

适应度

计算
选择算法 重组方式

交叉

概率

变异

概率

控制

精度

２０ 排序法 随机遍历抽样 分散重组 ０７ ０００２１×１０－８

表 ７　设计参数的上下边界

Ｔａｂ．７　Ｂｏｕｎｄａｒｙｖａｌｕｅｓｏｆｄｅｓｉｇｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ ｍ

参数 ａ ｂ ｌｕ ｌｄ
最小值 ０１５ １０ ０５ ０５
最大值 ０３０ １５ ０７ ０７

　　利用上述优化数学模型及选择的优化算法对机
构进行尺寸优化设计，遗传算法的优化结果如表 ８
所示，最佳目标函数值随进化代数变化曲线如图８

表 ８　遗传算法优化结果

Ｔａｂ．８　Ｏｐｔｉｍａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｆｇｅｎｅｔｉｃａｌｇｏｒｉｔｈｍ

ａ／ｍ ｂ／ｍ ｌｕ／ｍ ｌｄ／ｍ
工作空间／

（ｍ２·ｒａｄ）

Ｖｗｏｒｋｓｐａｃｅ
Ｖｍｅｃｈａｎｉｓｍ

运行

时间／ｓ

原方案 ０２ ０８ ０６ ０５５ ０５５１７ ０１９０９
优化后 ０３０００ １０００１ ０６９９９ ０６９９７ ０８５２０ ０１９３８ １１２６７

图 ８　最佳目标函数值随进化代数变化曲线

Ｆｉｇ．８　Ｃｈａｎｇｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｏｐｔｉｍａｌｏｂｊｅｃｔｆｕｎｃｔｉｏｎ

ｖａｌｕｅｓｗｉｔｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
　
所示，其中 Ｖｍｅｃｈａｎｉｓｍ ＝πｂ（ｌｕ＋ｌｄ）。结果表明，优化
后４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机构的工作空间整体体积增加
５４４３％；工 作 空 间 相 对 于 机 构 自 身 比 重 增 加
１５２％。由此可见，本文建立的数学模型及选择的
优化算法是正确、有效的。

考虑到机构的实际加工精度和制造成本，将优

化后的设计参数圆整，得到一组机构的优化设计参

数为：ａ＝０３ｍ，ｂ＝１０ｍ，ｌｕ＝０７ｍ，ｌｄ＝０７ｍ。
图９表示优化后这组设计参数对应并联机构的

工作空间，由此可见，优化后并联机构的工作空间结

构紧凑，没有空洞，具有良好的工作能力。该组优化

图 ９　机构优化后的工作空间

Ｆｉｇ．９　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｓａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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设计参数可为后续 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机器人的样机
设计提供参考。

５　结束语

以一种可实现 ＳＣＡＲＡ运动的 ４ＤＯＦ并联机
构为研究对象，基于螺旋理论验证了 ４ＰＰａ ２ＰａＲ
并联机构具有 ４个自由度、可实现 ３Ｔ１Ｒ运动。根
据机构的运动学特性和构型特点分析了机构的运

动学问题，结果表明，该机构位置正解的封闭解最

多有８组解，位置反解最多有 ４组解。利用数值法

和解析法研究了机构的工作空间及其形状，分析

了机构设计参数对工作空间的影响和工作空间形

状的约束条件。以可用混合空间的体积占自身体

积的比值为目标函数，设置影响工作空间的约束

条件，基于遗传算法对该机构进行了尺寸优化设

计。研究表明，该机构工作空间结构紧凑，没有空

洞，具有良好的工作能力，且优化后工作空间的体

积和工作空间相对于机构自身的比重明显增大，

优化结果可为后续 ４ＰＰａ ２ＰａＲ并联机器人的样
机设计提供参考。
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１７　牛雪梅，高国琴，刘辛军，等．三自由度驱动冗余并联机构动力学建模与试验［Ｊ／ＯＬ］．农业工程学报，２０１３，２９（１６）：３１－
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ＮＩＵＸｕｅｍｅｉ，ＧＡＯＧｕｏｑｉｎ，ＬＩＵＸｉｎｊｕｎ，ｅｔａｌ．Ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇａｎｄｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｏｆ３ＤＯＦｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈａｃｔｕａｔｉｏｎ
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２４　ＬＩＺ，ＬＯＵＹ，ＺＨＡＮＧＹ，ｅｔａｌ．Ｔｙｐｅｓｙｎｔｈｅｓｉｓ，ｋｉｎｅｍａｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓ，ａｎｄｏｐｔｉｍａｌｄｅｓｉｇｎｏｆａｎｏｖｅｌｃｌａｓｓｏｆｓｃｈｎｆｌｉｅｓｍｏｔｉｏｎ
ｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅ＆Ｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，２０１３，１０（３）：６７４－６８６．

２５　ＫＩＭＳＭ，ＫＩＭＷ，ＹＩＢＪ．Ｋｉｎｅｍａｔｉｃａｎａｌｙｓｉｓａｎｄｏｐｔｉｍａｌｄｅｓｉｇｎｏｆａ３Ｔ１Ｒｔｙｐｅｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ［Ｃ］∥ＩＥＥＥＩｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ
ＣｏｎｆｅｒｅｎｃｅｏｎＲｏｂｏｔｉｃｓａｎｄＡｕｔｏｍａｔｉｏｎ，２００９：２１９９－２２０４．
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