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并联机构正运动学 ＡＷＰＳＯ ＳＭ求解算法

杨　辉　郝丽娜　项超群
（东北大学机械工程与自动化学院，沈阳 １１０８１９）

摘要：通过将数值迭代算法与智能优化算法相结合，提出并联机构正运动学问题的通用求解算法———自适应权重

粒子群 弦截法（ＡＷＰＳＯ ＳＭ）算法，并针对 ３ ＵＣＵ（Ｕ为万向副，Ｃ为圆柱副）并联机构给出 ＡＷＰＳＯ ＳＭ的详细

求解过程。为了验证所提算法的有效性，在 Ｍａｔｌａｂ环境下，分别给出３ ＵＣＵ、３ ＰＰＲ（Ｐ为移动副，Ｒ为转动副）以

及 ４ ＳＰＳ（Ｓ为球副）３种典型并联机构正运动学问题的求解算例，并分别与 ＡＷＰＳＯ和弦截法的求解结果进行对

比。由仿真结果可知，ＡＷＰＳＯ ＳＭ克服了单一方法在局部收敛性和初值选取方面对计算结果的影响，可有效地对

并联机构的正运动学问题进行求解。
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　　引言

并联机构具有结构简单、累计误差小、承载能力

大等特点，被广泛应用于工业制造、航空航天等领域

中
［１－３］

。然而，并联机构普遍存在逆运动学问题简

单、正运动学问题复杂的现象，且由于机构运动学分

析是机构其他性能研究及运动控制的基础，故并联

机构正运动学问题的求解方法仍是当前国内外的研

究热点。

目前并联机构正运动学问题的求解方法主要分

为２种，即解析法和数值法。利用解析法虽可以求
得机构全部运动学正解，能完整地描述机构的运动



特性，但其计算过程极为复杂，且针对不同的机构其

消元方法也不尽相同，缺乏通用性，故仅能作为理论

分析的手段而无法实际应用
［４－７］

。相比之下，数值

法计算过程较为简洁，能够快速地对正运动学问题

进行求解，但是数值法往往需要约束条件，故无法求

得正运动学问题的全部解
［８］
。常用数值求解方法

有两种，即数值迭代法和智能优化算法
［９－１０］

。文

献［１１］基于运动学逆解方程，得到并联机构杆长微
变量与运动平台微变量之间的线性关系，通过不断

叠加连杆的微小变量，从而得到 ６ ３型 Ｓｔｅｗａｒｄ平
台的运动学正解。文献［１２］则针对 ３ ＰＰＲ型并联
机构，应用改进的蚁群算法对其正运动学问题进行

求解，并通过数值算例验证了算法的有效性。文

献［１３］则针对６ ＳＰＳ平台利用带有竞争机制的共
享适应度粒子群（ＣＳＦＰＳＯ）算法实现了对其全部运
动学正解的求解。然而，数值迭代法的求解精度受

初值选取的影响较大，而智能优化算法则存在易陷

入局部收敛的问题。针对上述问题，本文提出将数

值迭代与智能优化算法相结合的思路，首先利用智

能优化算法求得较为理想的迭代初值，然后利用数

值迭代方法对并联机构的正运动学问题进行求解。

１　ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法描述

粒子群（ＰＳＯ）算法与蚁群算法、人群搜索算法
以及果蝇算法等相似，是一种基于群体的随机优化

算法，其初值是随机的，且具有迭代格式简单、收敛

快、效率高等特点，但 ＰＳＯ算法与大多数优化算法
一样存在容易陷入局部最优的缺点。本文采用自适

应权重粒子群（ＡＷＰＳＯ）算法［１４］
，该方法比传统

ＰＳＯ方法收敛速度快，在较少的迭代次数下便可获
得较好计算结果。

数值迭代算法采用弦截法，该方法是在牛顿法

的基础上得出的一种插值方法，相比牛顿法，它避免

了对非线性方程的复杂求导过程，具有较好的收敛

精度，但与大多数数值迭代方法一样，其对初值的选

取具有严格的要求。

上述２种方法分别在智能优化算法及数值迭代
算法中具有一定的代表性，本文提出将上述 ２种方
法配合使用，并基于此提出 ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法，即利
用 ＡＷＰＳＯ算法求取弦截法所需的初值，然后利用
弦截法进一步求解并联机构的正运动学问题。

ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法流程图如图１所示。
利用 ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法求解并联机构正运动学

问题的步骤如下：

（１）建立并联机构运动学逆解方程。
（２）根据所建逆解方程，设计 ＡＷＰＳＯ ＳＭ算

图 １　ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法流程图

Ｆｉｇ．１　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆＡＷＰＳＯ ＳＭａｌｇｏｒｉｔｈｍ
　
法所需的迭代函数及适应度函数，并根据图 １所示
的算法流程对并联机构的正运动学问题进行求解。

本文以３ ＵＣＵ并联机构为例，对基于 ＡＷＰＳＯ
ＳＭ算法的并联机构正运动学问题的详细求解过程
进行阐述。

２　３ ＵＣＵ并联机构正运动学求解

图 ２　３ ＵＣＵ并联机构模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｌｏｆ３ ＵＣＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

２１　逆运动学方程的建立
建立如图２所示的空间坐标系。首先，在固定

平台中心点处建立固定坐标系 ＯＢＸＢＹＢＺＢ，其中 ＸＢ
轴过固定平台铰链点 Ｂ３，ＹＢ轴与边 Ｂ１Ｂ３相交且与边
Ｂ１Ｂ２平行，ＺＢ轴垂直于固定平台向上；然后，在运动
平台中心点处建立运动坐标系 ＯＰＸＰＹＰＺＰ，与固定
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坐标系相同，其 ＸＰ轴过运动平台铰链点 Ａ３，ＹＰ轴与
边 Ａ１Ａ３相交且与边 Ａ１Ａ２平行，ＺＰ轴垂直于运动平台
向上。ｌ１、ｌ２、ｌ３分别为连杆 Ｂ３Ａ３、Ｂ２Ａ２、Ｂ１Ａ１的长度。

将固定坐标系 ＯＢＸＢＹＢＺＢ作为参考坐标系，设机构
转动顺序为 ＺＰ ＹＰ ＸＰ，则运动坐标系 ＯＰＸＰＹＰＺＰ相
对其的旋转矩阵 Ｒ为

Ｒ＝ＲＺｐ（φ）ＲＹｐ（θ）ＲＸｐ（ψ）＝
ｃｏｓφ －ｓｉｎφ ０
ｓｉｎφ ｃｏｓφ ０









０ ０ １

ｃｏｓθ ０ ｓｉｎθ
０ １ ０
－ｓｉｎθ ０ ｃｏｓ









θ

１ ０ ０
０ ｃｏｓψ －ｓｉｎψ
０ ｓｉｎψ ｃｏｓ









ψ
＝

ｃｏｓφｃｏｓθ ｃｏｓφｓｉｎθｓｉｎψ－ｓｉｎφｃｏｓψ ｃｏｓφｓｉｎθｃｏｓψ＋ｓｉｎψｓｉｎφ
ｓｉｎφｃｏｓθ ｓｉｎφｓｉｎθｓｉｎψ＋ｃｏｓφｃｏｓψ ｓｉｎφｓｉｎθｃｏｓψ－ｓｉｎψｃｏｓφ
－ｓｉｎθ ｃｏｓθｓｉｎψ ｃｏｓθｃｏｓ









ψ
＝

ｘｌ ｘｍ ｘｎ
ｙｌ ｙｍ ｙｎ
ｚｌ ｚｍ ｚ











ｎ

（１）

式中，ψ、θ、φ分别为运动平台相对固定坐标系 ＸＢ、
ＹＢ、ＺＢ轴的转角。由于运动平台与固定平台半径相
等，即 ｒＰ＝ｒＢ＝ｒ，则铰链点 Ａｉ、Ｂｉ（ｉ＝１，２，３）在其各
自坐标系中的位置坐标为

Ａ１ [＝ －ｒ
２
　槡３
２
ｒ ]　０

Ｔ

Ａ２ [＝ －ｒ
２
　 －槡３

２
ｒ ]　０

Ｔ

Ａ３＝［ｒ　０　０］











 Ｔ

（２）

Ｂ１ [＝ －ｒ
２
　槡３
２
ｒ ]　０

Ｔ

Ｂ２ [＝ －ｒ
２
　槡３
２
ｒ ]　０

Ｔ

Ｂ３＝［ｒ　０　０］











 Ｔ

（３）

运动坐标系 ＯＰＸＰＹＰＺＰ原点相对于固定坐标系

ＯＢＸＢＹＢＺＢ的位置坐标可表示为 Ｐ＝（０，０，ｈ）
Ｔ
，

ｈ为机构高度。则两平台相应铰链点之间的连杆
矢量为

ｌｉｅｉ＝Ｐ＋ＲＡｉ－Ｂｉ　（ｉ＝１，２，３） （４）
将铰链点 Ａｉ、Ｂｉ的坐标代入式（４），则可得到 ３

根连杆的长度变化方程为

ｌ１＝ ２ｒ２（１－ｘｌ）＋ｈ（ｈ＋２ｒｚｌ槡 ）

ｌ２＝ ２ｒ２＋ｈ２－ｒ
２

(２ ｘｌ槡＋３ｘｍ 槡＋３ｙｌ＋３ｙｍ＋槡
２３
ｒ
ｈｚｍ＋

２
ｒ
ｈｚ)槡 ｌ

ｌ３＝ ２ｒ２＋ｈ２－ｒ
２

(２ ｘｌ槡－３ｘｍ 槡－３ｙｌ＋３ｙｍ－槡
２３
ｒ
ｈｚｍ＋

２
ｒ
ｈｚ)槡













 ｌ

（５）
式（５）即为３ ＵＣＵ并联机构的逆运动学方程。

２２　ＡＷＰＳＯ ＳＭ 数值求解

算法的具体运算过程如下：

（１）根据式（５），将非线性方程转换为

ｆ１（ψ，θ，φ）＝ ２ｒ２（１－ｘｌ）＋ｈ（ｈ＋２ｒｚｌ槡[ ]）
１
２／ｌ１－１

ｆ２（ψ，θ，φ）＝ ２ｒ２＋ｈ２－ｒ
２

(２ ｘｌ 槡＋３ｘｍ 槡＋３ｙｌ＋３ｙｍ＋ 槡
２ ３
ｒ
ｈｚｍ＋

２
ｒ
ｈｚ)槡[ ]ｌ

１
２

ｌ２－１

ｆ３（ψ，θ，φ）＝ ２ｒ２＋ｈ２－ｒ
２

(２ ｘｌ 槡－３ｘｍ 槡－３ｙｌ＋３ｙｍ－ 槡
２ ３
ｒ
ｈｚｍ＋

２
ｒ
ｈｚ)槡[ ]ｌ

１
２

ｌ３













 －１

（６）

　　（２）在搜索空间内对粒子群进行初始化，令 ｘ＝
（ψ，θ，φ），搜索速度为 ｖ。为防止计算结果出现多
解，提高运算精度，故给定粒子大小及搜索速度的约

束空间，即粒子最大值 ｘｍａｘ和最小值 ｘｍｉｎ，以及粒子
最大搜索速度 ｖｍａｘ和最小搜索速度 ｖｍｉｎ。定义种群
规模为 ｎ，最大迭代次数 ｍ，惯性权重 ｗ的最大值
ｗｍａｘ及最小值 ｗｍｉｎ并初始化种群的位置速度。

（３）令 Ｆ＝（ｆ１，ｆ２，ｆ３），设粒子的适应度函数为

ｆ（ｊ）＝１
３
（‖Ｆ‖２） （７）

式中　ｆ（ｊ）———第 ｊ个粒子的适应度函数
‖Ｆ‖２———向量 Ｆ的２范数
（４）粒子位置的更新过程：根据粒子当前状态，

比较粒子的适应度函数值 ｆ与粒子自身最优历史位
置 ｐｂｅｓｔｐ对应的适应度函数值 ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｐ，如果 ｆ＜

ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｐ，则此时粒子对应的 ｐｂｅｓｔｐ就是当前粒子位置；
比较每个粒子的 ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｐ与种群中运行最优的粒子
ｐｂｅｓｔｇ对应的适应度函数值 ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｇ，如果 ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｐ＜
ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｇ，则 ｐｂｅｓｔｇ就是 ｐｂｅｓｔｐ所对应的粒子位置。

（５）计算惯性权重

　ｗ＝

ｗｍｉｎ＋（ｆ（ｉ）－ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｇ）（ｗｍａｘ－ｗｍｉｎ）／

　　（ｆｖａｇｆ－ｆｂｅｓｔ＿ｖａｌｕｅｐ） （ｆ（ｉ）≤ｆｖａｇｆ）

ｗｍａｘ （ｆ（ｉ）＞ｆｖａｇｆ
{

）

（８）

式中　ｆｖａｇｆ———整个种群适应度函数的平均值
更新粒子的速度和位置

ｖｋ＋１ｉｊ ＝ｗ
ｋｖｋｉｊ＋Ｃ１Ｒ１（ｐｂｅｓｔｐｉｊ－ｘ

ｋ
ｉｊ）＋Ｃ２Ｒ２（ｐｂｅｓｔｇｉ－ｘ

ｋ
ｉｊ）

（９）
ｘｋ＋１ｉｊ ＝ｘ

ｋ
ｋ＋１＋ｖ

ｋ＋１
ｉｊ （１０）

式中，ｉ＝１，２，…，ｎ；ｊ＝１，２，３；ｋ＝０，１，２，…，ｍ；Ｃ１和
Ｃ２称为学习因子，Ｒ１和 Ｒ２为服从［０，１］分布的随机
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数。

进行越界限制

ｖｋ＋１ｉｊ ＝
ｖｍａｘ （ｖｋ＋１ｉｊ ≥ｖｍａｘ）

ｖｍｉｎ （ｖｋ＋１ｉｊ ≤ｖｍｉｎ{ ）
（１１）

ｘｋ＋１ｉｊ ＝
ｘｍａｘ （ｘｋ＋１ｉｊ ≥ｘｍａｘ）

ｘｍｉｎ （ｘｋ＋１ｉｊ ≤ｘｍｉｎ{ ）
（１２）

（６）为了改善粒子群算法的种群多样性，在算
法中加入随机变异。

ｘｋｉｌ＝λ１ｐｂｅｓｔｐ　（λ２＞０８） （１３）

式中，ｘｋｉｌ为在第 ｋ次进化、第 ｉ个粒子中所需辨识变
　　

量中的一个随机变量，λ１、λ２为服从［０，１］分布的随

机数。

（７）若迭代次数未达到最大迭代次数 ｍ，则返

回步骤（３）；若达到最大迭代次数则转到步骤（８）。

（８）定义弦截法的迭代精度为 １０－４，并将由粒

子群算法所得到的结果作为迭代初值，即 ｘ０＝（ψ０，

θ０，φ０），将 ｘ０＋００００１作为其前一个迭代值。

（９）更新过程：迭代格式为

ｘｋ＋１＝ｘｋ－Ｙ（ｘｋ）
－１Ｆ（ｘｋ） （１４）

其中

Ｙ（ｘｋ）＝
ｆ１（ψｋ，θｋ－１，φｋ－１）－ｆ１（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）

ψｋ－ψｋ－１

ｆ１（ψｋ－１，θｋ，φｋ－１）－ｆ１（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
θｋ－θｋ－１

ｆ１（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ）－ｆ１（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
φｋ－φｋ－１

ｆ２（ψｋ，θｋ－１，φｋ－１）－ｆ２（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
ψｋ－ψｋ－１

ｆ２（ψｋ－１，θｋ，φｋ－１）－ｆ２（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
θｋ－θｋ－１

ｆ２（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ）－ｆ２（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
φｋ－φｋ－１

ｆ３（ψｋ，θｋ－１，φｋ－１）－ｆ３（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
ψｋ－ψｋ－１

ｆ３（ψｋ－１，θｋ，φｋ－１）－ｆ３（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
θｋ－θｋ－１

ｆ３（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ）－ｆ３（ψｋ－１，θｋ－１，φｋ－１）
φｋ－φｋ



















－１

（１５）
　　（１０）如果迭代精度未达到要求，则返回步
骤（８）继续计算；若达到精度要求，则退出计算；若
迭代次数大于５００次，则强制退出计算，并提示迭代
不收敛。

３　并联机构正运动学数值算例

３１　３ ＵＣＵ机构数值算例
３ ＵＣＵ并联机构固定平台及运动平台半径 ｒ＝

３８５ｍｍ，运动坐标系 ＯＰＸＰＹＰＺＰ原点相对于固定坐

标系 ＯＢＸＢＹＢＺＢ的位置坐标为 Ｐ＝（０，０，２５０），令机
构运动平台呈现５种典型运动姿态，即分别绕 ３个
轴的转角、绕 ＸＢ和 ＹＢ轴的复合转角以及同时绕 ３
个轴的复合转角，具体转角目标值如表 １～３所示；
根据目标值，通过机构逆运动学方程求得连杆长度，

并将其作为 ＡＷＰＳＯ ＳＭ、ＡＷＰＳＯ算法及弦截法的
输入量；对于 ＡＷＰＳＯ ＳＭ，设粒子群的种群规模为
ｎ＝３０，最大迭代次数为 ｍ＝２００、ｘｍａｘ＝０８７ｒａｄ、
ｘｍｉｎ＝－０８７ｒａｄ、ｖｍａｘ＝０８７ｒａｄ／ｓ、ｖｍｉｎ＝－０８７ｒａｄ／ｓ、

表 １　３ ＵＣＵＡＷＰＳＯ ＳＭ 计算结果

Ｔａｂ．１　３ ＵＣＵｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯ ＳＭ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ００８２９９ ００８２９８ １×１０－５ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２０３

２ ０ ０ ０ ０１９６３５ ０１９６３５ ０ ０ ０ ０ ２０３

３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０１７４５３ ０１７４５３ ０ ２０２

４ ０５９７５７ ０５９７５７ ０ －０１９４１６ －０１９４１６ ０ ０ ０ ０ ２０３

５ ０２８５２５ ０２８５２５ ０ －０５５９８４ －０５５９８４ ０ ００８４９１ ００８４９１ ０ ２０５

表 ２　３ ＵＣＵＡＷＰＳＯ算法计算结果

Ｔａｂ．２　３ ＵＣＵｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ００８２９９ ００８３１９ －２×１０－４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ １０００

２ ０ ０ ０ ０１９６３５ ０１９６３２ ３×１０－５ ０ ０ ０ １０００

３ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０１７４５３ ０１７４６０ －７×１０－５ １０００

４ ０５９７５７ ０５９７３９ １８×１０－４ －０１９４１６ －０１９２５５ －１６１×１０－３ ０ －０１００８１ ０１００８１ １０００

５ ０２８５２５ ０２８１６２ ３６３×１０－３ －０５５９８４ －０５６００１ １７×１０－４ ００８４９１ ０ ００８４９１ １０００
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表 ３　３ ＵＣＵ弦截法计算结果

Ｔａｂ．３　３ ＵＣＵｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｃａｎｔｍｅｔｈｏｄ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ００８２９９ ＮａＮ ＮａＮ ０ ＮａＮ ＮａＮ ０ ＮａＮ ＮａＮ ４３７

２ ０ ＮａＮ ＮａＮ ０１９６３５ ＮａＮ ＮａＮ ０ ＮａＮ ＮａＮ ３０８

３ ０ ＮａＮ ＮａＮ ０ ＮａＮ ＮａＮ ０１７４５３ ＮａＮ ＮａＮ ４２

４ ０５９７５７ 不收敛 — －０１９４１６ 不收敛 — ０ 不收敛 — ＞５００

５ ０２８５２５ ＮａＮ ＮａＮ －０５５９８４ ＮａＮ ＮａＮ ００８４９１ ＮａＮ ＮａＮ ４３４

ωｍａｘ＝１２、ωｍｉｎ＝０３、Ｃ１＝Ｃ２＝１８，设种群初值为
［１，１，１］。对于 ＡＷＰＳＯ算法，设粒子群的种群规模
为 ｎ′＝１００，最大迭代次数为 ｍ′＝１０００，其余参数不
变。对于弦截法设其迭代初值也为［１，１，１］。然后
对机构的正运动学方程进行求解，并将 ３种方法所
求结果进行对比，其结果如表１～３所示。

从表１和表 ２可以看出，ＡＷＰＳＯ ＳＭ弥补了
ＡＷＰＳＯ的局部收敛性，且仅需较少的迭代次数便可
以获得较为精确的结果。从表 ３可以看出，当初值
与目标值相差较大时，弦截法处于发散状态，而

ＡＷＰＳＯ ＳＭ则避免了该问题对计算结果的影响，
能够精确地对３ ＵＣＵ并联机构的正运动学方程进
行求解。

３２　３ ＰＰＲ机构数值算例
３ ＰＰＲ并联机构具有 ２个平移自由度和 １个

转动自由度，根据文献［１２］可知 ３ ＰＰＲ并联机构
的逆运动学方程为

ｄ１＝－
ｒ
２
ｃｏｓθ－槡３ｒ２

ｓｉｎθ＋ｘ＋ｒ２

ｄ２＝－
ｒ
２
ｃｏｓθ＋槡３ｒ２

ｓｉｎθ＋ｘ＋ｒ２
ｄ３＝ｒｓｉｎθ＋













ｙ

（１６）

式中，ｄ＝（ｄ１，ｄ２，ｄ３）为驱动器位移，设机构固定平
台与运动平台的半径相等，即 ｒ＝４０ｍｍ。

依照上述求解步骤，利用文献［１２］中所列目标
值进行数值仿真，对于 ＡＷＰＳＯ ＳＭ，设粒子群的种
群规模为 ｎ＝３０，最大迭代次数为 ｍ＝２００、ｘｍａｘ１＝
０４２ｒａｄ、ｘｍｉｎ１＝－０４２ｒａｄ、ｖｍａｘ１＝０４２ｒａｄ／ｓ、ｖｍｉｎ１＝
－０４２ｒａｄ／ｓ、ｘｍａｘ２＝６０ｍｍ、ｘｍｉｎ２＝－６０ｍｍ、ｖｍａｘ２＝
６０ｍｍ／ｓ、ｖｍｉｎ２ ＝－６０ｍｍ／ｓ、ωｍａｘ＝１２、ωｍｉｎ＝０３、
Ｃ１＝Ｃ２＝１８，设种群初值为［１０，１０，１０］。对于
ＡＷＰＳＯ算法，设粒子群的种群规模为 ｎ′＝１００，最大迭
代次数为ｍ′＝１０００，其余参数不变。对于弦截法设其
迭代初值也为［１０，１０，１０］。其结果如表４～６所示。

表 ４　３ ＰＰＲＡＷＰＳＯ ＳＭ 计算结果

Ｔａｂ．４　３ ＰＰＲｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯ ＳＭ

算例
ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ θ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ １０ １０ ０ １５ １５ ０ ００８７２７ ００８７２７ ０ ２０３

２ １０ １０ ０ ２０ ２０ ０ ０１７４５３ ０１７４５３ ０ ２０３

３ １５ １５ ０ １５ １５ ０ ０１７４５３ ０１７４５３ ０ ２０３

４ １５ １５ ０ ２０ ２０ ０ ０２６１８ ０２６１８ ０ ２０３

５ ２０ ２０ ０ １５ １５ ０ ０１７４５３ ０１７４５３ ０ ２０３

表 ５　３ ＰＰＲＡＷＰＳＯ算法计算结果

Ｔａｂ．５　３ ＰＰＲｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算例
ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ θ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ １０ ９７５９３７ ０２４０６３ １５ １６１６７９４ －１１６７９４ ００８７２７ ００８３８４ ３４３×１０－３ １０００

２ １０ １０２０４１９ －０２０４１９ ２０ １９０３６３３ ０９６３６７ ０１７４５３ ０１８４２ －９６７×１０－３ １０００

３ １５ １５３０８９ ０３０８９ １５ １３６７０７ １３２９３ ０１７４５３ ０１８１５９ －７０６×１０－３ １０００

４ １５ １４４９５８６ ０５０４１４ ２０ １９１２５１ ０８７４９ ０２６１８ ０２４７１６ ００１４６４ １０００

５ ２０ １９５７０４５ ０４２９５５ １５ １６６６５１８ －１６６５１８ ０１７４５３ ０１６００４ ００１４４９ １０００

　　从表４和表 ５同样可以看出，ＡＷＰＳＯ ＳＭ有
效弥补了 ＡＷＰＳＯ的局部收敛性，且所需迭代次数
更少、精度更高。从表６可以看出，初值对弦截法求

解精度的影响较大，而 ＡＷＰＳＯ ＳＭ则避免了初值
问题对计算结果的影响。故相较 ＡＷＰＳＯ及弦截
法，其能够有效地对 ３ ＰＰＲ并联机构的正运动学
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　　 表 ６　３ ＰＰＲ弦截法计算结果

Ｔａｂ．６　３ ＰＰＲｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｃａｎｔｍｅｔｈｏｄ

算例
ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ θ／ｒａｄ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ １０ ＮａＮ ＮａＮ １５ ＮａＮ ＮａＮ ００８７２７ ＮａＮ ＮａＮ ５

２ １０ －２９３９２３１ ３９３９２３１ ２０ ２０ ０ ０１７４５３ ９２５０２４ －９０７５７１ ５

３ １５ －２４３９２３１ ３９３９２３１ １５ １５ ０ ０１７４５３ ９２５０２４ －９０７５７１ ５

４ １５ －２３６３７０３ ３８６３７０３ ２０ ２０ ０ ０２６１８ ９１６２９８ －８９０１１８ ５

５ ２０ －１９３９２３１ ３９３９２３１ １５ １５ ０ ０１７４５３ ９２５０２４ －９０７５７１ ５

方程进行求解。

３３　４ ＳＰＳ机构数值算例
４ ＳＰＳ并联机构具有 ３个转动自由度和 １个

垂直方向平移自由度，根据文献［１５］及式（１）可知
４ ＳＰＳ并联机构的逆运动学方程为

ｌ１＝ （ａｘｌ－ａｘｍ－ｂ）
２＋（ａｙｌ－ａｙｍ＋ｂ）

２＋（ａｚｌ－ａｚｍ＋ｚ）槡
２

ｌ２＝ （ａｘｌ＋ａｘｍ－ｂ）
２＋（ａｙｌ＋ａｙｍ－ｂ）

２＋（ａｚｌ＋ａｚｍ＋ｚ）槡
２

ｌ３＝ （－ａｘｌ＋ａｘｍ＋ｂ）
２＋（－ａｙｌ＋ａｙｍ－ｂ）

２＋（－ａｚｌ＋ａｚｍ＋ｚ）槡
２

ｌ４＝ （－ａｘｌ－ａｘｍ＋ｂ）
２＋（－ａｙｌ－ａｙｍ＋ｂ）

２＋（－ａｚｌ－ａｚｍ＋ｚ）槡













２

（１７）
式中，ｌ＝（ｌ１，ｌ２，ｌ３，ｌ４）为机构连杆杆长；ａ为运动

平台边长的１／２，设 ａ＝１００ｍｍ；ｂ为固定平台边长
的１／２，设 ｂ＝２００ｍｍ。

依照上述求解步骤，利用表 ７中所列目标值进
行数值仿真，对于 ＡＷＰＳＯ ＳＭ，设粒子群种群规模
为 ｎ＝３０，最大迭代次数为 ｍ＝２００、ｘｍａｘ１＝１２２ｒａｄ、
ｘｍｉｎ１＝－１２２ｒａｄ、ｖｍａｘ１＝１２２ｒａｄ／ｓ、ｖｍｉｎ１＝－１２２ｒａｄ／ｓ、
ｘｍａｘ２＝３００ｍｍ、ｘｍｉｎ２＝－８０ｍｍ、ｖｍａｘ２＝１００ｍｍ／ｓ、ｖｍｉｎ２＝
－１００ｍｍ／ｓ、ωｍａｘ＝１２、ωｍｉｎ＝０３、Ｃ１＝Ｃ２＝１８。设种
群初值为［１０，１０，１０，１０］。对于 ＡＷＰＳＯ算法，设粒
子群的种群规模为 ｎ′＝１００，最大迭代次数为 ｍ′＝
１０００，其余参数不变。对于弦截法设其迭代初值也
为［１０，１０，１０，１０］。其结果如表７～９所示。

表 ７　４ ＳＰＳＡＷＰＳＯ ＳＭ 计算结果

Ｔａｂ．７　４ ＳＰＳｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯ ＳＭ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ ｚ／ｍｍ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ０５５８５１ ０５５８５１ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２００ ２００ ０ ２０４
２ ０ ０ ０ ０７８５４ ０７８５４ ０ ０ ０ ０ ２００ ２００ ０ ２０２
３ ０７８５４ ０７８５４ ０ ０６２８３２ ０６２８３２ ０ ０ ０ ０ １００ １００ ０ ２０４
４ ０５２３６ ０５２３６ ０ ０５２３６ ０５２３６ ０ １０４７２ １０４７２ ０ ２００ ２００ ０ ２０６
５ ００９８１７ ００９８１７ ０ ０４４８８ ０４４８８ ０ ０７８５４ ０７８５４ ０ １７５ １７５ ０ ２０５

表 ８　４ ＳＰＳＡＷＰＳＯ算法计算结果

Ｔａｂ．８　４ ＳＰＳｒｅｓｕｌｔｓｏｆＡＷＰＳＯａｌｇｏｒｉｔｈｍ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ ｚ／ｍｍ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ０５５８５１ ０５５８３８ １３×１０－４ ０ ０ ０ ０ ０ ０ ２００ ２００ ０ １０００

２ ０ ０ ０ ０７８５４ ０７８５３４ ６×１０－５ ０ ０ ０ ２００ ２００ ０ １０００

３ ０７８５４ ０８０７４ －００２２ ０６２８３２ ０６３７７９ ９４７×１０－３ ０ ０ ０ １００ ９７３０８２５ ２６９１７５ １０００

４ ０５２３６ ０９３２８６ －０４０９２６ ０５２３６ ０７７５９ －０２５２３ １０４７２ １２２１７３ －０１７４５３ ２００ １３０６１４ ６９３８６ １０００

５ ００９８１７ ００９８５７ ４×１０－４ ０４４８８ ０４１０１６ ００３８６４ ０７８５４ ０２９４７ ０４９０７ １７５ ２００ －２５ １０００

表 ９　４ ＳＰＳ弦截法计算结果

Ｔａｂ．９　４ ＳＰＳｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｅｃａｎｔｍｅｔｈｏｄ

算例
ψ／ｒａｄ θ／ｒａｄ φ／ｒａｄ ｚ／ｍｍ

目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差 目标值 实际值 绝对误差

迭代

次数

１ ０５５８５１ Ｉｎｆ Ｉｎｆ ０ ０ ０ ０ Ｎａｎ Ｎａｎ ２００ ０ ２００ ４０２
２ ０ ＮａＮ ＮａＮ ０７８５４ ＮａＮ ＮａＮ ０ ＮａＮ ＮａＮ ２００ ＮａＮ ＮａＮ ４９０
３ ０７８５４ Ｉｎｆ Ｉｎｆ ０６２８３２ ０ ０６２８３２ ０ ＮａＮ ＮａＮ ２００ ０ ２００ ４２０
４ ０５２３６ 发散 — ０５２３６ 发散 — １０４７２ 发散 — ２００ 发散 — ＞５００
５ ００９８１７ 发散 — ０４４８８ 发散 — ０７８５４ 发散 — １７５ 发散 — ＞５００
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　　表 ７和表 ８再次显示了 ＡＷＰＳＯ ＳＭ相较
ＡＷＰＳＯ算法在求解精度以及迭代次数上的优越性。
从表９可以看出，当初值为［１０，１０，１０，１０］时，弦
截法无法对４ ＳＰＳ并联机构的正运动学问题进行
求解，而 ＡＷＰＳＯ ＳＭ则避免了初值问题对计算结
果的影响。故 ＡＷＰＳＯ ＳＭ算法也能精确、有效地
对４ ＳＰＳ并联机构的正运动学方程进行求解，进而
说明该算法针对并联机构正运动学问题的求解具有

一定的普适性。

４　结束语

基于数值迭代算法与智能优化算法相结合的思

路，提出针对并联机构运动学正解问题的通用求解

算法：ＡＷＳＰＳＯ ＳＭ算法。针对３ ＵＣＵ并联机构，
对算法的详细求解过程进行了阐述；最后，依照算法

求解步骤，通过数值算例，分别对 ３ ＵＣＵ、３ ＰＰＲ、
４ ＳＰＳ并联机构的正运动学问题进行求解，并与
ＡＷＰＳＯ算法和弦截法进行了比较，从而对算法的有
效性及精确性进行了验证。由仿真结果可知，利用

ＡＷＰＳＯ ＳＭ可以精确地对并联机构的正运动学问
题进行求解，避免了 ＡＷＰＳＯ局部收敛性和弦截法
初值问题对运算结果的影响。此外，该算法避免了

求导过程，运算过程简单快捷，相较 ＡＷＰＳＯ算法仅
需很少的迭代步骤便可以获得较为精确的运算结

果，具有良好的通用性。
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