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摘要：提出了一种具有雅可比矩阵恒定特性的 ３ ＰＲＲＲ三维移动并联机构，当选取移动副作为主动输入时，该机

构具有雅可比矩阵恒定的特性。基于螺旋理论分析了 ３ ＰＲＲＲ并联机构自由度，利用矢量法建立位置正／反解模

型，进而得到了该机构的工作空间。基于传递力螺旋和主运动螺旋求解了该机构的雅可比矩阵，从得到的机构速

度／力变化曲线可知，在确定的输入下，机构输出参数曲线在不同位姿下相重合，从而验证了该机构雅可比矩阵恒

定。在此基础上，分析了该机构的传递性能，得到了分支传递功率与 β（移动副和转动副轴线夹角）的关系曲线，可

知输入功率不变时，机构的传递功率随着 β的增大而减小。分别选取 β为 ０°和 ３０°时绘制该机构输出速度和力曲

线，得到该机构在 β为 ０°时传递性能最佳。
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　　引言

并联机构的雅可比矩阵描述了机构输入输出之

间线性映射关系
［１－２］

，并联机构的许多性能评价指

标都依赖其雅可比矩阵
［２－３］

。一般而言，并联机构

的雅可比矩阵会随着机构位姿变化而变化，其机构

的输入输出映射关系也会随之变化，进而机构的各

性能指标也会在工作空间内发生变化。若并联机构

的雅可比矩阵在工作空间任意位姿下始终能保持恒

定，则机构的传递性能等各性能指标在工作空间全

域内都将保持恒定，这将对机构的设计分析与控制

带来诸多便利。

在三维移动并联机构研究方面，文献［４－８］从
机构运动学、空间位置等方向对三维移动并联机构

进行了分析。在并联机构传递性能领域，文献［９－
１２］为分析并联机构的传递性能提供了理论依据，
并以机构传递性能作为评价指标进行尺度优

化
［１３－１９］

。本文在分析得到３ ＰＲＲＲ并联机构雅可
比矩阵始终保持恒定的基础上，利用瞬时传递功率

分析机构的功率传递性能，通过速度／力雅可比矩
阵，对机构的速度／力传递性能进行分析，并给出该
机构传递性能达到最佳时的条件。

１　３ ＰＲＲＲ并联机构

１１　结构与约束特征
３ ＰＲＲＲ并联机构的模型及坐标建立如图 １

所示。

图 １　３ ＰＲＲＲ并联机构

Ｆｉｇ．１　３ ＰＲＲＲｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

３个转动副轴线互相平行，且与移动副轴线夹
角为 β。移动副沿着定平台上的导杆运动，３根导杆
与水平面夹角为 α，且导杆延长线在水平面上投影
组成等边三角形，三角形外接圆半径为 Ｒ。Ｏｉ（ｉ＝
１，２，３）为导杆端点，Ｄｉ（ｉ＝１，２，３）为移动副中心。
３个转动副之间通过第 １连杆 ｌｉ１（ｉ＝１，２，３）和第 ２
连杆ｌｉ２（ｉ＝１，２，３）相连，长度均为ｌ，Ａｉ、Ｂｉ、Ｃｉ（ｉ＝１，

２，３）为转动副中心，各分支第 １转动副中心与移动
副中心的距离为 ｍ，第３转动副中心 Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３３点
组成等边三角形，其外接圆半径为 ｒ。

在定平台上建立基坐标系 ＯＸＹＺ，其中 Ｏ点为
定平台中心点，Ｚ轴为定平台法线方向，Ｙ轴垂直于
第三导杆，Ｘ轴由右手定则确定。在动平台上建立
动坐标系 Ｐｘｙｚ，其中 Ｐ为等边三角形 Ｃ１Ｃ２Ｃ３的中
心，ｘ轴、ｙ轴、ｚ轴方向均与定坐标系 Ｘ轴、Ｙ轴、Ｚ
轴方向相同。在 Ａｉ（ｉ＝１，２，３）点建立动坐标系
Ａｉｘｉｙｉｚｉ，其中 ｚｉ轴沿导杆向上，ｙｉ轴沿着转动副的轴
线方向，ｘｉ轴由右手定则确定。
１２　机构自由度分析

通过建立的分支坐标系可以写出分支中各运动

副的运动螺旋

＄ｉ１＝（０ ０ ０； ０ ｃｏｓβ ｓｉｎβ）

＄ｉ２＝（０ １ ０； ０ ０ ０）

＄ｉ３＝（０ １ ０； Ｐｉ３ ０ Ｒ
ｉ３）

＄ｉ４＝（０ １ ０； Ｐｉ４ ０ Ｒｉ４













）

（１）

式中　ｉ———机构的第 ｉ（ｉ＝１，２，３）个分支
Ｐｉ３、Ｒｉ３———第二转动副位置参数
Ｐｉ４、Ｒｉ４———第三转动副位置参数

由式（１）中分支的运动螺旋可求出各分支的约
束螺旋为

＄ｒｉ１＝（０ ０ ０； １ ０ ０）

＄ｒｉ２＝（０ ０ ０； ０ ０ １{ ）
（２）

各分支的约束螺旋 ＄ｒｉ１、＄
ｒ
ｉ２分别为过分支坐标

系原点并沿着 ｘｉ轴和 ｚｉ轴方向的约束力偶，由于各
分支对称布置，３个分支坐标系 ｚｉ轴呈空间交错分
布，而 ｘｉ轴与 ｚｉ轴互相垂直，因此 ３个分支对动平
台共施加线性无关的偶量数目为３，约束了动平台 ３
个转动自由度。

１３　位置反解
设动坐标系原点 Ｐ在基坐标系中的坐标为

（Ｐｘ，Ｐｙ，Ｐｚ），则 Ｃｉ（ｉ＝１，２，３）在动坐标系下的坐标

分别为
ＰＣ１（ 槡－ ３ｒ／２，－ｒ／２，０），

ＰＣ２（槡３ｒ／２，－ｒ／２，

０），ＰＣ３（０，ｒ，０）。在分支坐标系下坐标分别为
ＡｉＣｉ（ｌｓｉｎθ２ｉ，０，ｌ－ｌｃｏｓθ２ｉ），ｉ＝１，２，３。设 ｄ１、ｄ２、ｄ３为
驱动杆长 Ｏ１Ｄ１、Ｏ２Ｄ２、Ｏ３Ｄ３的驱动变量，Ｒｉ（ｉ＝１，
２，３）为分支坐标系与基坐标系之间的旋转变换矩
阵，由图１可得

Ｒ１＝Ｒｚ（３０°）Ｒｘ（α－β）Ｒｙ（－θ１１）

Ｒ２＝Ｒｚ（１５０°）Ｒｘ（α－β）Ｒｙ（－θ１２）

Ｒ３＝Ｒｚ（－９０°）Ｒｘ（α－β）Ｒｙ（－θ１３
{

）

（３）

由于该机构是三维移动并联机构，所以动坐标

系与基坐标系下的旋转变换矩阵为单位阵。通过
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Ｃｉ点坐标建立在不同坐标系下的关系
ＯＣｉ＝

ＰＣｉ＋ｌＯＰ （４）
ＯＣｉ＝Ｒｉ

ＡｉＣｉ＋ｌＯＡｉ （５）
联立式（３）～（５）求得方程组，其中包含结构变量

ｘ１＝ｃｏｓθ１ｉ（ｌ－ｌｃｏｓθ２ｉ）

ｘ２＝ｓｉｎθ１ｉ（ｌ－ｌｃｏｓθ２ｉ）

ｙ１＝ｌｓｉｎθ１ｉｓｉｎθ２ｉ
ｙ２＝ｌｃｏｓθ１ｉｓｉｎθ２













ｉ

化简消去其中的结构变量求得 ３ ＰＲＲＲ机构的位
置反解表达式

ｄ１＝（－ＡＰｘ 槡＋３ＡＰｙ＋２ＢＰｚ 槡＋３ＲＡ＋

　　２ｍＡ２＋２ｍＢ２）／（２ＡＣ＋２ＢＤ）

ｄ２＝（－ＡＰｘ 槡－３ＡＰｙ＋ＢＰｚ 槡＋３ＲＡ＋

槡　　 ３ｒＡ＋２ｍＡ２＋ｍＢ２）／（２ＡＣ＋ＢＤ）

ｄ３＝（ＡＰｘ＋ＢＰｚ 槡＋３ＲＡ／２＋ｍＡ
２＋

　　ｍＢ２）／（ＡＣ＋ＢＤ

















）

其中 Ａ＝ｃｏｓ（α－β）　Ｂ＝ｓｉｎ（α－β）
Ｃ＝ｃｏｓα　Ｄ＝ｓｉｎα

１４　位置正解
位置正解是已知并联机构的驱动变量 ｄ１、ｄ２、ｄ３

求解动平台的位置参数 Ｐｘ、Ｐｙ、Ｐｚ，根据得到的位置
反解表达式可知

Ｐｘ＝［－（２ＡＣ＋２ＢＤ）ｄ１－（２ＡＣ＋ＢＤ）ｄ２＋

　　３（ＡＣ＋ＢＤ）ｄ３ 槡＋３ＲＡ／ 槡２＋３ｒＡ＋

　　ｍＡ２－２ｍＢ］／（５Ａ）
Ｐｙ＝［－２（２ＡＣ＋２ＢＤ）ｄ１＋３（２ＡＣ＋ＢＤ）ｄ２＋

　　（ＡＣ＋ＢＤ）ｄ３ 槡－３ ３ＲＡ／ 槡２－３ ３ｒＡ－

　　３ｍＡ２］／（－５Ａ）
Ｐｚ＝［－（２ＡＣ＋２ＢＤ）ｄ１－（２ＡＣ＋ＢＤ）ｄ２－

　　２（ＡＣ＋ＢＤ）ｄ３ 槡＋３ ３ＲＡ 槡－３ｒＡ＋

　　６ｍＡ２－３ｍＢ］／（－５Ａ





















）

１５　工作空间

并联机构工作空间是指动平台参考点可达到的

工作区域。假定该机构结构参数为：Ｒ＝３００ｍｍ、ｒ＝
２００ｍｍ、ｍ＝９０ｍｍ、α＝１５°、β＝３０°。以动坐标系原
点为参考点，根据位置正解表达式，应用 Ｍａｔｌａｂ软件
编程，在 ０ｍｍ≤ｄ１≤６００ｍｍ，０ｍｍ≤ｄ２≤６００ｍｍ，
０ｍｍ≤ｄ３≤６００ｍｍ范围内，基于蒙特卡洛法绘制出
该机构的工作空间，如图２所示。

２　雅可比矩阵

并联机构的雅可比矩阵表示了操作空间与关节

空间之间速度与力的传递关系，是并联机构性能分

图 ２　３ ＰＲＲＲ并联机构工作空间

Ｆｉｇ．２　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆ３ ＰＲＲＲｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
析与评价的基础。基于螺旋理论，得到３ ＰＲＲＲ并
联机构的雅可比矩阵求解公式

［２０］

Ｊ＝Ｊ－１ｍ Ｊｎ （６）
其中

Ｊｍ＝

Ｌａ１ Ｍａ１ Ｎａ１
Ｌａ２ Ｍａ２ Ｎａ２
Ｌａ３ Ｍａ３ Ｎａ











３

（７）

Ｊｎ＝

＄ｂ１＄ａ１ ０ ０

０ ＄ｂ２＄ａ２ ０

０ ０ ＄ｂ３＄ａ











３

（８）

式中　Ｌａｉ、Ｍａｉ、Ｎａｉ———分支传递螺旋轴线的方向数
＄ｂｉ———分支传递力螺旋
＄ａｉ———分支主动螺旋
选取移动副作为主动副，将主动副刚化，求出分

支的传递力螺旋

＄ｂｉ＝［０ １ ０； ０ ０ ０］
将分支的传递力螺旋在基坐标系中表示，可知

传递力螺旋过 Ａｉ点沿 ｙｉ轴正向，与主动螺旋夹角为
β，如图３所示。根据式（７）、（８）可求出

Ｊｍ＝

－１
２
Ａ 槡３

２
Ａ Ｂ

－１
２
Ａ －槡３

２
Ａ Ｂ

Ａ ０















Ｂ

Ｊｎ＝
ＡＣ＋ＢＤ ０ ０
０ ＡＣ＋ＢＤ ０
０ ０ ＡＣ＋









ＢＤ

根据式（６）求出 ３ ＰＲＲＲ并联机构的雅可比
矩阵，分析可知当选取移动副作为主动输入时，该机

构的雅可比矩阵仅决定于结构参数 α和 β，即 ３
ＰＲＲＲ并联机构在任何位姿下，雅可比矩阵保持
恒定。

假定机构结构参数 α＝１５°、β＝３０°，在移动副
作为主动输入情况下，假定各分支驱动速度方程为

ｄ
·

１＝１０ｓｉｎ（ｔ＋π／２）

ｄ
·

２＝１５ｃｏｓ（２ｔ）

ｄ
·

３＝２０ｃｏｓ（ｔ＋π／３










）

（９）
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图 ３　分支传递力螺旋

Ｆｉｇ．３　Ｌｉｍｂｔｒａｎｓｍｉｓｓｉｏｎｗｒｅｎｃｈｓｃｒｅｗ
　
机构在不同位姿下，动平台输出的速度变化曲线如

图４所示。其中，Ｐ
·

ｉｊ（ｉ＝１，２，３；ｊ＝Ｘ，Ｙ，Ｚ）表示动平
台在第 ｉ种位姿下，沿 ｊ方向的移动速度。同样，保
证结构参数不变，假定各分支驱动力方程为

ｆ１＝１２ｃｏｓ（ｔ＋π）

ｆ２＝１０ｓｉｎ（ｔ＋π）

ｆ３＝１６ｃｏｓ（ｔ／２＋π／２
{

）

（１０）

机构在不同位姿下，动平台输出力变化曲线如图 ５
所示。其中，ｆｉｊ（ｉ＝１，２，３；ｊ＝Ｘ，Ｙ，Ｚ）表示动平台在
第 ｉ种位姿下，沿 ｊ方向的输出力。

图 ４　动平台输出速度曲线

Ｆｉｇ．４　Ｏｕｔｐｕｔｓｐｅｅｄｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 ５　动平台输出力曲线

Ｆｉｇ．５　Ｏｕｔｐｕｔｆｏｒｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　
当给定移动副确定的输入速度／力，该机构在不

同位姿下，动平台沿 Ｘ、Ｙ、Ｚ３个方向的输出速度／

力曲线完全重合，从而验证了该机构雅可比矩阵恒

定，即机构的输入与输出映射关系不因机构位姿的

变化而改变。

３　３ ＰＲＲＲ传递性能分析

３１　功率传递性能分析
一般并联机构在不同位姿下，瞬时传递功率绝

对值不同，并不能直接将瞬时功率作为评价并联机

构传递性能的指标。因此在分析和评价并联机构的

传递性能时，可采用能效系数进行分析，即并联机构

的瞬时传递功率和理论上可能的最大传递功率之比

定义为能效系数。而本文所提 ３ ＰＲＲＲ并联机构
具有雅可比矩阵恒定的特性，在给定确定的输入情

况下，机构具有恒定的传递功率，因此可用瞬时传递

功率绝对值分析该机构的传递性能。

３ ＰＲＲＲ并联机构分支传递功率可以用分支
传递力螺旋和动平台运动螺旋的互易积表示。刚化

３ ＰＲＲＲ并联机构第 ２和第 ３分支主动副，设第 １

分支主动副输入速度为 ｖ，即输入速度为 ｄ
·

＝
［ｖ ０ ０］Ｔ，驱动力为 ｆ，根据定义分支传递功率为

Ｗ＝＄ｂ１＄Ｏ１＝Ｓｂ１Ｊｄ
·

＝ｆｖＰ （１１）
式中　Ｐ———单位输入下分支传递功率

＄Ｏ１———动平台运动螺旋
　　　Ｓｂ１———传递力螺旋的方向矢量

由式（１１）得到，３ ＰＲＲＲ并联机构的功率传递
性能与 α无关，仅决定于 β。同样假定机构结构参
数 α＝１５°，分析传递功率随 β的变化关系，计算 β
为０°、１５°、３０°、４５°、６０°和９０°时的分支传递功率，得
到数据如表１所示。

表 １　单位输入下分支传递功率与 β对应

Ｔａｂ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｌｉｍｂｐｏｗｅｒａｎｄβ
ｕｎｄｅｒｕｎｉｔｉｎｐｕｔ

β／（°） ０ １５ ３０ ４５ ６０ ９０

功率／（Ｎ·ｍｍ·ｓ－１） １００００９５６０８６６０７０７０５００ ０

　　由表１分析可知，单位输入功率下分支传递功
率随着 β的增大而减小，当 β＝０°时，即分支传递力
螺旋与主动螺旋轴线平行时，分支的输入功率全部

转为动平台的输出，此时该并联机构的功率传递性

能最佳，当 β＝９０°时，分支不具备传递性能。
　　以下，将对３ ＰＲＲＲ并联机构进行整体功率传
递性能分析。假定各分支驱动速度方程为

ｄ
·

１＝１０ｓｉｎ（２θ）

ｄ
·

２＝８ｃｏｓ（２θ＋π／６）

ｄ
·

３＝５ｓｉｎ（θ／２＋π／２）










＋７

（１２）
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在不同位姿下，分别得出 β在 ０°、１５°、３０°和
６０°时的输入／传递功率曲线，如图６～９所示。计算
β＝０°和 β＝３０°时的输入／传递功率，得到的数据如
表２、表３所示。

图 ６　β＝０°分支输入功率与传递功率

Ｆｉｇ．６　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝０°
　

图 ７　β＝１５°分支输入功率与传递功率

Ｆｉｇ．７　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝１５°
　

图 ８　β＝３０°分支输入功率与传递功率

Ｆｉｇ．８　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝３０°
　
由图６～９分析可知，３ ＰＲＲＲ并联机构结构

参数 α不变时，随着 β增加，各分支传递功率减小。
比较表２和表３中数据，在相同总输入功率下，β＝
０°时机构传递性能优于 β＝３０°时的传递性能。同
理，计算比较 β为 ０°～９０°内其他值时的输入／传递
功率，得到 β＝０°时该机构传递性能最佳。

图 ９　β＝６０°分支输入功率与传递功率

Ｆｉｇ．９　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝６０°
　

表 ２　β＝０°分支输入功率与传递功率

Ｔａｂ．２　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝０°

Ｎ·ｍｍ／ｓ

θ／（°） 第１分支 第２分支 第３分支 总传递功率 总输入功率

０ １７３６５ ６１２８４ ４９２４０ １２７８８９ １２７８８９

３０ ５００００ ４００００ ４３３０１ １３３３０１ １３３３０１

６０ ８６６０３ ０ ２５０００ １１１６０３ １１１６０３

９０ １０００００ ４００００ ０ １４００００ １４００００

１２０ ８６６０３ ６９２８２ ２５０００ １８０８８５ １８０８８５

表 ３　β＝３０°分支输入功率与传递功率

Ｔａｂ．３　Ｌｉｍｂｉｎｐｕｔｐｏｗｅｒａｎｄｔｒａｎｓｆｅｒｐｏｗｅｒａｔβ＝３０°

Ｎ·ｍｍ／ｓ

θ／（°） 第１分支 第２分支 第３分支
总传递

功率

总输入

功率

０ ０８６８２ ３０６４２ ２４６２０ ６３９４４ １２７８８９
３０ ２５０００ ２００００ ２１６５１ ６６６５１ １３３３０１
６０ ４３３０１ ０ １２５００ ５５８０１ １１１６０３
９０ ５００００ ２００００ ０ ７００００ １４００００
１２０ ４３３０１ ３４６４１ １２５００ ９０４４２ １８０８８５

３２　速度与力传递性能分析
假定机构的结构参数 α＝π／６，假定各分支驱动

速度为

ｄ
·

１＝２ｓｉｎ（ｔ＋π／２）

ｄ
·

２＝５ｃｏｓ（ｔ／２）

ｄ
·

３＝６ｃｏｓ（ｔ＋π／６










）

（１３）

根据式（６）～（８）求出 β＝０°和 β＝３０°２种情
况下的雅可比矩阵，在此基础上，得到动平台的输出

速度随时间的变化曲线，如图１０所示。
在同一情况下，假定各个分支驱动力 ｆｉ方程为

ｆ１＝１０ｓｉｎ（ｔ＋π／２）

ｆ２＝５ｃｏｓ（ｔ＋π／３）

ｆ３＝２ｓｉｎ（２ｔ＋π／６）
{

＋６

（１４）

当其在 β＝０°和 β＝３０°时，动平台输出力随时
间变化曲线如图１１所示。
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图 １０　动平台输出速度曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｏｕｔｐｕｔｓｐｅｅｄｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 １１　动平台输出力曲线

Ｆｉｇ．１１　Ｏｕｔｐｕｔｆｏｒｃｅｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

　　由图 １０和图 １１分析可得：当给定移动副确定
的输入速度／力后，该机构在不同 β下，动平台 Ｘ、Ｙ、
Ｚ３个方向的输出速度／力变化曲线并不相同。对
于同样的输入速度／力，β＝０°高于同一时刻下 β＝
３０°时的输出速度／力绝对值。同理，取 β为０°～９０°
内其他值进行计算比较，得到 β＝０°时的输出速度／
力绝对值最高，速度／力传递性能最佳。

４　结论

（１）提出了一种具有雅可比矩阵恒定特性的
３ ＰＲＲＲ并联机构，基于传递力螺旋和主运动螺旋
求解出机构的雅可比矩阵，分析并验证了移动副作

为主动输入时，该并联机构具有雅可比矩阵恒定的

特性。

（２）利用瞬时传递功率绝对值分析了 ３ ＰＲＲＲ
并联机构的功率传递性能，得到机构功率传递性能

最佳的条件。

（３）对３ ＰＲＲＲ并联机构进行运动速度／力传
递特性分析，根据性能动平台输出速度／力曲线，得
到该机构速度／力传递性能最佳的条件。
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