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摘要：基于方位特征集设计理论和方法，设计了一种全由转动副组成的、动平台能实现空间三平移一转动的无过约

束并联机器人机构，对其进行了拓扑结构特性分析；导出了机构位置逆解方程和雅可比矩阵，通过算例和Ｐｒｏ／Ｅ的
仿真结果，验证了模型的正确性；并进一步对该并联机构作业空间的几何性质、转动灵活性及奇异轨迹进行了分

析。分析表明，该机构具有几何形状规则的作业空间及较好的运动灵活性，但在工作空间内具有发生位形奇异的

可能，因此，在运动过程中应当避开特殊运动位置以避免奇异位形的发生。
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　　引言

在Ｄｅｌｔａ机构基础上，通过动静平台间增加一

条ＲＲＵＲ支链或在动平台上串接一转动副，可实现
空间三自由度移动和绕 ｚ轴线的转动，亦可称作
Ｓｃｈｎｆｌｉｅｓ运动［１］。１９８８年，ＣＬＡＶＥＬ将 Ｄｅｌｔａ机器



人用于实现３Ｔ１Ｒ高速抓取运动［２］。后来又有许多

可实现 Ｓｃｈｎｆｌｉｅｓ运动的机构被提出，如 Ｇｒｏｓｓ［３］机
械手、ＳＭＧ［４］、ＫａｎｕｋａｎｄＭａｎｔａ机 器 人［５］ 等。

ＴＨＵＲＮＥＹＳＥＮ等［６］在动平台上增加一个部件来扩

大转动范围，法国研究人员也以这一思路使用铰接

式动平台概念发明出 Ｈ４［７］。ＫＲＵＴ等［８］发明了一

组称作Ｉ４的机构，基于 Ｈ４、Ｉ４，在２００５年出现一组
新型 Ｓｃｈｎｆｌｉｅｓ机构 Ｐａｒ４［９］。现有３Ｔ１Ｒ运动机构
多为双平台结构、含闭合链或具有扩大转动能力的

附加构件等，使得机构构型较复杂、稳定性降低、控

制复杂性增加。Ｘ４为单一动平台结构，但含有闭链
结构［１０］。

本文提出一种单平台３Ｔ１Ｒ并联机构，对机构
的拓扑结构特征进行描述；基于位置反解方程，求解

具体机构的工作空间，考虑杆件干涉及实际运动副

转动能力限制等情况，分析机构可达工作区域及各

点可达的转动范围，分析３种奇异位形的发生条件，
为机构的样机设计和控制提供基础。

１　机构及其拓扑结构特征分析

１１　机构描述
２ＲＲＵＲ ２ＲＳＳ并联机构如图 １所示，由动平

台、静平台、２条 ＲＲＵＲ分支和２条 ＲＳＳ分支组成，
动、定平台均为正方形。

图１　机构简图
Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｍｅｃｈａｎｉｓｍ

　
２条ＲＳＳ支链为无约束支链；另２条 ＲＲＵＲ支

链中，Ｕ副中第１转轴与定平台Ｒ副平行，第２转轴
与动平台Ｒ副平行，构成３Ｒ平行子链和２Ｒ平行子
链。４条支链中与定平台相连的４个运动副：Ｒ１１、
Ｒ３１、Ｒ４１相互平行且与 Ｒ２１垂直。因此，支链可描述
为

ＳＯＣｉ｛－Ｒｉ１‖Ｒｉ２‖Ｒｉ３⊥Ｒｉ４‖Ｒｉ５｝　（ｉ＝１，２）
ＳＯＣｉ｛－Ｒｉ１－Ｓｉ２－Ｓｉ３｝　（ｉ＝３，４）

该并联机构中ＲＲＵＲ支链Ⅰ和Ⅱ，分别约束动
平台绕Ｘ轴和Ｙ轴方向的转动，２条 ＲＳＳ支链不提
供约束，因而为无过约束机构。

１２　自由度计算及ＰＯＣ分析
（１）确定各支路末端构件的ＰＯＣ集
取动平台任意一点作为基点，则 ＳＯＣｉ｛－Ｒｉ１‖

Ｒｉ２‖Ｒｉ３⊥Ｒｉ４‖Ｒｉ５｝（ｉ＝１，２）支链末端构件的 ＰＯＣ
集为

Ｍｂｉ＝
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１（‖Ｒｉ５[ ]）］

＝

ｔ３

ｒ２（‖（Ｒｉ１，Ｒｉ５[ ]））　（ｉ＝１，２）
ＲＳＳ为无约束支链，其末端构件ＰＯＣ集为

Ｍｂ３＝Ｍｂ４＝
ｔ３

ｒ[ ]３
（２）确定Ⅰ、Ⅱ支链构成的第１个独立回路的

独立位移方程数ξＬ１

ξＬ１＝ｄｉｍ．（Ｍｂ１∪Ｍｂ２）＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]２ ∪ ｔ３

ｒ[ ]( )２
＝

ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]( )３
＝６

该子并联机构的自由度为
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ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑
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ｊ＝１
ξＬ１＝１０－６＝４

该子并联机构的方位特征集为

ＭＰａ（１－２）＝
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ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１５[ ]）
（３）确定第２个独立回路的独立位移数ξＬ２

ξＬ２＝ｄｉｍ．（ＭＰａ（１－２）∪Ｍｂ３）＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]( )３
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该子并联机构的自由度为

Ｆ（１－３）＝∑
ｍ
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２
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该子并联机构的方位特征集为

ＭＰａ（１－３）＝
ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１５[ ]）∩ ｔ３

ｒ[ ]３ ＝ ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１５[ ]）
（４）同理，确定第３个独立回路的独立位移数

ξＬ３＝６。
（５）确定机构的自由度和机构ＰＯＣ集

Ｆ（１－４）＝∑
ｍ

ｉ＝１
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因此，该机构自由度为４，具有沿 ｘ、ｙ、ｚ３个方
向的移动和绕ｚ轴线的转动。
１３　ＢＫＣ分析及耦合度κ计算

（１）确定ＳＯＣ１
可能构成第１单开链ＳＯＣ１的情形有３种：
①ＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３⊥Ｒ１４‖Ｒ１５－Ｒ２５‖

Ｒ２４⊥Ｒ２３‖Ｒ２２‖Ｒ２１－｝约束度为

Δ１＝∑
ｍｉ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｉ－ξＬ１＝１０－２－６＝２

②ＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３⊥Ｒ１４‖Ｒ１５－Ｓ３３－Ｓ３２－
Ｒ３１－｝约束度为

Δ１＝∑
ｍｉ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｉ－ξＬ１＝１１－２－６＝３

③ＳＯＣ１｛－Ｒ４１－Ｓ４２－Ｓ４３－Ｓ３３－Ｓ３２－Ｒ３１－｝约
束度为

Δ１＝∑
ｍｉ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｉ－ξＬ１＝１２－２－６＝４

按照机构拓扑结构分解算法，第１单开链应取
ＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２‖Ｒ１３⊥Ｒ１４‖Ｒ１５－Ｒ２５‖Ｒ２４⊥Ｒ２３
‖Ｒ２２‖Ｒ２１－｝，ＳＯＣ１的约束度为Δ１＝２。

（２）确定ＳＯＣ２
第２个单开链有２种取法，由于拓扑结构的对

称性可取任一种。这里取第２个单开链为
ＳＯＣ２｛－Ｒ３１－Ｓ３２－Ｓ３３－｝

其约束度为

Δ２＝∑
ｍｉ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｉ－ξＬ１＝６－１－６＝－１

（３）确定ＳＯＣ３
第３个单开链ＳＯＣ３只有一种取法

ＳＯＣ３｛－Ｒ４１－Ｓ４２－Ｓ４３－｝
其约束度为

Δ３＝∑
ｍｉ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｉ－ξＬ１＝６－１－６＝－１

（４）确定机构耦合度κ

κ＝１２∑
３

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２（｜＋２｜＋｜－１｜＋｜－１｜）＝２

根据文献［１１］可知，耦合度 κ表明了机构运动
学、动力学以及控制问题的复杂程度，κ值越大，机
构越复杂。现κ＝２，表明机构的运动学正解求解复
杂，但可通过２维搜索法求解２维方程组获得，本文
仅考虑位置逆解。

同样，根据文献［１２－１３］可计算机构其他拓扑
结构特征，如表１所示。篇幅有限，不详述。

２　机构位置反解

建立如图１所示的定坐标系Ｏｘｙｚ和动坐标系

表１　其他主要拓扑结构特征
Ｔａｂ．１　Ｏｔｈｅｒｍａｉｎｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓ

ＰＯＣ集ＭＰａ
ｔ３

ｒ３（‖Ｒ１５[ ]）
方位特征集维数ｄｉｍ．｛Ｍ｝ ４

独立回路数ν ３

独立位移方程数ξ １８

过约束数 ０

冗余度 ０

ＰＸＹＺ，Ｏ点、Ｐ点分别为两正方形平台的中心点。
记定平台的４个顶点分别为Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４，动平台的
４个顶点分别为 Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３、Ｂ４。ｘ轴与 Ａ１Ａ２共线并
指向Ａ２，ｙ轴平行于 Ｒ２１轴线且正方向指向 Ａ３，ｚ轴
与定平台法线重合且朝上为正方向；Ｘ轴与 Ｂ１Ｂ２共
线并指向Ｂ２，Ｙ轴与 Ｂ３Ｂ４重合并指向 Ｂ３，Ｚ轴垂直
于动平台平面。两 Ｕ副交点分别记为 Ｃ３、Ｃ４。ｒ、Ｒ
分别为动、定平台中心点至顶点的距离。

２１　第Ⅰ、Ⅱ支链位置反解
第Ⅰ、Ⅱ支链可看作是５个转动副连接各杆件

组成，采用Ｄ Ｈ法表示各杆件之间的相对位置和
姿态。对Ⅰ、Ⅱ支链，依次设杆件长度为ｌｉｊ（ｉ＝１，２；
ｊ＝１，２，３，４）。其中 ｌｉ４与 Ｚ轴夹角为９０°μ。各转
动副的转角为θｉｋ（ｋ＝１，２，３，４，５），其中 θ１１是第Ⅰ
支链的主驱动输入角。各矩阵变换方程中的坐标系

建立如图２所示，相应的Ｄ Ｈ参数见表２。

图２　ＲＲＵＲ支链的Ｄ Ｈ模型
Ｆｉｇ．２　Ｄ ＨｍｏｄｅｌｏｆＲＲＵＲｃｈａｉｎ

　
表２　各连杆及关节参数

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｃｏｎｎｅｃｔｉｎｇｒｏｄｓａｎｄｊｏｉｎｔｓ

连杆ｉ αｉ／（°） ａ１，ｉ θ１ｉ ｄ１，ｉ
０ １ ０ ｌ１１ θ１１ ０

１ ２ ０ ｌ１２ θ１２ ０

２ ３ －９０ ０ θ１３ ０

３ ４ ０ ｌ１４ｃｏｓμ θ１４ ｌ１４ｓｉｎμ

４ ５ ０ ｒ θ１５ ０

　　连杆矩阵的变换通式为［１４］
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Ｔｉ－１，ｉ＝

ｃθｊｉ －ｓθｊｉｃαｊｉ ｓθｊｉｓαｊｉ ａｊｉｃθｊｉ
ｓθｊｉ ｃθｊｉｃαｊｉ －ｃθｊｉｓαｊｉ ａｊｉｓθｊｉ
０ ｓαｊｉ ｃθｊｉ ｄｊｉ













０ ０ ０ １

（１）

式中，ｃ表示ｃｏｓ；ｓ表示ｓｉｎ；ｉ＝１，２；ｊ＝１，２，３，４。
将表２所列参数代入式（１），得到各连杆坐标

系变换矩阵１
２Ｔ、

２
３Ｔ、

３
４Ｔ、

４
５Ｔ（略），再由图２列出

０
１Ｔ、

５
ＰＴ

变换矩阵为

０
１Ｔ＝

０ ０ －１ －Ｒ
－１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０











０ ０ ０ １

５
ＰＴ＝

ｃｉ５ －ｃｉ５ ０ ｒｃｉ５
ｓｉ５ ｃｉ５ ０ ｒｓｉ５
０ ０ １ ０











０ ０ ０ １

第Ⅰ支链在机构中构成封闭回路，其矩阵方
程为

０
ＰＴ＝

０
１Ｔ×

１
２Ｔ×

２
３Ｔ×

３
４Ｔ×

４
５Ｔ×

５
ＰＴ＝

－ｓ４＋５ －ｃ４＋５ ０ Ｌ１
－ｃ１＋２＋３ｃ４＋５ ｃ１＋２＋３ｓ４＋５ －ｓ１＋２＋３ Ｌ２
ｓ１＋２＋３ｃ４＋５ －ｓ１＋２＋３ｓ４＋５ －ｃ１＋２＋３ Ｌ３













０ ０ ０ １
（２）

其中 Ｌ１＝－ｒｓ４＋５－ｌ１４ｓ４ｃｏｓμ－Ｒ
Ｌ２＝－ｃ１＋２＋３ｒｃ４＋５－ｃ１＋２＋３ｌ１４ｃ４ｃｏｓμ－

ｌ１４ｓ１＋２＋３ｓｉｎμ－ｌ１２ｃ１＋２－ｌ１１ｃ１
Ｌ３＝ｓ１＋２＋３ｒｃ４＋５＋ｓ１＋２＋３ｌ１４ｃ４ｃｏｓμ－ｌ１４ｃ１＋２＋３ｓｉｎμ＋

ｌ１２ｓ１＋２＋ｌ１１ｓ１
ｓ１＋２＝ｓｉｎ（θ１１＋θ１２）
ｃ１＋２＝ｃｏｓ（θ１１＋θ１２）
ｓ４＋５＝ｓｉｎ（θ１４＋θ１５）
ｃ４＋５＝ｃｏｓ（θ１４＋θ１５）

ｃ１＋２＋３＝ｃｏｓ（θ１１＋θ１２＋θ１３）
ｓ１＋２＋３＝ｓｉｎ（θ１１＋θ１２＋θ１３）

动平台ＰＸＹＺ和定平台Ｏｘｙｚ转换矩阵为

０
ＰＴ＝

ｃα －ｓα ０ ＸＰ
ｓα ｃα ０ ＹＰ
０ ０ １ ＺＰ













０ ０ ０ １

（３）

将式（２）和式（３）对应项相等并化简，得到支链
Ⅰ的运动学方程
（ｒｓα＋Ａ１－Ｙｐ）

２＋（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）
２＋ｌ２１１－ｌ

２
１２－

２ｌ１１（ｒｓα＋Ａ１－ＹＰ）ｃ１－２ｌ１１（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）ｓ１＝０

（４）

同理，可得支链Ⅱ的运动学方程为
（ＸＰ＋ｒｃα－Ａ２－Ｒ）

２＋ｌ２２１－
ｌ２２２－２ｌ２１（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）ｓ２＋（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）

２－
２ｌ２１（ＸＰ＋ｒｃα－Ａ２－Ｒ）ｃ２＝０ （５）

则第Ⅰ、Ⅱ支链反解为

θｉ１＝ａｒｃｓｉｎ
２Ｔｉ
１＋Ｔ２ｉ

　（ｉ＝１，２） （６）

其中
Ｔｉ＝

－Ｈｉ± Ｈ２ｉ－４ＧｉＩ槡 ｉ

２Ｇｉ
　（ｉ＝１，２）

Ｇ１＝（ｒｓα＋Ａ１－ＹＰ＋ｌ１１）
２＋（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）

２－ｌ２１２
Ｈ１＝－４ｌ１１（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）

Ｉ１＝（ｒｓα＋Ａ１－ＹＰ－ｌ１１）
２＋（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）

２－ｌ２１２
Ｇ２＝（ＸＰ＋ｒｃα－Ａ２－Ｒ＋ｌ２１）

２＋（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）
２－ｌ２２２

Ｈ２＝－４ｌ２１（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）
Ｉ２＝（ＸＰ＋ｒｃα－Ａ２－Ｒ－ｌ２１）

２＋（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）
２－ｌ２２２

Ａ１＝± ｌ２１４ｃｏｓμ
２－（ｒｃα－Ｒ－ＸＰ）槡

２

Ａ２＝± ｌ２２４ｃｏｓμ
２－（ＹＰ＋ｒｓα）槡

２

２２　第Ⅲ、Ⅳ支链位置反解
设支链Ⅲ中连杆 ｌ３１与定平台上平面的夹角为

θ３１，支链Ⅳ中连杆ｌ４１与定平台上平面的夹角为 θ４１，
则根据矢量关系有

ＯＢ→ ３＝
Ｐ
ＯＲ（α）ＰＢ

→
３＋
→ＯＰ＝

ｃα －ｓα ０
ｓα ｃα ０









０ ０ １

０
ｒ









０
＋

ＸＰ
ＹＰ
Ｚ









Ｐ

＝

－ｒｓα＋ＸＰ
ｒｃα＋ＹＰ
Ｚ









Ｐ

（７）

ＯＣ→ ３＝ＯＡ
→
３＋Ａ３Ｃ

→
３＝

０
Ｒ









０
＋ａ３１

０
ｃｏｓ（π－θ３１）

ｓｉｎ（π－θ３１









）
＝

０
Ｒ－ａ３１ｃ３１
ａ３１ｓ









３１

（８）

由固定杆长可得

ｌ２３２＝（ＸＰ－ｓαｒ）
２＋（ｃαｒ＋ＹＰ－Ｒ＋ｌ３１ｃ３１）

２＋
（ＺＰ－ｌ３１ｓ３１）

２ （９）
同理

ｌ２４２＝（ＸＰ＋ｒｓα）
２＋（ＹＰ－ｃα＋Ｒ－ｌ４１ｃ３１）

２＋
（ＺＰ－ｌ４１ｓ３１）

２ （１０）
求得反解

θｉ１＝ａｒｃｓｉｎ
２Ｔｉ
１＋Ｔ２ｉ

　（ｉ＝３，４） （１１）

其中 Ｔｉ＝
－Ｈｉ± Ｈ２ｉ－４ＧｉＩ槡 ｉ

２Ｇｉ
　（ｉ＝３，４）

Ｇ３＝（ＹＰ＋ｒｃα－Ｒ－ｌ３１）
２＋（ＸＰ－ｒｓα）

２＋Ｚ２Ｐ－ｌ
２
３２

Ｈ３＝－４ＺＰｌ３１
Ｉ３＝（ＹＰ＋ｒｃα－Ｒ＋ｌ３１）

２＋（ＸＰ－ｒｓα）
２＋Ｚ２Ｐ－ｌ

２
３２

Ｇ４＝（ＹＰ－ｒｃα＋Ｒ＋ｌ４１）
２＋（ＸＰ＋ｒｓα）

２＋Ｚ２Ｐ－ｌ
２
４２
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Ｈ４＝－４ＺＰｌ４１
Ｉ４＝（ＹＰ－ｒｃα＋Ｒ－ｌ４１）

２＋（ＸＰ＋ｒｓα）
２＋Ｚ２Ｐ－ｌ

２
４２

２３　位置反解数值验算
为验证上述位置反解正确性，在 Ｐｒｏ／Ｅ软件上

建立三维模型并进行运动学仿真。给定机构尺寸参

数如下：ｌ１１＝ｌ２１＝ｌ１２＝ｌ２２＝５０ｍｍ，ｌ１３＝ｌ２３＝０ｍｍ，
ｌ１４＝ｌ２４＝４０ｍｍ，ｌ３１＝ｌ４１＝ｌ３２＝ｌ４２＝７０ｍｍ，ｒ＝
２０ｍｍ，Ｒ＝３０ｍｍ，μ＝６０°。仿真模型如图３所示。
为建模方便，伺服电动机未画，其运动趋势与主驱动

转动副一致。

图３　机构模型及运动仿真结果
Ｆｉｇ．３　ＭｏｄｅｌａｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｏｆＰＫＭ

　
建立动平台参考点的运动轨迹方程

ＸＰ＝－５＋５ｃｏｓ（ωｔ）

ＹＰ＝－５＋５ｓｉｎ（ωｔ）

ＺＰ＝９０

α＝０










°

（１２）

图４　４条支链输入转角变化曲线
Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｉｎｇｃｕｒｖｅｓｏｆｉｎｐｕｔｄｒｉｖｉｎｇｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｆｏｒｆｏｕｒｃｈａｉｎｓ

代入式（６）和式（１１）进行求解，得到４条支链的转
动副主驱动变化曲线（图４），将其导入 Ｐｒｏ／Ｅ模块
进行仿真。系统仿真过程中不考虑转动副之间的摩

擦，在动平台中心虚拟一个操作头，运行１０ｓ、３００步
对样机进行仿真。

图３中动平台末端的圆弧轨迹是并联机构的运
动轨迹仿真结果。可以看出，操作头的运动轨迹与

期望得到的轨迹完全吻合，说明按照预期的轨迹规

划，利用运动学位置反解方程所得到的机构主驱动

的运动规律是正确的，按此数学模型来控制和驱动

物理样机的原动件是可靠的。

３　奇异性分析

３１　雅可比矩阵
将式（４）、式（５）、式（９）和式（１０）对时间求导，

整理得

Ｄ１
Ａ１
（Ｂ１＋ｌ１１ｃ１）Ｘ

·

Ｐ＋（ｌ１１ｃ１－Ｂ１）Ｙ
·

Ｐ－ｌ１１ｓ１Ｚ
·

Ｐ＋

[ｒ（Ｂ１－ｌ１１ｃ１）ｃα＋Ｄ１Ａ１（Ｂ１－ｌ１１ｃ１）ｓ ]α α·＝
［（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）ｃ１－Ｂ１ｓ１］ｌ１１θ

·

１ （１３）

（Ｂ２－ｌ２１ｃ２）Ｘ
·

Ｐ＋
Ｄ２
Ａ（Ｂ２－ｌ２１ｃ２）Ｙ

·

Ｐ＋

（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ－ｌ２１ｓ２）Ｚ
·

Ｐ

[
＋

（ｌ２１ｃ２－Ｂ２）ｒｓα＋
Ｄ２ｒｃα
Ａ２
（Ｂ２－ｌ２１ｃ２ ]） α·＝

－［ｌ２１ｓ２Ｂ２－ｌ２１ｃ２（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）］θ
·

２ （１４）

（ＸＰ－ｒｓα）Ｘ
·

Ｐ＋（Ｂ３＋ｌ３１ｃ３）Ｙ
·

Ｐ＋（ＺＰ－ｌ３１ｓ３）Ｚ
·

Ｐ－

［ｒｓα（Ｂ３＋ｌ３１ｃ３）＋ｒｃα（ＸＰ－ｒｓα）］α
·＝

ｌ３１（ｓ３Ｂ３＋ＺＰｃ３）θ
·

３ （１５）

（ＸＰ＋ｒｓα）Ｘ
·

Ｐ＋（Ｂ４－ｌ４１ｃ４）Ｙ
·

Ｐ＋（ＺＰ－ｌ４１ｓ４）Ｚ
·

Ｐ＋

［ｒｃα（ＸＰ＋ｒｓα）＋ｒｓα（Ｂ４－ｌ４１ｃ４）］α
·＝

ｌ４１（ＺＰｃ４－ｓ４Ｂ４）θ
·

４ （１６）

其中 Ａ１＝ ｌ２１４ｃｏｓμ
２－（ｒｃα－Ｒ－ＸＰ）槡

２

Ｂ１＝ｒｓα＋Ａ１－ＹＰ

Ｄ１＝ｒｃα－Ｒ－ＸＰ　Ａ２＝ ｌ２２４ｃｏｓμ
２－（ＹＰ＋ｒｓα）槡

２

Ｂ２＝ＸＰ＋ｒｃα－Ａ２－Ｒ
Ｄ２＝ＹＰ＋ｒｓα

Ｂ３＝ＹＰ＋ｒｃα－Ｒ　Ｂ４＝ＹＰ－ｒｃα＋Ｒ
式（１３）～（１６）用矩阵表示为

Ａ［θ
·

１ θ
·

２ θ
·

３ θ
·

４］
Ｔ＝Ｂ［Ｘ

·

Ｐ Ｙ
·

Ｐ Ｚ
·

Ｐ α·］Ｔ

（１７）
其中

Ａ＝

ｅ１ ０ ０ ０

０ ｅ２ ０ ０

０ ０ ｅ３ ０

０ ０ ０ ｅ













４
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Ｂ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３ ｆ１４
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３ ｆ２４
ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３ ｆ３４
ｆ４１ ｆ４２ ｆ４３ ｆ













４４

ｅ１＝［（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）ｃ１－Ｂ１ｓ１］ｌ１１
ｅ２＝ｌ２１Ｂ２ｓ２－ｌ２１（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）ｃ２

ｅ３＝ｌ３１（Ｂ３ｓ３＋ＺＰｃ３）

ｅ４＝ｌ４１（ＺＰｃ４－Ｂ４ｓ４）

ｆ１１＝
Ｄ１
Ａ１
（Ｂ１＋ｌ１１ｃ１）

ｆ１２＝ｌ１１ｃ１－Ｂ１　ｆ１３＝－ｌ１１ｓ１

ｆ１４＝ｒ（Ｂ１－ｌ１１ｃ１ (） ｃα＋Ｄ１Ａ１ｓ )α
ｆ２１＝Ｂ２－ｌ２１ｃ２　ｆ２２＝

Ｄ２
Ａ２
（Ｂ２－ｌ２１ｃ２）

ｆ２３＝ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ－ｌ２１ｓ２

ｆ２４＝（ｌ２１ｃ２－Ｂ２ (） ｒｓα－Ｄ２ｒｃαＡ )
２

ｆ３１＝ＸＰ－ｒｓα　ｆ３２＝Ｂ３＋ｌ３１ｃ３
ｆ３３＝ＺＰ－ｌ３１ｓ３

ｆ３４＝ｒｓα（Ｂ３＋ｌ３１ｃ３）＋ｒｃα（ＸＰ－ｒｓα）
ｆ４１＝ＸＰ＋ｒｓα　ｆ４２＝Ｂ４－ｌ４１ｃ４

ｆ４３＝ＺＰ－ｌ４１ｓ４
ｆ４４＝ｒｃα（ＸＰ＋ｒｓα）＋ｒｓα（Ｂ４－ｌ４１ｃ４）

机构的雅可比矩阵为

Ｊ＝Ｂ－１Ａ （１８）
３２　奇异性分析

在并联机构中，当矩阵Ａ和Ｂ之一或者同时奇
异时，就出现并联机构的奇异位形。以并联机构的

正反雅克比矩阵为基础，可以把奇异分为３类［１５］：

（１）第１类奇异：矩阵Ａ奇异而矩阵Ｂ非奇异，
即

ｄｅｔＡ＝０
ｄｅｔＢ≠{ ０

（１９）

这类奇异称为正奇异或位形奇异，一般是指机

构处于工作空间边界或者位置反解数目发生变化时

的形位。

根据式（１７）有，｜Ａ｜＝０即ｅ１ｅ２ｅ３ｅ４＝０。
ｅ１＝０，即ｔａｎ１＝（ＺＰ－ｌ１４ｓｉｎμ）／（ｒｓα＋Ａ１－ＹＰ），

同理，ｅ２、ｅ３、ｅ４为零的条件分别是
ｔａｎ２＝（ＺＰ－ｌ２４ｓｉｎμ）／Ｂ２　ｔａｎ３＝－ＺＰ／Ｂ３

ｔａｎ４＝－ＺＰ／Ｂ４
满足以上任一条件，机构均会发生正奇异。

（２）第２类奇异：矩阵Ｂ奇异而矩阵Ａ非奇异，
即

ｄｅｔＡ≠０
ｄｅｔＢ{ ＝０

（２０）

又称为逆奇异或边界奇异。

｜Ｂ｜＝０即满足第Ⅰ支链中ｃ１＝０、Ｂ１＝０；
第Ⅱ支链中ｌ２１ｃ２－Ｂ２＝０；
第Ⅲ支链中ｃ３＝０且ＸＰ－ｒｓα＝０；
第Ⅳ支链中ｃ４＝０、Ｂ４＝０
（３）第３类奇异：Ａ、Ｂ均奇异，称为混合奇异，

即

ｄｅｔＡ＝０
ｄｅｔＢ{ ＝０

（２１）

４　工作空间分析

４１　定姿态工作空间
定姿态工作空间是机构动平台姿态保持一定

时，动平台参考点所能到达的区域。本文采用三维

空间搜索法进行定姿态工作空间的求解。当给定动

平台姿态后，利用机构运动学方程式（６）和式（１１）
求解出各主动、被动关节转角以及机构上可能发生

干涉的特征点的位置。然后将这些计算结果与相应

的允许值作比较，若其中任一值超出允许值，此时末

端基点位姿则不可能实现，即参考点在工作空间之

外；若其中任一个值都在允许范围内，此时参考点位

于工作空间内。

４２　定姿态工作空间实例
对２３节中的虚拟样机进行分析讨论，机构工

作空间的规划搜索范围为：－６０ｍｍ≤ＸＰ≤２０ｍｍ，
－４０ｍｍ≤ＹＰ≤４０ｍｍ，０≤ＺＰ≤１４０ｍｍ。
图５是α＝０°的定姿态可达工作空间，ｘｏｙ平面

的截面形状为矩形，且大小近乎一致，整个工作空间

沿ｘｏｚ面对称。可达工作空间范围为：－２０ｍｍ≤
ＸＰ≤２０ｍｍ，－３０ｍｍ≤ＹＰ≤１０ｍｍ，０≤ＺＰ≤
１２０ｍｍ。

图５　α＝０°定姿态工作空间
Ｆｉｇ．５　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｎ０°

　
４３　定姿态工作空间内奇异轨迹分析

对给定机构在定姿态条件下的奇异性进行分析

并给出奇异轨迹。由于边界奇异［１６］可以通过实际

３１４第１２期　　　　　　　　　　　　朱小蓉 等：２ＲＲＵＲ ２ＲＳＳ并联机构结构特性与运动学分析



控制手段避开，因此本文仅讨论内部奇异［１７－２０］，即

第２类奇异。给定姿态角 α＝０°，根据式（６）、（１１）
以及第２类奇异表达式（２０）可求得内部奇异轨迹。
图６是截面高度 ＺＰ分别为７０、８０、９０、１００ｍｍ的内
部奇异情况，其中蓝色为奇异工作空间，黄色为无奇

异工作空间。由图可知，机构工作空间内部存在较

大无奇异区域。

图６　不同截面奇异情况
Ｆｉｇ．６　Ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｓｉｔｕａｔｉｏｎｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｅｃｔｉｏｎｓ

　
４４　转动能力分析

转动能力分析是评估并联机构转动角度能够达

到的范围大小。考察机构在可达工作空间范围内的

转动能力在工业应用中非常重要。限制各转动关节

转动范围

－６０°≤θ１１≤２４０°　－６０°≤θ１２≤２４０°
－６０°≤θ１３≤２４０°　－９０°≤θ１４≤９０°
－１８０°≤θ１５≤１８０°　３０°≤θ２１≤１５０°
－６０°≤θ２２≤１６０°　－６０°≤θ２３≤２４０°
－９０°≤θ２４≤９０°　 －１８０°≤θ２５≤１８０°
３０°≤θ３１≤１５０°　 ３０°≤θ４１≤１５０°

基于位置反解方程式（６）和式（１１），采用搜索
法确定机构可达工作区域及每点转动能力。

　　图７是截面高度 ＺＰ分别为７０、８０、９０、１００ｍｍ
的工作空间截面形状及各点转动能力。由图可知：

①机构可达工作空间截面明显比定姿态工作空间
大。②可达工作空间中心区域的转动能力较强，以
中心点向外发散转动能力逐渐减弱，在对称中心处

转动能力超过９０°。③机构工作空间内的转动能力
较强。如ＺＰ＝７０ｍｍ高度，转动能力达９０°的工作
空间接近３０％。

图７　不同截面的工作空间及各点转动能力

Ｆｉｇ．７　Ｗｏｒｋｓｐａｃｅａｎｄｒｏｔａｔｉｏｎａｌｃａｐａｃｉｔｙｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｓｅｃｔｉｏｎｓ
　

５　结论

（１）该机构构型简单，具有单一动平台且无复
杂闭链，所有运动副多为转动副，可实现机构末端构

件较大范围的转动。

（２）机构位置正解求解难度较大，不易直接求
解；位置反解可通过各支链相应的杆长方程求解相

应的主驱动输入角度，求得反解有６４组解。
（３）工作空间形状规则；可达工作空间的边界

区域存在奇异，实际应用时应予以避免；机构在工作

空间内的转动能力较强，尤其靠近工作空间中心区

域时的转动能力大于９０°。
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