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摘要：研究了一种 ４自由度—虎克铰—移动副—球铰／转动副—移动副—虎克铰冗余并联机构的运动学性能评价

指标和优化设计，建立了该并联机构的雅可比矩阵，得到了该机构的 ３个不同的运动学性能评价指标，即条件数、

最小奇异值和可操作性，在此基础上，定义了评价不同位形下运动学综合性能的全局灵巧度系数指标，并分别研究

了不同性能评价指标在并联机构工作空间内的分布规律。最后，基于全局灵巧度指标，利用遗传算法对冗余驱动

并联机构的结构参数进行了优化设计。为该冗余并联机构的结构设计奠定了理论基础。
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　　引言

冗余并联机构是输入构件数目多于输出构件自

由度数的并联机构，它相对于一般并联机构具有更

高刚度、更优的力操作性能和更大的承载能力等优

点，目前已成为机器人研究与应用的一个热点
［１－３］

。

冗余并联机构的灵巧度是评价机构综合运动学

性能和衡量机构传递精度的重要指标，也是参数优

化设计的重要依据。迄今，国内外学者在并联机构

运动性能分析和优化设计方面取得了一些非常有价

值的研究成果
［４－１６］

，针对多种不同的灵巧度评价指

标进行了系统的研究，提出了基于不同运动学性能

指标的优化设计方法
［１７－１９］

，在一定程度上提高了并

联机构的运动性能。但以往研究主要针对非冗余并

联机构，涉及冗余并联机构的极少。

本文以具有自主知识产权的空间 ４ ＵＰＳ
ＲＰＵ冗余并联机构为例，该机构动平台通过 ４个结
构完全相同的驱动分支 ＵＰＳ（虎克铰 移动副 球

副）以及另一个驱动分支 ＲＰＵ（转动副 移动副 虎

克铰）与动平台相连接；推导该机构的雅可比矩阵；

分析机构的条件数、最小奇异值和可操作性等灵巧

度评价指标；提出并分析全局灵巧度系数综合评价

冗余并联机构在各种位形下的灵巧度；基于全局灵

巧度系数实现冗余驱动并联机构结构参数的优化设

计。

１　冗余并联机构的自由度计算

本机构属于闭环空间机构，其自由度的计算可

采用 ＫｕｔｚｂａｃｈＧｒｕｂｌｅｒ公式

Ｍ＝６（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ （１）

式中　Ｍ———机构自由度
ｎ———机构总构件数
ｇ———机构运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的相对自由度

如图１所示，本机构中 ｎ＝１２，ｇ＝１５，∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＝

２８，且无复合铰链、虚约束、局部自由度等特殊情况，
则由式（１）得

Ｍ＝６（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＝

６×（１２－１５－１）＋２８＝４
即该机构自由度数为 ４，而机构的驱动数目为

５，该机构为冗余驱动的空间并联机构。这就需要通
过对５个驱动输入进行协同控制，才能使该机构实
现确定的运动。

图 １　４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构模型图

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｇｒａｐｈｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｗｉｔｈａｃｔｕａｔｉｏｎｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ
　

２　冗余并联机构的雅可比矩阵

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构运动速度分析图，
如图２所示。铰链点 Ｓｉ的速度

ＡＶＳｉ可表示为
ＡＶＳｉ＝

ＡＶｂｏ＋
Ａωｂ×

ＡｒＳｉ （２）

式中　ＡＶｂｏ———动平台中心点 ＯＢ的速度
Ａωｂ———动平台的角速度
ＡｒＳｉ———铰点 Ｓｉ相对于动平台中心点 ＯＢ的

矢径

图 ２　４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构运动速度分析示意图

Ｆｉｇ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙａｎａｌｙｓｉｓｄｉａｇｒａｍｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｐａｒａｌｌｅｌ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｗｉｔｈａｃｔｕａｔｉｏｎｒｅｄｕｎｄａｎｃｙ
　

故驱动速度 Ｌ
·

ｉ可表示为
ＡＶＳｉ在 Ｌｉ上的投影

Ｌ
·

ｉ＝
ＡＶＳｉ

Ａｎｉ＝［
ＡｎＴｉ　（

ＡｒＳｉ×
Ａｎｉ）

Ｔ
］

ＡＶｂｏ
Ａω







ｂ

（ｉ＝１，２，…，５） （３）

式中　Ｌ
·

ｉ———杆 Ｌｉ的杆长变化速度
Ａｎｉ———杆 Ｌｉ的单位方向矢量

对于全部５个驱动杆有

Ｌ
·

＝Ｊ１Ａ

ＡＶｂｏ
Ａω







ｂ

（４）
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其中 Ｌ
·

ｉ＝ Ｌ
·

１　Ｌ
·

２　Ｌ
·

３　Ｌ
·

４　Ｌ
·

[ ]５
Ｔ

（５）

Ｊ１Ａ＝

ＡｎＴ１ （
ＡｒＳ１×

Ａｎ１）
Ｔ

ＡｎＴ２ （
ＡｒＳ２×

Ａｎ２）
Ｔ

ＡｎＴ３ （
ＡｒＳ３×

Ａｎ３）
Ｔ

ＡｎＴ４ （
ＡｒＳ４×

Ａｎ４）
Ｔ

ＡｎＴ５ （
ＡｒＳ５×

Ａｎ５）


















Ｔ

（６）

动平台姿态欧拉角（α，β，γ）对时间的导数与动
平台角速度之间存在的对应关系为

［１６］

Ａωｂ＝

Ａωｂｘ
Ａωｂｙ
Ａω











ｂｚ

＝Ｒ（Ｚ，α）










０
０
１
α· ＋Ｒ（Ｚ，α）Ｒ（Ｙ，β）











０
１
０
β
·

＋

Ｒ（Ｚ，α）Ｒ（Ｙ，β）Ｒ（Ｘ，γ）










１
０
０
γ· ＝

０ －ｓｉｎα
０ ｃｏｓα









１ ０

α·

β[ ]· （７）

由４ ＵＰＳ ＲＰＵ机构特点可知，其动平台上的
虎克铰链点 Ｕ６在定坐标系的 ＺＡ轴上的坐标为 ０。
虎克铰链点 Ｕ６在动坐标系下的坐标值转换到定坐
标系下可表示为

ＡＸＵ６
ＡＹＵ６
ＡＺＵ











６

＝Ｒ
－６７１１
０









－２２８４１
＋

ＡＸｂｏ
ＡＹｂｏ
ＡＺ











ｂｏ

（８）

由式（８）可得
ＡＺＵ６＝－２２８４１Ｒ３３－６７１１Ｒ３１＋

ＡＺｂｏ （９）
由于

ＡＺＵ６＝０，可得
ＡＺｂｏ＝－６７１１ｓｉｎβ （１０）

由式（１０）可得
ＡＺ
·

ｂｏ＝－６７１１β
·

ｃｏｓβ （１１）
由式（７）和式（１１）可得动平台的六维速度为

ＡＶｂ０
Ａω[ ]

ｂ

＝Ｊ２Ａ

ＡＶｘｂ０
ＡＶｙｂ０
α·

β













·

（１２）

其中
ＡＶｂ０
Ａω[ ]

ｂ

＝ ＡＶｘｂ０　
ＡＶｙｂ０　

ＡＶｚｂ０　
Ａωｂｘ　

Ａωｂｙ　
Ａω[ ]ｂｚ

Ｔ

（１３）

Ｊ２Ａ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ －６７１１ｃｏｓβ
０ ０ ０ －ｓｉｎα
０ ０ ０ ｃｏｓα

















０ ０ １ ０

（１４）
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（１５）

３　冗余并联机构的性能评价指标

根据冗余并联机构雅可比矩阵的奇异值可以选

定平均条件数 ｋ、最小奇异值 σｍｉｎ和可操作性 ω作
为灵巧度衡量指标，各指标具体含义如下：

（１）ｋＪ＝ λｍａｘ（ＪＪ
Ｔ

槡 ） λｍｉｎ（ＪＪ
Ｔ

槡 ），其中 Ｊ为

雅可比矩阵；λｍａｘ（ＪＪ
Ｔ
）、λｍｉｎ（ＪＪ

Ｔ
）分别为 ＪＪＴ最大

和最小特征值；
１
ｋ
越大越有利于实现机构的各向同

性。

（２）σｍｉｎ越大越有利于动平台对驱动杆的快速
响应和控制操作的最大速度。

（３）ω＝｜ｄｅｔＪ ｜＝σ１σ２σ３σ４σ５；ω越大机构的
灵巧度越好。

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构定平台上的 ５个
铰链点中，第１个转动副沿定坐标系｛Ａ｝的 Ｙ坐标
轴方向，坐标值为 ７１０ｍｍ，其余 ４个铰链点 Ｕｉ（ｉ＝
２，…，５）为均匀布置，半径为 ６５０ｍｍ；４个虎克铰之
间的夹角为 π／２，动平台上５个球铰均匀布置，半径
为１９８２７ｍｍ，各球铰之间的夹角为 ２π／５。本文通
过雅可比矩阵 Ｊ′Ａ得到了条件数、最小奇异值和可操
作性３个灵巧度评价指标。
３１　条件数

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的条件数的倒数
在不同姿态下的变化规律，如图 ３所示。由图 ３可
知，冗余并联机构的姿态变化对其条件数有一定的

影响，且机构在 α＝－１０°，β＝０°姿态下的 １ｋ
大于其

他３个姿态下的值。
３２　最小奇异值

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的最小奇异值在
不同姿态下最小奇异值的变化规律，如图 ４所示。
由图４可知，冗余并联机构的姿态变化对其最小奇
异值有较明显的影响，且机构在 α＝－１０°，β＝０°姿
态下的最小奇异值大于其他３个姿态下的值。
３３　可操作性

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的条件数在不同
姿态下的变化规律，如图５所示。由图５可知，冗余
并联机构的可操作性随着姿态的改变而变化，且机

构在 α＝－１０°，β＝０°姿态下的可操作性大于其他 ３
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图 ３　不同姿态下的条件数的倒数的变化规律

Ｆｉｇ．３　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆｒｅｃｉｐｒｏｃａｌｓｏｆｃｏｎｄｉｔｉｏｎｎｕｍｂｅｒｓ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎｓａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｓ
　

个姿态下的值。

３４　全局灵巧度系数
单个灵巧度评价指标并不能反映冗余并联机构

的整体运动性能，必须构造一个能全面评价冗余并

联机构灵巧度的指标。本文采用全局灵巧度系数来

综合评价并联机构的运动学性能。

ｅ＝１
３
（ｋ２＋１／σ２ｍｉｎ＋１／ω

２
）／槡 ３ （１６）

ｅ值越大机构的灵巧度越好。
４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的全局灵巧度在

不同姿态下的变化规律，如图６所示。由图６可知，
冗余并联机构的全局灵巧度随着姿态的改变而变

化，且机构在 α＝－１５°，β＝０°姿态下的全局灵巧度
大于其他３个姿态下的值。图 ７所示为 ４ ＵＰＳ
ＲＰＵ冗余并联机构在同一 α角、不同 β角下的全局
灵巧度的分布情况。由图７可知，在同一 α角、不同

β角下，冗余并联机构的全局灵巧度变化明显。

４　冗余并联机构的参数优化

在４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构中影响评

图 ４　不同姿态下的最小奇异值的变化规律

Ｆｉｇ．４　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆｍｉｎｉｍｕｍｓｉｎｇｕｌａｒｖａｌｕｅａｔ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｏｓｉｔｉｏｎｓａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｓ
　
价指标的结构参数主要有：定、动平台的铰链点分布

角 θ、θ１、θ２、θ３和分布半径 ｒ、ｒ１、ｒ２，如图 ８和图 ９所
示。由于优化目标比较多，所以本文利用 Ｍａｔｌａｂ遗
传算法工具箱进行结构参数优化。

在本文中，设计变量为：定、动平台的铰链点分

布角 θ、θ１、θ２、θ３和分布半径 ｒ、ｒ１、ｒ２。

目标函数为： (ｍｉｎ １ )ｅ
约束条件为：杆长约束条件　ｌｉｎ≤ｌｉ≤ｌｉｘ

球铰约束条件　θｓｉ≤θｓｘ
虎克铰约束条件　θＵｉ≤θＵｘ
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图 ５　不同姿态下的可操作性的变化规律

Ｆｉｇ．５　Ｃｈａｎｇｅｓｏｆｍａｎｅｕｖｅｒａｂｉｌｉｔｙａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔ

ｐｏｓｉｔｉｏｎｓａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅｓ
　

利用遗传算法，得到优化结果为 θ＝１０９，θ１＝
０５４，θ２＝００７，θ３＝０９３，ｒ＝６６２ｍｍ，ｒ１＝８６６ｍｍ，
ｒ２＝１９３ｍｍ。

利用优化后的参数，分析得到４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗
余并联机构的全局灵巧度如图 １０、１１所示，对比分
析图１０和图６、图１１和图７可以发现，图１０全局灵
巧度比图６的全局灵巧度以及图 １１全局灵巧度比
图７的全局灵巧度都有明显增大，优化后冗余并联

图 ６　单一姿态下的全局灵巧度

Ｆｉｇ．６　Ｇｌｏｂａｌｄｅｘｔｅｒｉｔｙａｔｓｉｎｇｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅ
　

　　

机构运动学性能得到了提高。

５　结束语

推导了４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的雅可比
矩阵，对该机构的条件数、最小奇异值和可操作性等

灵巧度评价指标进行了分析；提出了全局灵巧度系

数来综合评价冗余并联机构在各种位形下的灵巧

度，并分析了其在工作空间内的分布规律；基于全局

灵巧度指标，利用遗传算法实现了冗余驱动并联机

构结构参数的优化设计，研究为冗余并联机构的运
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图 ７　不同 β角下的全局灵巧度

Ｆｉｇ．７　Ｇｌｏｂａｌｄｅｘｔｅｒｉｔｙａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔβａｎｇｌｅｓ

图 ８　定平台各铰链点分布图

Ｆｉｇ．８　Ｈｉｎｇｅｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｎｆｉｘｅｄｐｌａｔｆｏｒｍ

图 ９　动平台各铰链点分布图

Ｆｉｇ．９　Ｈｉｎｇｅｐｏｉｎｔｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｎｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　

图 １０　优化后单一姿态下的全局灵巧度

Ｆｉｇ．１０　Ｇｌｏｂａｌｄｅｘｔｅｒｉｔｙａｔｓｉｎｇｌｅｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄａｔｔｉｔｕｄｅ

ａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
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图 １１　优化后不同 β角下的全局灵巧度

Ｆｉｇ．１１　Ｇｌｏｂａｌｄｅｘｔｅｒｉｔｙａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔβａｎｇｌｅｓａｆｔｅｒｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎ
　
动学性能分析和优化设计提供了一套切实可行的方

法，结果可应用于４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余并联机构的结
　　

构参数优化设计。
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