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摘要：为了抑制连续体结构拓扑优化结果中的灰度单元，在实体各向同性材料惩罚密度法（Ｓｏｌｉｄｉｓｏｔｒｏｐｉｃ

ｍｉｃｒｏｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｗｉｔｈｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ）的基础上提出一种双重 ＳＩＭＰ方法。首先利用含有灵敏度过滤的 ＳＩＭＰ方法

对设计变量进行迭代和优化，将优化结果作为中间变量，然后用不含有灵敏度过滤的 ＳＩＭＰ方法对中间变量进行优

化迭代，得到最终优化结果。以简支梁的结构柔顺度最小为例，将双重 ＳＩＭＰ方法用于柔性结构的优化设计中并与

标准 ＳＩＭＰ算法相比；结果表明，双重 ＳＩＭＰ方法得到清晰的拓扑分布结构，有效抑制了灰度单元，并且双重 ＳＩＭＰ方

法可以得到更小的结构柔顺度，证明了该方法的有效性；双重 ＳＩＭＰ算法的灰度单元对惩罚因子的依赖性很小，可

以选用较小的惩罚因子；针对不同的网格划分模型，双重 ＳＩＭＰ算法得到的优化目标和灰度单元数更稳定，体现出

了很好的网格依赖性。说明该方法具有很好的适用性和稳定性。
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　　引言

结构优化设计技术发展迅速，其中连续体结构

的拓扑优化技术逐渐成为该领域的研究热点和难点

之一。Ｂｅｎｄｓｏｅ等［１］
首先提出了连续体拓扑优化的

概念，并且初步论述了基于均匀化理论的拓扑优化

方法。目前研究较多的主要有：均匀化方法
［１］
、实

体各向同性材料惩罚相对密度法（Ｓｏｌｉｄｉｓｏｔｒｏｐｉｃ
ｍａｔｅｒｉａｌｗｉｔｈｐｅｎａｌｉｚａｔｉｏｎ，ＳＩＭＰ）［２－３］、水 平 集 方
法

［４－５］
、独 立 连 续 拓 扑 变 量 及 映 射 变 换 方 法

（Ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓｍａｐｐｉｎｇ，ＩＣＭ）［６－７］和拓扑
描述函数（Ｔｏｐｏｌｏｇｙｄｅｓｃｒｉｐｔｉｏｎｆｕｎｃｔｉｏｎ，ＴＤＦ）［８］等。
在众多的拓扑优化方法中，ＳＩＭＰ方法由于收敛速度
快、概念简单以及易于实现等优点而得到最广泛的

应用
［９］
。为了克服拓扑优化结果中普遍存在棋盘

格式、网格依赖性等数值不稳定性问题
［１０］
，基于数

字图像原理的过滤法被广泛应用到拓扑优化过程

中，但不管是基于灵敏度还是基于密度的过滤方法，

在优化结果的实体与空洞之间都存在大量的灰色过

渡区域。在某些拓扑优化问题中（例如声子晶体的

优化问题），对灰色过渡区域后处理后的优化结果

将完全偏离初始的拓扑优化结果
［１１］
。为了得到最

接近最优布局的结果，Ｓｉｇｍｕｎｄ按照重要性由高到
底的顺序列出了理想解决方案应该具有的特征：

①可以克服棋盘格式及网格依赖性。②可以实现优
化结果的黑白分布（即抑制灰度单元）。③优化结
果应具有可制造加工性（考虑包括工具尺寸、孔的

最小尺寸等）。④不添加多余的约束。⑤没有过多
的调节参数。⑥算法稳定且可快速收敛。⑦在不同
的拓扑优化问题中具有广泛适应性。⑧简单且易于
实现。⑨优化程序应具有较短的运行时间［１１］

。

在不同的解决方案中，Ｆｕｃｈｓ等［１２］
在 ＳＩＭＰ方

法中引入了倒变量和 ＳＲＶ（Ｔｈｅｓｕｍｏｆｔｈｅｒｅｃｉｐｒｏｃａｌ
ｖａｒｉａｂｌｅｓ）约束；周向阳等［１３－１４］

在此基础上将 ＳＩＭＰ
与 ＳＲＶ方法结合，满足了 ＳＲＶ对设计变量初始值
要求高的缺点，并进一步提出了 ＳＩＭＰ和 ＳＳＶ（Ｔｈｅ
ｓｕｍｏｆｓｑｕａｒｅｓｏｆｔｈｅｖａｒｉａｂｌｅｓ）结合的方法；龙凯
等

［１５］
在 ＳＩＭＰ方法基础上，提出两种启发式的优化

准则法；易继军等
［１６］
采用了体积约束限渐进的方

式；李翔等
［１７］
引入了灰度过滤函数对设计变量直接

修正。但上述方法都具有引入了多余约束的缺点。

张维声
［１８］
、龙凯等

［１９］
对原有灵敏度过滤函数进行

了改进，但添加了额外的调节参数。Ｇｒｏｅｎｗｏｌｄ
等

［２０］
提出了抑制灰度单元的启发式优化准则法，但

优化迭代次数较多，参数难以确定。占金青等
［２１］
基

于节点变量法获得了边界清晰的拓扑结构，但计算

效率较低。

本文以体积约束下柔顺度最小化的结构拓扑优

化问题为例，提出一种双重 ＳＩＭＰ的拓扑优化方法，
在克服棋盘格式和网格依赖性的基础上抑制灰度单

元的数量，得到黑白分布清晰的优化结果。

１　ＳＩＭＰ建模与求解方法

１１　密度函数插值模型
在变密度拓扑优化方法中，ｘｉ表示第 ｉ号单元

的相对密度，即设计变量。当设计变量 ｘｉ＝０时，表
示该单元处无材料存在；当设计变量 ｘｉ＝１时，表示
该单元处有完整材料存在；当设计变量 ０＜ｘｉ＜１
时，表示该单元处材料处于灰度。

运用变密度法进行拓扑优化需要在单元相对密

度与单元刚度矩阵间建立对应的函数关系，即

ｋｉ＝ｆ（ｘｉ）ｋ
０
ｉ （１）

式中　ｋｉ———单元相对密度为 ｘｉ时对应的单元刚度
矩阵

ｆ（ｘｉ）———人为施加的单元相对密度与单元
刚度矩阵之间的函数

ｋ０ｉ———单元相对密度 ｘｉ为 １时所对应的单
元刚度矩阵

在 ＳＩＭＰ方法中，取
ｆ（ｘｉ）＝Ｅｍｉｎ＋ｘ

ｐ
ｉ（Ｅ

０－Ｅｍｉｎ） （２）

式中　Ｅｍｉｎ、Ｅ
０
———单元相对密度为０和１处材料的

弹性模量，为了求解数值稳定，

取 Ｅｍｉｎ＝
Ｅ０

１０９

ｐ———惩罚因子，考虑到数值计算的稳定性，
通常取２～６

１２　经典算例的拓扑优化建模
将体积约束下结构柔顺度最小化的拓扑优化问

题用数学语言描述为

ｍｉｎＣ＝ＵＴＫＵ ＝∑
Ｍ

ｉ＝１
ｘｐｉｕ

Ｔ
ｉｋ０ｕｉ

ｓ．ｔ．
Ｖ＝∑

Ｍ

ｉ＝１
ｘｉｖ

０
ｉ≤θＶ

０

０＜ｘｉ≤ｘｉ＜
{













１

（３）

式中　Ｃ———结构柔顺度
Ｕ———整体位移矩阵
Ｋ———整体刚度矩阵
Ｍ———划分单元的数量
ｕｉ———单元 ｉ的单元位移矩阵
ｋ０———单元相对密度为１的单元刚度矩阵
Ｖ———优化后设计域的材料体积
ｖ０ｉ———单元 ｉ的体积
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Ｖ０———优化前设计域的材料体积
θ———约束的材料体积分数
ｘｉ———单元相对密度的最小值，取 ０００１（大

于零以避免出现奇异值）

优化迭代终止判据由设计变量相对变化率决

定，数学表达式为

ｍａｘ（｜（ｘｋ＋１ｉ －ｘｋｉ）／ｘ
ｋ＋１
ｉ ｜）≤ε （４）

式中　ｋ———迭代次数
ε———收敛率，取００５

１３　灵敏度计算
结构柔度相对单元密度的灵敏度计算公式为

Ｃ
ｘｉ
＝－ＵＴＫ

ｘｉ
Ｕ （５）

由于相对密度ｘｉ仅与单元 ｉ有关，因此式（５）可
以写为

Ｃ
ｘｉ
＝－ｕＴｉ

ｋｉ
ｘｉ
ｕｉ （６）

由上面建立的材料模型得

ｋｉ
ｘｉ
＝
ｆ（ｘｉ）
ｘｉ

ｋ０ｉ＝ｐｘ
ｐ－１
ｉ ｋ

０
ｉ （７）

将式（７）代入式（５）得到
Ｃ
ｘｉ
＝－ｐｘｐ－１ｉ ｕ

Ｔ
ｉｋ
０
ｉｕｉ （８）

体积对单元相对密度的导数为

Ｖ
ｘｉ
＝
（ｘｉｖ

０
ｉ）

ｘｉ
＝ｖ０ｉ （９）

１４　变量更新准则
考虑到实际结构中设计变量往往在 １０００个以

上，故利用优化准则算法（ＯＣ算法）推导设计变量
的更新公式，求解拓扑优化数学模型

［２２］
。

最终得到的设计变量的更新准则为

Ｂ＝
ｐｘｐ－１ｉ ｕ

Ｔ
ｉｋ
０
ｉｕｉ

λｖ０ｉ
（１０）

ｘｎｅｗｉ ＝

ｍａｘ（ｘｉ，ｘｉ－ｍ）　（ｘｉＢ
α≤ｍａｘ（ｘｉ，ｘｉ－ｍ））

ｘｉＢ
α　（ｍａｘ（ｘｉ，ｘｉ－ｍ）＜ｘｉＢ

α≤ｍｉｎ（１，ｘｉ＋ｍ））

ｍｉｎ（１，ｘｉ＋ｍ）　（ｍｉｎ（１，ｘｉ＋ｍ）≤ｘｉＢ
α{
）

（１１）
式中　Ｂ———中间变量

λ———拉格朗日乘子，通过对分法确定
ｍ———设计变量移动极限，取０２
α———阻尼系数，取０５

２　双重 ＳＩＭＰ方法

Ｓｉｇｍｕｎｄ提出以过滤半径范围内单元灵敏度的
加权平均值代替原来的灵敏度

［１１］
。灵敏度过滤公

式为

αｅ＝
１

ｘｅ∑
Ｎ

ｉ
Ｈｉ
∑
Ｎ

ｉ
Ｈｉｘｉαｉ （１２）

其中 Ｈｉ＝ｒｍｎ－ｒ（ｅ，ｉ） （１３）

式中　αｅ———中心单元 ｅ过滤后的灵敏度

αｉ———距离中心单元过滤半径范围内的所有
单元 ｉ过滤前的灵敏度

ｘｅ、ｘｉ———单元 ｅ、ｉ的相对密度

Ｎ———距离中心单元不超过 ｒｍｎ范围内的所
有单元总数

ｒｍｎ———过滤半径
ｒ（ｅ，ｉ）———单元 ｅ、ｉ中心间的距离

Ｓｉｇｍｕｎｄ提出的标准 ＳＩＭＰ算法采用了灵敏度
过滤方法，可以克服拓扑优化结果中的棋盘格式和

网格依赖性。但标准 ＳＩＭＰ算法中的灵敏度过滤却
是边界扩散（即灰度单元较多）的主要原因。多次

实验发现，ＳＩＭＰ优化算法本身具有抑制灰度单元的
作用，这是往往被人们忽略的。

图 １　双重 ＳＩＭＰ方法流程图

Ｆｉｇ．１　ＦｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｄｏｕｂｌｅＳＩＭＰｍｅｔｈｏｄ

因此，利用 ＳＩＭＰ算法本身抑制灰度单元的作
用和灵敏过滤方法对棋盘格式和网格依赖性的提

升，本文提出了一种新的双重 ＳＩＭＰ优化方法，双重
ＳＩＭＰ算法流程图如图 １所示，其基本策略是：利用
加入灵敏度过滤的 ＳＩＭＰ方法（即标准 ＳＩＭＰ方法）
对式（３）所示模型的初始设计变量 ｘ０进行变量更新

和优化迭代，将优化结果作为中间变量 ｘ；用 ｘ初
始化设计变量，其他参数不变，然后用不含有灵敏度

过滤的 ＳＩＭＰ方法，再次对式（３）所示的模型进行新
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一轮的优化迭代过程，并得到最终的优化结果。

双重 ＳＩＭＰ优化方法既利用了灵敏度过滤方
法对棋盘格式和网格依赖性的抑制，又抑制了由

此带来的灰度单元。与其它方法相比，这种方法

简单有效，并且由于与标准 ＳＩＭＰ方法相比没有加
入额外的参数或者约束，其适用性与标准 ＳＩＭＰ方
法相当。

３　二维拓扑优化数值算例

３１　简支梁拓扑优化算例
以经典拓扑优化算例来检验本文方法的可行性

和有效性，算例在 Ｍａｔｌａｂ１４ａ环境中编程实现，采用
平面四节点单元离散结构，不失一般性，算例忽略结

构尺寸和材料的单位，弹性模量取１，泊松比取 ０３，
在不加说明的情况下，单元边长取１，惩罚因子取 ３，
过滤半径取２。

　　图２所示是一根简支梁的经典示例。一端为固
定铰支座，另一端为可以横向滚动的铰支座。在梁

的上端缘中部施加一大小为１的载荷。以结构柔顺
度最小为优化目标，设计区域被划分为８０×２０个单
元，设计的体积比为 ５０％。分别采用 Ｓｉｇｍｕｎｄ提出
的标准 ＳＩＭＰ方法和本文提出的双重 ＳＩＭＰ方法，最
终拓扑结构对比如图 ３所示（颜色的深浅表示单元
相对密度的大小，密度越大，颜色越深），拓扑优化

结果如表１所示。

图 ２　简支梁模型

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｓｉｇｎｄｏｍａｉｎｏｆｓｉｍｐｌｙｓｕｐｐｏｒｔｅｄｂｅａｍ
　

图 ３　拓扑结构对比结果

Ｆｉｇ．３　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓ
（ａ）标准 ＳＩＭＰ方法　（ｂ）双重 ＳＩＭＰ方法

　
表 １　基于不同方法的拓扑结果对比

Ｔａｂ．１　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄ

ｂｙｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｅｔｈｏｄｓ

方法
迭代

步数

最优结构

柔顺度

灰度单元

（０００１＜ｘｉ＜１）百分比／％

标准 ＳＩＭＰ ８２ ４２３７ ４５２５

双重 ＳＩＭＰ ９８ ３７６９ ０５０

　　从图３和表 １看出，两种方法最终的拓扑结构
相似，但是使用双重 ＳＩＭＰ方法可以有效抑制灰度
单元的数量，使拓扑边界更加清晰，并且在不过多增

加迭代步数的情况下可以使结构柔顺度更小。

３２　双重 ＳＩＭＰ优化结果与网格划分的关系
为了验证双重 ＳＩＭＰ方法对网格是否依赖，将

图２定义的设计域分别划分为 ９６×２４、１２０×３０、
１４４×３６、１６０×４０个单元，得到的拓扑结构如图 ４
所示，拓扑优化结果如表２所示。

综合图３和图 ４可以看出，相比标准 ＳＩＭＰ方
法，双重 ＳＩＭＰ方法在拓扑结构对网格的依赖性方
面是相似的。将不同网格划分情况下的灰度单元比

例和结构柔顺度结果进行对比。可以看出，当划分

的网格数量从８０×２０到１６０×４０之间变化时，使用
标准 ＳＩＭＰ方法，结构柔顺度的最大变化量为 １５９，
灰度单元百分比的最大变化量为 １５３１％；而采用

双重 ＳＩＭＰ方法，结构柔顺度的最大变化量为 ０３７，
灰度单元百分比的最大变化量为 ０９７％。可见双
重 ＳＩＭＰ方法在最优结构柔顺度和灰度单元所占比
例对网格的依赖性方面都具有优势。

３３　双重 ＳＩＭＰ优化结果与惩罚因子的关系
ＳＩＭＰ算法中惩罚因子的取值受到算法稳定性

的限制不能取得过大，通常取 ２～６。为了验证双重
ＳＩＭＰ方法对惩罚因子是否依赖，将图 ２定义的区域
划分为８０×２０个网格，同时惩罚因子分别取 ３５、
４０、４５、５０、５５、６０、６５，观察得到的拓扑结果如
表３所示。

从表３看出，标准 ＳＩＭＰ方法优化结果中灰度单
元所占百分比随惩罚因子增加而明显减小，但惩罚因

子增大将显著增加迭代步数；而双重 ＳＩＭＰ方法优化
结果中灰度单元所占百分比则保持相对稳定，基本不

受惩罚因子影响。因此，双重 ＳＩＭＰ方法可以选用较
小的惩罚因子，在不过多增加迭代步数和保证算法稳

定的基础上得到更为清晰的拓扑结构。

４　结论

（１）针对连续体结构拓扑优化中的灰度单元过
多这一问题，在标准 ＳＩＭＰ方法的基础上提出一种
双重 ＳＩＭＰ方法，充分利用 ＳＩＭＰ方法本身来抑制灰
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图 ４　网格细化后得到的拓扑结构对比结果

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｗｉｔｈｇｒｉｄｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｏｕｎｔｓ
（ａ）标准 ＳＩＭＰ方法，９６×２４　（ｂ）双重 ＳＩＭＰ方法，９６×２４　（ｃ）标准 ＳＩＭＰ方法，１２０×３０　（ｄ）双重 ＳＩＭＰ方法，１２０×３０　

（ｅ）标准 ＳＩＭＰ方法，１４４×３６　（ｆ）双重 ＳＩＭＰ方法，１４４×３６　（ｇ）标准 ＳＩＭＰ方法，１６０×４０　（ｈ）双重 ＳＩＭＰ方法，１６０×４０
　

表 ２　不同网格下的拓扑结果对比

Ｔａｂ．２　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈｇｒｉｄｓ

ｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｍｏｕｎｔｓ

网格数量

标准 ＳＩＭＰ

最优结构

柔顺度

双重 ＳＩＭＰ

最优结构

柔顺度

标准 ＳＩＭＰ

灰度单元

百分比／％

双重 ＳＩＭＰ

灰度单元

百分比／％

８０×２０ ４２３７ ３７６９ ４５２５ ０５０

９６×２４ ４１８１ ３７９１ ３９０６ ０８７

１２０×３０ ４１１３ ３７９６ ３３５６ ０４４

１４４×３６ ４０８５ ３８０６ ２９９４ １０８

１６０×４０ ４０７８ ３７９９ ３１０３ １４１

最大变化量 １５９ ０３７ １５３１ ０９７

度单元，在柔性结构的连续体拓扑优化设计中大大

抑制了灰度单元的数量，得到了清晰的拓扑分布结

构。

（２）比较了标准 ＳＩＭＰ方法和双重 ＳＩＭＰ方法
优化结果与网格划分、惩罚因子取值的关系。结果

表明，双重 ＳＩＭＰ方法在最小柔顺度和灰度单元所
占百分比对网格的依赖性方面更有优势，并且可以

　　

表 ３　不同惩罚因子下的拓扑结果对比

Ｔａｂ．３　Ｃｏｎｔｒａｓｔｏｆｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｅｎａｌｔｙｆａｃｔｏｒｓ

惩罚

因子

标准 ＳＩＭＰ

灰度单元

百分比／％

双重 ＳＩＭＰ

灰度单元

百分比／％

标准 ＳＩＭＰ

迭代步数

双重 ＳＩＭＰ

迭代步数

３５ ４４１３ ０１３ ５４ ６８

４０ ４１００ ０６３ ８６ ９７

４５ ３７７５ ０７５ ８４ ９３

５０ ３７００ ０５０ ９４ １０４

５５ ３７１３ ０２５ １９６ ２０４

６０ ３５１３ ０１３ １００ １１２

６５ ３４３８ ０１３ ３２９ ３４２

通过选用较小的惩罚因子，在不过多增加迭代步数

和保证算法稳定的基础上得到更为清晰的拓扑结

构。

（３）在适用性方面，由于双重 ＳＩＭＰ方法与标
准 ＳＩＭＰ方法相比没有添加额外的参数或约束，因
此其适用性与标准 ＳＩＭＰ方法相当。
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