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基于微分模型的空间圆弧与椭圆弧插补研究
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摘要：针对目前圆弧插补与椭圆弧插补在适用范围、计算效率与精度方面的问题，通过引入微分模型表达空间圆弧

与椭圆弧，提出了基于微分模型的空间圆弧与椭圆弧插补方法，能实现空间任意圆弧与椭圆弧的插补。在空间圆

弧插补中能实现零径向误差与零速度波动。在空间椭圆弧插补中能实现零径向误差与较低的速度波动。同时，该

方法的插补过程统一了圆弧和椭圆弧的正逆插补，无需象限判断，因此插补流程简单高效。另外，该方法采用的插

补点递推公式能转换为一系列简单的四则运算，因此插补计算效率高。仿真对比分析表明了该方法相对于目前的

方法具有很大的优越性。最后，在自主开发的数控平台上实现了该方法并完成了试件的加工。
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　　引言

在复杂自由曲线曲面的数控加工中，一般使用

连续微线（弧）段去逼近原曲线曲面，由 ＣＡＤ／ＣＡＭ
软件通过后处理生成加工文件，然后通过外部存储

介质向数控系统传输数据，由直线（圆弧）插补器完

成刀轨指令的生成实现加工控制。这种方法会产生

几个问题［１］：①使用微段离散曲线造成路径的一阶
导数不连续，降低了加工表面的光滑性。②当要求
高的逼近精度时，会生成大量的数控程序，降低插补

效率。解决这些问题有两个途径：二次曲线逼近和

参数曲线直接插补。

目前有很多研究工作在参数曲线直接插补方面

做出了贡献［２－１７］，但依然没有解决参数曲线直接插

补中精度与效率的矛盾，难以满足实时应用，并且可

能需要额外的硬件资源，不适合经济型机床应用。

已有研究工作表明了二次曲线逼近加工方式的优越

性［１８－１９］，不仅能提高逼近精度与轨迹光滑性，并且

能大幅降低代码数量。在二次曲线逼近加工方式

中，高性能的圆弧与椭圆弧插补是必不可少的技术。

Ｈｕ［２０］提出了基于圆心角分割的圆弧和椭圆弧插补
方法，在当时具有较高的计算效率与插补精度。但

是该方法在计算插补点时为了提高计算效率使用了

三角函数的近似计算，导致插补点偏离原轨迹，造成

了较大的轮廓误差，同时该方法未考虑空间圆弧与

椭圆弧的插补。随着数控系统计算能力的提高，在

插补方法中采用直接三角函数和反三角函数计算，

可以有效减小径向误差与速度波动，但是复杂的函

数计算导致系统实时性变差，从而必须加大插补周

期，因此限制了加工速度的提高。

针对以上这些问题，本文提出一种基于微分模

型的空间圆弧与椭圆弧插补方法，使用一阶微分系

统描述空间圆弧与椭圆弧，给出插补点的递推计算

公式，并通过仿真与加工实验验证方法的有效性与

可行性。

１　空间圆弧的微分表达及插补

１１　空间圆弧的微分模型建立

定义空间圆弧所在平面的单位法矢为Ｎ＝（ｎｘ，

ｎｙ，ｎｚ）
Ｔ，圆弧的圆心为 Ｃ，圆上任意一点为 Ｘ（θ），

则该点处切矢可表示为

Ｘ′（θ）＝Ｎ×（Ｘ（θ）－Ｃ）＝
０ －ｎｚ ｎｙ
ｎ ０ －ｎｘ
－ｎｙ ｎｘ









０
（Ｘ（θ）－Ｃ） （１）

其中符号“×”为向量的向量积计算，θ为圆心角。
式（１）即为空间圆弧的微分表达，令系数矩阵为

Ａ＝

０ －ｎｚ ｎｙ
ｎ ０ －ｎｘ
－ｎｙ ｎｘ









０

（２）

１２　空间圆弧插补算法
图１所示为空间圆弧插补原理图，点Ｘｉ与Ｘｉ＋１

为相邻的２个插补点，Ｘ′ｉ与 Ｘ′ｉ＋１为对应的切矢，θｉ
与θｉ＋１为对应的圆心角参数，且 Δθｉ＝θｉ＋１－θｉ。由
式（１）有

Ｘ′ｉ＝Ｎ×（Ｘｉ－Ｃ）

Ｘ′ｉ＋１＝Ｎ×（Ｘｉ＋１－Ｃ{ ）
（３）

图１　空间圆弧插补
Ｆｉｇ．１　Ｓｐａｔｉａｌｃｉｒｃｕｌａｒａｒｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

　
联立式（１）与式（３）可得
（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）×（Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ）＝（（Ｘｉ＋１－Ｃ）－
（Ｘｉ－Ｃ））×（Ｎ×（（Ｘｉ＋１－Ｃ）＋（Ｘｉ－Ｃ）））

（４）
联立拉格朗日公式 ａ×ｂ×ｃ＝ｂ〈ａ，ｃ〉－ｃ〈ａ，

ｂ〉与式（４），可得
（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）×（Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ）＝

Ｎ（‖Ｘｉ＋１－Ｃ‖－‖Ｘｉ－Ｃ‖）－
（Ｘｉ＋１＋Ｘｉ）（〈Ｎ，Ｘｉ＋１－Ｃ〉－〈Ｎ，Ｘｉ－Ｃ〉） （５）

因为Ｎ⊥（Ｘｉ＋１－Ｃ），Ｎ⊥（Ｘｉ－Ｃ）且‖Ｘｉ＋１－Ｃ‖＝
‖Ｘｉ－Ｃ‖＝Ｒ，则

（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）×（Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ）＝Ｏ （６）
其中，Ｏ为零向量，符号“〈·，·〉”为向量的数量积
计算，Ｒ为圆弧半径。根据式（６），可以得到在圆上
有几何关系

（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）∥（Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ） （７）
根据式（１）与式（７）可以得到插补点递推式

　Ｘｉ＋１＝（Ｅ－ｈＡ）
－１（Ｅ＋ｈＡ）（Ｘｉ－Ｃ）＋Ｃ （８）

其中 ｈ＝
‖Ｘｉ＋１－Ｘｉ‖
‖Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ‖

（９）

式中　Ｅ———三阶单位矩阵
ｈ———插补参数增量

在图 １的圆弧中，ΔＸｉＤＸｉ＋１为等边三角形，
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‖Ｘｉ＋１－Ｘｉ‖等于插补步长Ｌｉ。由式（１）可知
‖Ｘ′（θ）‖＝‖Ｎ×（Ｘ（θ）－Ｃ）‖＝

‖Ｘ（θ）－Ｃ‖＝Ｒ （１０）
因此

　‖Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ‖＝２Ｒｃｏｓ
Δθｉ
２＝２Ｒ １－

Ｌ２ｉ
４Ｒ槡 ２ （１１）

联立式（９）与式（１１）可得插补点递推参数为

ｈ＝
Ｌｉ

２Ｒ １－
Ｌ２ｉ
４Ｒ槡 ２

（１２）

２　空间椭圆弧的微分表达及插补

２１　空间椭圆弧的微分模型建立

定义空间椭圆弧的长轴长为 ａ，长轴方向单位
向量为Ｕ，短轴长为ｂ，短轴方向单位向量为Ｖ，椭圆
弧的中心为Ｃ，椭圆上圆心角参数θ处的点Ｘ（θ）为

Ｘ（θ）＝ａＵｃｏｓθ＋ｂＶｓｉｎθ＋Ｃ （１３）
其中Ｕ与Ｖ均为三维向量。对式（１３）进行对圆心
角参数θ的求导为

Ｘ′（θ）＝－ａＵｓｉｎθ＋ｂＶｃｏｓθ （１４）
联立式（１３）与式（１４）得空间椭圆弧的微分表

达式为

Ｘ′（θ） (＝ －ａｂＵＶ
Ｔ＋ｂａＶＵ )Ｔ （Ｘ（θ）－Ｃ）

（１５）
令系数矩阵为

Ａ＝－ａｂＵＶ
Ｔ＋ｂａＶＵ

Ｔ （１６）

２２　空间椭圆弧插补算法
图２所示为空间椭圆弧插补原理，点Ｘｉ与Ｘｉ＋１

为相邻的２个插补点，Ｘ′ｉ与 Ｘ′ｉ＋１为对应的切矢，θｉ
与θｉ＋１为对应的圆心角参数，且 Δθｉ＝θｉ＋１－θｉ。由
式（１４）有

图２　空间椭圆弧插补
Ｆｉｇ．２　Ｓｐａｔｉａｌｅｌｌｉｐｔｉｃａｒｃｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

Ｘ′ｉ＝－ａＵｓｉｎθｉ＋ｂＶｃｏｓθｉ
Ｘ′ｉ＋１＝－ａＵｓｉｎθｉ＋１＋ｂＶｃｏｓθｉ{

＋１

（１７）

则联立式（１３）与式（１７）可得

（Ｘｉ＋１－Ｘｉ）×（Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ）＝
ａｂ［（ｃｏｓ２θｉ＋１＋ｓｉｎ

２θｉ＋１）－
（ｃｏｓ２θｉ＋ｓｉｎ

２θｉ）］（Ｕ×Ｖ）＝Ｏ （１８）
因此在椭圆弧中，几何关系式（７）也成立，同样

使用式（８）作为空间椭圆弧插补点递推式，关键是
递推参数的计算。在图２中，‖Ｘｉ＋１－Ｘｉ‖等于插
补步长 Ｌｉ，将 ΔＸｉＤＸｉ＋１近似看作为等边三角形，则
有

‖Ｘ′ｉ＋１＋Ｘ′ｉ‖≈２‖Ｘ′ｉ‖ｃｏｓ
Δθｉ
２≈

２‖Ｘ′ｉ‖ １－
Ｌ２ｉ

４‖Ｘｉ－Ｃ‖槡 ２ （１９）

由式（１４）可知

　‖Ｘ′（θ）‖＝ ａ２ｓｉｎ２θ＋ｂ２ｃｏｓ２槡 θ＝

ｂ２

ａ２
〈Ｘ（θ）－Ｃ，Ｕ〉２＋ａ

２

ｂ２
〈Ｘ（θ）－Ｃ，Ｖ〉

槡
２ （２０）

联立式（９）、（１９）、（２０）可得插补点递推参数的
近似值为

ｈ＝
Ｌｉ

２Ｒ１ １－
Ｌ２ｉ
４Ｒ槡 ２

２

（２１）

其中

Ｒ１＝‖Ｘ′ｉ‖＝
ｂ２

ａ２
〈Ｘｉ－Ｃ，Ｕ〉

２＋ａ
２

ｂ２
〈Ｘｉ－Ｃ，Ｖ〉槡

２

Ｒ２＝‖Ｘｉ－Ｃ‖

３　仿真分析

３１　插补指令及对比
根据以上研究的空间圆弧插补与椭圆弧插补，

开发了对应的插补器，并定义插补指令格式为：

空间圆弧插补：Ｇ０２１Ｘ＿Ｙ＿Ｚ＿Ｉ＿Ｊ＿Ｋ＿ＮＸ＿ＮＹ＿
ＮＺ＿Ｆ＿。其中 Ｘ、Ｙ、Ｚ为终点绝对值坐标；Ｉ、Ｊ、Ｋ为
圆心相对坐标；（ＮＸ，ＮＹ，ＮＺ）为圆平面法矢，单位化
后即为式（１）中的矢量 Ｎ；Ｆ为进给速度；规定绕矢
量（ＮＸ，ＮＹ，ＮＺ）逆时针插补。

空间椭圆弧插补：Ｇ０３１Ｘ＿Ｙ＿Ｚ＿Ｉ＿Ｊ＿Ｋ＿ＡＬ＿ＢＬ＿
ＵＸ＿ＵＹ＿ＵＺ＿ＶＸ＿ＶＹ＿ＶＺ＿Ｆ＿。其中 Ｘ、Ｙ、Ｚ为终点绝
对值坐标；Ｉ、Ｊ、Ｋ为椭圆中心相对坐标；ＡＬ、ＢＬ为椭
圆长短轴长，即式（１３）中的ａ、ｂ；（ＵＸ，ＵＹ，ＵＺ）为椭
圆长轴方向矢量，单位化后即为式（１３）中的 Ｕ；
（ＶＸ，ＶＹ，ＶＺ）为椭圆短轴单位方向矢量，单位化后
即为式（１３）中的 Ｖ；Ｆ为进给速度；规定绕矢量
（ＵＸ，ＵＹ，ＵＺ）×（ＶＸ，ＶＹ，ＶＺ）逆时针插补。

表１对传统插补方式与本文提出的插补方式进
行了对比。传统插补中规定了圆弧的正逆插补代码
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格式，不包括椭圆弧插补。在传统的圆弧插补中，正

逆插补分别采用 Ｇ０２与 Ｇ０３指令，通过 Ｇ１７／１８／１９
代码指定插补平面，只能实现平面圆弧的插补，而且

在插补过程中需要时刻进行象限判断，流程复杂。

而本文提出的空间圆弧与椭圆弧插补中，使用一个

指令统一了正逆插补，通过矢量确定圆弧和椭圆弧

的空间位置，实现空间任意的圆弧和椭圆弧插补，并

且在插补计算过程中，无需进行象限判断，因此流程

简单。

表１　不同插补方式对比
Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄｓ

插补方法 代码类型 正逆插补 插补范围 象限判断 插补流程

传统圆弧插补 Ｇ０２／Ｇ０３ 分离 ＸＹ／ＸＺ／ＹＺ平面圆弧插补 需要 复杂

本文空间圆弧插补 Ｇ０２１ 统一 空间任意圆弧插补 不需要 简单

本文空间椭圆弧插补 Ｇ０３１ 统一 空间任意椭圆弧插补 不需要 简单

３２　平面圆弧与椭圆弧插补对比
以文献［１５］中的方法为对比，分析本文提出的

插补方法在圆弧插补与椭圆弧插补中的优越性。以

一个圆心在原点、半径为１０ｍｍ的整圆以及一个中
心在原点、长短轴与 Ｘ、Ｙ轴平行、长短轴长分别为
１０、５ｍｍ的整椭圆为仿真对象，分析２种方法下的
径向误差、速度波动与插补效果。仿真过程采用进

给速度１００ｍｍ／ｓ下的恒速插补，插补周期为１ｍｓ。

图３　仿真结果
Ｆｉｇ．３　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ）Ｈｕ的圆弧插补方法　（ｂ）Ｈｕ的椭圆弧插补方法　（ｃ）本文的圆弧插补方法　（ｄ）本文的椭圆弧插补方法

图３是仿真结果，表２是数据分析结果。图３ａ
是Ｈｕ的圆弧插补方法的插补结果，可以看出，所生
产的插补轨迹偏离原曲线，在终点处产生的径向误

差最大，为０３２ｍｍ，这样的误差是不可忽视的，对
于目前的加工来说也是不可接受的。图３ｃ是本文
提出的圆弧插补方法的插补结果，可以看出，插补轨

迹与原曲线重合，在任何插补点处的径向误差为零。

图３ｂ是Ｈｕ的椭圆弧插补方法的插补结果，与圆弧
插补结果一样，插补轨迹偏离原曲线，在终点处产生

的最大径向误差为０４３ｍｍ。图３ｄ是本文提出的
椭圆弧插补方法的插补结果，可以看出，插补轨迹同

样与原曲线重合，在任何插补点处的径向误差为零。

从插补过程中的速度波动对比看，本文的圆弧

插补方法产生的速度波动为零，而 Ｈｕ的圆弧插补
方法产生的速度波动最大值为３２％，这也是一个
较差的结果。本文的椭圆弧插补产生的最大速度波

动为 ０６％，Ｈｕ的椭圆弧插补产生的速度波动为
零。以上分析可知，在圆弧插补方面，本文的圆弧插

补方法既能保持零径向插补，又能保持零速度波动，

优越性突出。在椭圆弧插补方面，本文的椭圆弧插

补方法为了保证零径向误差而牺牲了速度精度，但

总体来说还是优于Ｈｕ的方法。

１４３第８期　　　　　　　　　　　　刘焕 等：基于微分模型的空间圆弧与椭圆弧插补研究



表２　仿真结果分析
Ｔａｂ．２　Ａｎａｌｙｓｉｓｏｆｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

插补方法 最大径向误差／ｍｍ 最大速度波动／％

Ｈｕ的圆弧插补 ０３２ ３２

本文的圆弧插补 ０ ０

Ｈｕ的椭圆弧插补 ０４３ ０

本文的椭圆弧插补 ０ ０６

　　不可忽视的对比是，本文的圆弧和椭圆弧方法
可以完成空间任意圆弧和椭圆弧的插补，而 Ｈｕ的
方法只是针对平面圆弧和椭圆弧，具有较大的局限

性。另外，随着数控系统计算能力的提高，在圆弧插

补和椭圆弧插补方法中可以采用直接三角函数和反

三角函数计算，可以有效减小图３ａ、３ｂ中较大的径
向误差以及表２中的速度波动，但是复杂的函数计
算导致实时性变差，从而必须加大插补周期，因此限

制了加工速度的提高。而本文提出的算法中，

式（８）可以简单的转换为一系列基本的四则运算，
没有复杂的函数计算，而且径向误差为零，产生的速

度波动也比较理想，因此即使相比于目前数控系统

中使用的圆弧和椭圆弧插补算法，本文所提方法也

有很大的优越性。

３３　空间圆弧与椭圆弧插补验证
以空间圆弧：圆心（０，０，０），起点（３０，４０，０），终

点（３０，４０，０），圆弧平面法矢（４，－３，５），与空间椭
圆弧：中心（０，０，０），起点（２４，３２，０），终点（２４，３２，
０），长轴长４０，短轴长２０，长轴方向向量（３，４，０），
短轴方向向量（－４，３，５）作为插补对象来验证本文
算法的空间圆弧与椭圆弧插补能力，插补结果如图４
所示。根据图４的直观感受与前述的理论推导，本
文所提算法具有插补空间任意圆弧与椭圆弧的能

力。

４　实验验证

为了验证本文提出的空间圆弧与椭圆弧插补方

法的有效性与可行性，作者课题组开发了基于

ＴｗｉｎＣＡＴ的开放式三轴数控铣削平台。分别以平面
圆弧与椭圆弧以及空间圆弧与椭圆弧为加工对象，

其中平面圆弧与椭圆弧在 ＸＹ平面上加工，空间圆
弧与椭圆弧在一个倾斜的平面上加工，实际加工的

机床以及结果如图５所示。

图４　空间圆弧与椭圆弧插补结果
Ｆｉｇ．４　Ｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｏｆｓｐａｔｉａｌｃｉｒｃｕｌａｒａｒｃａｎｄｅｌｌｉｐｔｉｃａｒｃ

（ａ）空间圆弧插补　（ｂ）空间椭圆弧插补
　

图５　实验验证结果
Ｆｉｇ．５　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｖｅｒｉｆｉｃａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ

（ａ）加工机床　（ｂ）平面圆弧与椭圆弧加工结果　（ｃ）空间圆弧和椭圆弧加工结果
　
　　图５表明，本文提出的空间圆弧与椭圆弧插补
算法成功应用于课题组开发的数控平台，并成功完

成了平面上的圆弧与椭圆弧以及某一空间平面上的

圆弧与椭圆弧加工，因此本文提出的基于微分模型

的空间圆弧与椭圆弧插补算法有效且可行的。

５　结论

（１）提出了基于微分模型的空间圆弧和椭圆弧
插补方法，可以实现空间任意圆弧和椭圆弧的插补，

并且统一了圆弧和椭圆弧插补过程中的正逆插补，
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无需象限判断，简化了插补流程。

（２）提出的空间圆弧插补算法能实现零径向误
差与零速度波动，提出的空间椭圆弧插补算法能实

现零径向误差与较低的速度波动，并且计算简单高

效。

（３）开发了空间圆弧与椭圆弧插补对应的插补
指令，在自主开发的数控平台上实现，并且成功完成

了对应的加工实验。
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