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摘要：首次采用初始弯曲梁的伪刚体模型建立了柔顺关节的双 １Ｒ伪刚体模型，应用拉格朗日方程和虚拟切割法

推导了柔顺关节并联机器人系统动力学方程。对方程进行了数值求解，结果显示在理想结果的基础上存在低幅高

频振动，而简化模型结果却比较理想，这表明理论模型比简化模型更能反映柔顺关节并联机器人这种刚柔耦合系

统的特征；同时理论轨迹与 ＡＤＡＭＳ ＡＮＳＹＳ联合仿真轨迹、实验轨迹进行对比，最大相对误差分别为 ２４１％和

４６９％，验证了理论模型的正确性。
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　　引言

近年来，广泛应用于细胞与基因操作、精密外科

手术、微电子装配、微细加工、光纤对接等微操作领

域的微／纳米操作并联机器人［１］
，很多采用了含有

柔顺构件的一体化加工并联结构（机器人）。这种

机器人不仅有并联机器人的优点：刚度大、精度高、

速度高、承载能力强等，还有柔顺机构
［２］
的优点：传

统的运动副减少甚至没有、零件数目减少、精度提高

和质量减轻等，并在系统的结构及运动分析与设计

方面取得了大量研究成果
［３－１２］

，在静力学研究方面

也有一定的进展
［１３－１４］

，但在动力学方面研究
［１５－２０］

相对比较少，而且在建模过程中，多数是把柔顺关节

看成是带有扭簧的传统关节，然后基于刚性机构的



理论建立简化模型。这种柔顺关节并联机器人虽然

在微操作领域应用比较广泛，但其应用价值还没有

完全体现出来，尤其是在具有机构整体大范围运动

的一般意义并联机器人上，本文以柔顺关节平面并

联机器人为例，建立具有整体大范围运动的一般意

义的机器人动力学模型。

１　动力学建模

将３ ＲＲＲ刚性平面并联机器人中的驱动杆和
连杆之间的传统转动副用柔顺关节来代替，构成新

型的柔顺关节平面并联机器人（图 １），它可以实现
沿 ｘ、ｙ轴方向上的移动和绕 ｚ轴方向上的转动。为
了实验固定、拆卸方便等，柔顺关节与驱动杆、连杆

的内侧固定连接。为了保证良好的驱动性能，定平

台与各驱动杆之间仍然采用传统的转动副来连接；

为了动平台的运动不直接受柔顺关节变形的影响而

保持期望的运动规律，动平台和各连杆之间也仍然

采用传统的转动副来连接。

图 １　柔顺关节平面并联机器人

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎａｒｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｉｔｈｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ
　
在机器人加入柔顺关节后，固有刚性并联机器

人的很多结构参数都没有改变。比如动平台、静平

台的结构参数，驱动杆和连杆的截面参数和材料参

数。改变的只是加入柔顺关节后，实际的驱动杆和

连杆的杆长有所改变，这个变化与柔顺关节的初始

曲率半径有关系，这样才能保证加入柔顺关节前后

两者的初始位形都相同，如图 ２所示。表 １为柔顺
关节并联机器人的结构参数。

１１　柔顺关节模型
由于柔顺关节具有初始曲率，而且两端和刚性

构件固定连接，因此把柔顺关节平均分成中间固定

连接的两段，每段都基于初始弯曲柔性梁 １Ｒ伪刚
体模型来建立其模型，２个１Ｒ伪刚体模型末端固定
连接成柔顺关节双１Ｒ伪刚体模型，如图３所示。

在实验中，柔顺关节和机器人刚性杆件连接时

是和刚性驱动杆、刚性连杆的内侧进行连接的，但

图 ２　柔顺关节结构图

Ｆｉｇ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔ
　

表 １　柔顺关节并联机器人结构参数

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｉｔｈ

ｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ

部件 长度／ｍｍ 宽度／ｍｍ 厚度／ｍｍ 材料

驱动杆 ３６６ ２３ １０ 硬铝

连杆 ３６６ ２３ １０ 硬铝

部件 边长／ｍｍ 厚度／ｍｍ 材料

动平台 ８０ ２５ 硬铝

静平台 ９００ ３６ 铸铁

部件 半径／ｍｍ 弧度／ｒａｄ 宽度／ｍｍ 厚度／ｍｍ 材料

柔顺关节 ２０ １８８ ２６ ０３ 硬铝

图 ３　柔顺关节双 １Ｒ伪刚体模型

Ｆｉｇ．３　Ｄｏｕｂｌｅ１Ｒｐｓｅｕｄｏｒｉｇｉｄｂｏｄｙｍｏｄｅｌｏｆ

ｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔ
１．驱动杆或连杆　２．柔顺关节　３．扭簧

　
是在理论建模时，是以刚性驱动杆和刚性连杆的中

心轴线进行建模的，此时，理想柔顺关节的半径为实

际柔顺关节的半径与刚性驱动杆或者刚性连杆宽度

的一半之和，即

ｒｉ＝ｒ＋
ｂｒ
２

（１）

式中　ｒｉ———理想的柔顺关节半径
ｒ———实际的柔顺关节半径
ｂｒ———刚性杆件的宽度

柔顺关节的初始弧度为 θ，相对应的理想弧长 ｌ
为

ｌ＝ｒｉθ （２）

６４３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１５年



理想柔顺关节一半的曲率为

κ０＝
ｌ
２ｒｉ

（３）

根据曲率 κ０，从文献［２１］表２选择伪刚体模型中参
数 γ、ρ、ＫΘ值。

然后基于伪刚体模型法，计算柔顺关节伪刚体

模型中的各主要参量。其中特征半径（伪刚体杆

长）为 ρｌ／２，短杆长为（１－γ）ｌ／２，伪刚体角初始值
为

Θｉ＝ａｒｃｔａｎ
ｂｉ

ａｉ－ｌ（１－γ）
（４）

式中　ａｉ———初始弯曲柔性梁末端的初始位置 ｘ方
向坐标

ｂｉ———初始弯曲柔性梁末端的初始位置 ｙ方
向坐标

两个伪刚体杆之间的夹角为

Θ０＝２Θｉ＋π－θ （５）
扭簧刚度为

Ｋ＝
２ＩＥρＫΘ
Ｌ

（６）

式中　Ｌ———实际柔顺关节的弧长
Ｉ———转动惯量

Ｌ＝ｒθ （７）
式（７）表示扭簧刚度是按照实际柔顺关节的结

构参数进行计算的。

由于图 ３所示柔顺关节双 １Ｒ伪刚体模型中的
伪刚体杆末端是固定连接，所以它可以简化成图 ４
所示模型。这种简化模型，对整个机器人的建模计

算更为方便。

图 ４　柔顺关节双 １Ｒ简化伪刚体模型

Ｆｉｇ．４　Ｄｏｕｂｌｅ１Ｒｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｐｓｅｕｄｏｒｉｇｉｄｂｏｄｙ

ｍｏｄｅｌｏｆｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔ
１．等效伪刚体杆　２．扭簧

　

在简化伪刚体模型中，根据三角形余弦定理可

知，等效伪刚体杆长为

ｒ２＝ ２（ρｌ／２）２（１－ｃｏｓΘ０槡 ） （８）

等效初始伪刚体角度为

Θｉｅ＝ａｒｃｃｏｓ
ρｌｓｉｎΘ０
２ｒ２

＋Θｉ （９）

１２　运动学分析
将柔顺关节的模型和并联机器人的模型融合到

一起，其结构如图５所示。

图 ５　柔顺关节平面并联机器人结构图

Ｆｉｇ．５　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｉｔｈ

ｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ
　
其中理论模型中刚性杆件（驱动杆和连杆）的

杆长为实际刚性杆件杆长与柔顺关节双 １Ｒ伪刚体
简化模型中伪刚体短杆杆长之和，即

ｒ１＝ｌ１＋（１－γ）ｌ／２ （１０）
ｒ３＝ｌ３＋（１－γ）ｌ／２ （１１）

式中　ｒ１、ｒ３———理论模型中驱动杆杆长和连杆杆长
ｌ１、ｌ３———实际驱动杆杆长和连杆杆长

建立如图５所示的坐标系，以 Ａ１点为坐标原点
建立绝对坐标系 ＸＯＹ；以动平台中心点为坐标原点
建立相对坐标系 Ｒ：Ｘ′Ｏ′Ｙ′。驱动杆 ＢｉＡｉ的驱动关
节处坐标点 Ａ１、Ａ２、Ａ３在绝对坐标系 ＸＯＹ的坐标分

别为：Ａ１（０，０）、Ａ２（ａ，０）、Ａ (３
ａ
２
，槡
３ａ)２

；动平台上

Ｅ１、Ｅ２、Ｅ３在相对坐标系（采用极坐标系）Ｒ：Ｘ′Ｏ′Ｙ′下

坐标分别为：
ＲＥ (１

槡３ｈ
３
，
７π)６

、
ＲＥ (２

槡３ｈ
３
，－π )６ 、

ＲＥ (３ 槡３ｈ３，π )２ ；统一为
ＲＥｉ（ρｉ，θｉ）。

假定动平台处于绝对坐标系下的某一位姿

（ｘ，ｙ，φ），则 Ｏ′的坐标为（ｘ，ｙ），进一步可以得到动
平台上 Ｅｉ在绝对坐标系 ＸＯＹ的坐标为 Ｅｉ（ｘ＋
ρｉｃｏｓ（θｉ＋φ），ｙ＋ρｉｓｉｎ（θｉ＋φ））。在绝对坐标系下，
连杆 ＤｉＥｉ上 Ｅｉ的坐标和动平台上 Ｅｉ点的坐标相
同，基于矢量法，有

ｌＯＡｉ＋ｌＡｉＢｉ＋ｌＢｉＤｉ＋ｌＤｉＥｉ＝ｌＯＯ′＋ｌＯ′Ｅｉ
（ｉ＝１，２，３） （１２）

设　Ｘ＝［ｘ ｙ φ］Ｔ

θ＝［θ１１ θ１２ θ１３ θ２１ θ２２ θ２３ θ３１ θ３２ θ３３］Ｔ

对位移表达式（１２）两边分别求导，可得输入速度 θ
·
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和动平台输出速度 Ｘ
·

的关系式为

Ｐθ
·

＝ＱＸ
·

（１３）

其中 Ｐ＝

Ｐ１
Ｐ２

Ｐ











３

　Ｑ＝

Ｑ１
Ｑ２
Ｑ











３

Ｐｉ＝
－ｒ１ｓｉｎθｉ１ －ｒ２ｓｉｎθｉ２ －ｒ３ｓｉｎθｉ３
ｒ１ｃｏｓｉ１ ｒ２ｃｏｓθｉ２ ｒ３ｃｏｓθｉ[ ]

３

（ｉ＝１，２，３）

Ｑｉ＝
１ ０ －槡３

３
ｈｓｉｎ（θＤｉ＋φ）

０ １ 槡３
３
ｈｃｏｓ（θＤｉ＋φ











）

　（ｉ＝１，２，３）

进一步可化简求得机器人的速度映射方程

θ
·

＝Ｊ１Ｘ
·

（１４）
式中　Ｊ１———机器人的广义逆雅可比矩阵

Ｊ１＝Ｐ
－１Ｑ （１５）

１３　动力学建模
图５所示的柔顺关节并联机器人有３个相同结构

的运动支链（图６），通过Ｅｉ和动平台连接而构成的。

图 ６　机器人第 ｉ条运动支链结构图

Ｆｉｇ．６　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄｉａｇｒａｍｏｆｒｏｂｏｔ’ｓｉｔｈｂｒａｎｃｈ
　

通过在 Ｅｉ点进行虚拟切割，可以将机器人分成
３个结构相同的运动支链和 １个动平台。基于这种
切割法

［２２］
，机器人中的每个构件的位移（包括 Ｘ和

θ）中的量都是相互独立的。这种独立性使得建立
动力学模型时可以用上拉格朗日法，然后再加上并

联机器人中闭链约束引起的约束力，使上述开链动

力学模型变为闭链动力学模型。

记 ｍ１、ｍ２、ｍ３、ｍ４分别为杆 ＢｉＡｉ、杆 ＤｉＢｉ、杆

ＥｉＤｉ、动平台的质量；Ｉ１、Ｉ２、Ｉ３、Ｉ４分别为杆 ＢｉＡｉ、杆

ＤｉＢｉ、杆 ＥｉＤｉ、动平台的转动惯量；ｒａｃ、ｒｂｃ、ｒｄｃ分别为

杆 ＢｉＡｉ质心到 Ａｉ的距离、杆 ＤｉＢｉ质心到 Ｂｉ的距

离、杆 ＥｉＤｉ质心到 Ｄｉ的距离。则机器人的第 ｉ条

（ｉ＝１，２，３）运动支链的驱动杆 ＢｉＡｉ动能可表示为

Ｔｉ１＝
１
２
Ｉ１θ
·２
ｉ１＋
１
２
ｍ１ｒ

２
ａｃθ
·２
ｉ１ （１６）

杆 ＤｉＢｉ的动能为

Ｔｉ２＝
１
２
Ｉ２θ
·２
ｉ２＋
１
２
ｍ２（ｒ

２
１θ
·２
ｉ１＋ｒ

２
ｂｃθ
·２
ｉ２＋

２ｒ１ｒｂｃｃｏｓ（θｉ１－θｉ２）θ
·

ｉ１θ
·

ｉ２） （１７）
和动平台连接的杆 ＥｉＤｉ的动能为

Ｔｉ３＝
１
２
Ｉ３θ
·２
ｉ３＋
１
２
ｍ３（ｘ

·２
ｄｃ＋ｙ

·２
ｄｃ）＝

１
２
Ｉ３θ
·２
ｉ３＋
１
２
ｍ３（ｒ

２
１θ
·２
ｉ１＋ｒ

２
２θ
·２
ｉ２＋ｒ

２
ｄｃθ
·２
ｉ３＋

２ｒ１ｒ２ｃｏｓ（θｉ１－θｉ２）θ
·

ｉ１θ
·

ｉ２＋２ｒ１ｒｄｃθ
·

ｉ１θ
·

ｉ３ｃｏｓ（θｉ１－θｉ３）＋

２ｒ２ｒｄｃｃｏｓ（θｉ２－θｉ３）θ
·

ｉ２θ
·

ｉ３） （１８）

动平台的动能为

Ｔ４＝
１
２
Ｉ４φ
·２＋１

２
ｍ４（ｘ

·２＋ｙ·２） （１９）

机器人总变形势能表示为

Ｕ＝１
２
Ｋ∑

３

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
（ΔΘｉｊ）

２
（２０）

其中 ΔΘｉｊ＝Θｉｊ－Θｉ０ （２１）
Θｉ０＝π－Θｉｅ　（ｅ＝１，２） （２２）
Θｉ１＝π－θｉ１＋θｉ２ （２３）
Θｉ２＝π－θｉ２＋θｉ３ （２４）

式中　ΔΘｉｊ———某时刻柔顺关节双 １Ｒ简化伪刚体
模型中伪刚体杆两端的伪刚体角与

初始伪刚体角的差值

Θｉ０———柔顺关节伪刚体简化模型中的初始
伪刚体角的补角

Θｉ１、Θｉ２———某时刻柔顺关节双 １Ｒ简化伪刚
体模型中伪刚体杆两端的伪刚

体角，如图６
式（２０）中 ΔΘｉ１和 ΔΘｉ２有一定的关系，下面进

行推导。首先对伪刚体杆 ＢｉＤｉ进行静力平衡分析，
如图７所示。

图 ７　杆 ＢｉＤｉ受力分析示意图

Ｆｉｇ．７　ＦｏｒｃｅａｎａｌｙｓｉｓｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｒｏｄＢｉＤｉ
　
图７中 ＭｉＢ、ＭｉＤ为柔顺关节双 １Ｒ简化伪刚体

模型中伪刚体杆两端所受的扭矩，其值为
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ＭｉＢ＝ＫΔΘｉ１ （２５）
ＭｉＤ＝ＫΔΘｉ２ （２６）

根据静力平衡，列方程组

－ＲｉＢ＋ＲｉＤ＝０

－ＭｉＢ＋ＭｉＤ{ ＝０
（２７）

将式（２５）、（２６）代入式（２７），得

ΔΘｉ１＝ΔΘｉ２ （２８）
式（２８）表示柔顺关节伪刚体简化模型中的两

端伪刚体角度变化量相同。结合式（２１）、（２３）、
（２４），可以化简为

θｉ１－２θｉ２＋θｉ３＝０ （２９）
定义常量

α１＝Ｉ１＋ｍ１ｒ
２
ａｃ＋ｍ２ｒ

２
１＋ｍ３ｒ

２
１ （３０）

α２＝Ｉ２＋ｍ２ｒ
２
ｂｃ＋ｍ３ｒ

２
２ （３１）

α３＝Ｉ３＋ｍ３ｒ
２
ｄｃ （３２）

β１２＝ｍ２ｒ１ｒｂｃ＋ｍ３ｒ１ｒ２ （３３）

β１３＝ｍ３ｒ１ｒｄｃ （３４）

β２３＝ｍ３ｒ２ｒｄｃ （３５）
式（１６）～（２０）为机器人构件的动能和势能表

达式，将其代入机器人的拉格朗日函数

Ｌｆ＝Ｔ－Ｕ （３６）
并代入常量表达式（３０）～（３５），可得

Ｌｆ＝∑
３

ｉ＝
(

１

１
２α１θ

·２
ｉ１＋β１２ｃｏｓ（θｉ１－θｉ２）θ

·

ｉ１θ
·

ｉ２＋

１
２α２θ

·２
ｉ２＋
１
２α３θ

·２
ｉ３＋β１３ｃｏｓ（θｉ１－θｉ３）θ

·

ｉ１θ
·

ｉ３＋

β２３ｃｏｓ（θｉ２－θｉ３）θ
·

ｉ２θ
·

ｉ )３ ＋１
２
Ｉ４φ
·２＋

１
２
ｍ４（ｘ

·２＋ｙ·２）－１
２
Ｋ∑

３

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
（ΔΘｉｊ）

２
（３７）

记机器人的关节向量为

ｑ＝［θ１１　θ１２　θ１３　θ２１　θ２２　θ２３　…

θ３１　θ３２　θ３３　ｘ　ｙ　φ］
Ｔ

（３８）
对应于机器人关节向量的关节力（矩）为

τ＝［τ１１　τ１２　τ１３　τ２１　τ２２　τ２３　…

τ３１　τ３２　τ３３　Ｆ４ｘ　Ｆ４ｙ　τ４３］
Ｔ

（３９）
将机器人的拉格朗日函数式（３７）代入拉格朗

日方程

ｄ
ｄ (ｔ
Ｌｆ
ｑ)·

－
Ｌｆ
ｑ
＝τ （４０）

可得并联机器人动力学模型为

Ｍｑ··＋Ｃｑ· ＋Ｋｑ＝τ＋Ｋｑ０ （４１）
定义符号

ｃｉ１２＝ｃｏｓ（θｉ１－θｉ２）　ｓｉ１２＝ｓｉｎ（θｉ１－θｉ２）
ｃｉ１３＝ｃｏｓ（θｉ１－θｉ３）　ｓｉ１３＝ｓｉｎ（θｉ１－θｉ３）
ｃｉ２３＝ｃｏｓ（θｉ２－θｉ３）　ｓｉ２３＝ｓｉｎ（θｉ２－θｉ３）

则式（４１）开链动力学模型中的惯性矩阵 Ｍ、科
里奥利矩阵 Ｃ、刚度矩阵 Ｋ分别为

Ｍ＝

Ｍ１
Ｍ２

Ｍ３
Ｍ













４

　Ｃ＝

Ｃ１
Ｃ２

Ｃ３
Ｃ













４

Ｋ＝Ｋ

Ｋ１
Ｋ２

Ｋ３
Ｋ













４

其中

Ｍｉ＝

α１ β１２ｃｉ１２ β１３ｃｉ１３
β１２ｃｉ１２ α２ β２３ｃｉ２３
β１２ｃｉ１３ β２３ｃｉ２３ α











３

　（ｉ＝１，２，３）

Ｍ４＝

ｍ４
ｍ４

Ｉ











４

Ｃｉ＝

０ β１２ｓｉ１２θ
·

ｉ２ β１３ｓｉ１３θ
·

ｉ３

－β１２ｓｉ１２θ
·

ｉ１ ０ β２３ｓｉ２３θ
·

ｉ３

－β１３ｓｉ１３θ
·

ｉ１ －β２３ｓｉ２３θ
·

ｉ２













０

　（ｉ＝１，２，３）

Ｃ４＝Ｏ３×３

Ｋｉ＝
１ －１ ０
－１ ２ －１









０ －１ １
　（ｉ＝１，２，３）　Ｋ４＝Ｏ３×３

由并联机器人的运动学关系式（１２），可得闭链
约束方程

Ｈ（ｑ）＝ｌＯＡｉ＋ｌＡｉＢｉ＋ｌＢｉＤｉ＋ｌＤｉＥｉ－ｌＯＯ′－ｌＯ′Ｅｉ＝０
（ｉ＝１，２，３） （４２）

式（４２）两边对时间求导，可得
ｄＨ（ｑ）
ｄｔ

＝Ｈ（ｑ）
ｑ

ｑ· ＝Ａ（ｑ）ｑ· ＝Ｏ （４３）

其中 Ａ（ｑ）＝［Ｐ，－Ｑ］ （４４）
式中　Ａ（ｑ）———并联机器人速度约束矩阵

ＡＴλ是由并联机器人闭链约束关系引入的约束
内力，这种约束内力用来保证并联机器人的闭链约

束关系。其中 ＡＴ表示约束力的作用方向，而 λ表
示约束力的大小。

在开链机器人动力学模型（式（４１））基础上，加
入闭链约束引入的约束力 ＡＴλ，可以得到并联机器
人动力学模型

Ｍｑ··＋Ｃｑ· ＋Ｋｑ＝τ＋Ｋｑ０＋Ａ
Ｔλ （４５）

设并联机器人的变关节向量 ｑ关于动平台位姿
Ｘ的广义逆雅可比矩阵为 Ｊ，则
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ｑ· ＝ＪＸ
·

（４６）

其中 Ｊ＝
Ｐ－１Ｑ
Ｉ[ ]
３

（４７）

式（４６）代入式（４３）得

ＡＪＸ
·

＝Ｏ （４８）

由于式（４８）对于动平台任意的速度向量 Ｘ
·

都

成立，因此有

ＡＪ＝Ｏ

ＪＴＡＴ＝{ Ｏ
（４９）

同时将式（４１）中的向量 Ｋｑ转换成与 Ｘ相关的
表达式，有

Ｋｑ＝ＫＤＪＸ （５０）
其中　 Ｄ＝ｑ（ＪＸ）－１

在式（４５）两边同时左乘 ＪＴ，并且将式（４６）、
（４８）～（５０）代入得

ＪＴＭＪＸ
··

＋ＪＴ（ＭＪ
·

＋ＣＪ）Ｘ
·

＋ＪＴＫＤＪＸ＝
ＪＴτ＋ＪＴＫｑ０ （５１）

设３个主动关节的驱动力矩为 τａ，则

ＪＴτ＝ＳＴτａ （５２）

其中 Ｓ＝
Ｊ（１，ｉ）
Ｊ（４，ｉ）
Ｊ（７，ｉ









）

式中　Ｓ———动平台的位姿与 ３个主动关节坐标之
间的速度雅可比矩阵

将式（５２）代入式（５１），得到工作空间的动力学
模型

ＪＴＭＪＸ
··

＋ＪＴ（ＭＪ
·

＋ＣＪ）Ｘ
·

＋ＪＴＫＤＪＸ＝
ＳＴτａ＋Ｊ

ＴＫｑ０ （５３）
为了书写方便，式（５３）简化为

ＭｅＸ
··

＋ＣｅＸ
·

＋ＫｅＸ＝Ｓ
Ｔτａ＋τｃ （５４）

其中　　Ｍｅ＝Ｊ
ＴＭＪ　Ｃｅ＝Ｊ

Ｔ
（ＭＪ

·

＋ＣＪ）

Ｋｅ＝Ｊ
ＴＫＤＪ　τｃ＝Ｊ

ＴＫｑ０
式中　Ｍｅ———惯性矩阵　　Ｃｅ———阻尼矩阵

Ｋｅ———刚度矩阵
τｃ———机器人初始载荷向量的修正量

２　计算仿真

２１　数值仿真
以动平台的中心点为目标点，机器人的名义运

动规律为

ｘ＝０４５＋０１ｃｏｓ５ｔ
６

ｙ 槡＝０１５×３＋０１ｓｉｎ５ｔ
６

φ＝－００５ｓｉｎ５ｔ













６

　（ｔ∈（０，７５４］） （５５）

式中　ｘ、ｙ———动平台目标点在 ｘ轴、ｙ轴方向上的
位移，ｍ

φ———动平台转角，ｒａｄ
根据机器人动力学方程（式（５４）），给定机器人

的初始位姿和期望驱动力矩，可以求解动平台的末

端轨迹以及动平台转角，并且和简化模型进行对比，

如图８、９所示。

图 ８　本文模型和简化模型动平台轨迹对比

Ｆｉｇ．８　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｍｏｄｅｌｉｎ

ｔｈｉｓｓｔｕｄｙａｎｄｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌ
　

图 ９　本文模型和简化模型的动平台转角对比

Ｆｉｇ．９　Ｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍａｎｇｌｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｍｏｄｅｌｉｎｔｈｉｓｓｔｕｄｙａｎｄｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｍｏｄｅｌ
　
从图 ８、９可以看出：简化模型计算所得的动平

台轨迹接近理想圆周运动的轨迹，这说明简化模型

不能反映系统中柔顺部件对机器人的影响；而基于

本文理论模型计算所得的轨迹是在理想轨迹的基础

上，存在低幅高频振动。这种低幅高频振动特性，是

柔顺关节在机器人运动过程中反映出来的，是柔顺

部件特有的性质。而简化模型不能反映这一性质，

这说明本文理论模型比简化模型优越。

２２　软件仿真
建立柔顺关节并联机器人仿真模型的主要步骤

有：

（１）在 ＳｏｌｉｄＷｏｒｋｓ中建立柔顺关节的模型。
（２）将柔顺关节模型导入到 ＡＮＡＳＹ软件中进

行柔性化处理，生成模态中性文件。

（３）在 ＡＤＡＭＳ中，建立驱动杆、连杆和动平台
的模型，导入柔性化后的柔顺关节；通过选择材料参
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数、添加约束、加载理论计算出的期望驱动力矩等操

作，建立起柔顺关节并联机器人的仿真模型。

通过上述步骤，建立的柔顺关节并联机器人刚

柔耦合仿真模型如图１所示。
基于仿真模型，输入理论计算出的驱动力矩进

行仿真，并和理论计算结果进行对比，结果如图１０、１１
所示。

图 １０　计算结果和仿真结果的轨迹对比

Ｆｉｇ．１０　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎ

ｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ
　

图 １１　动平台转角理论计算结果和仿真结果对比

Ｆｉｇ．１１　Ｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍａｎｇｌｅｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓａｎｄｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓ
　
从图１０、１１中可以看出，通过求解机器人动力

学响应，软件仿真结果和理论计算结果中的动平台

轨迹大体上都是圆，都存在低幅高频振动。理论计

算轨迹和 ＡＤＡＭＳ仿真轨迹的径向误差曲线如图 １２
所示。

由统计结果可知，在做圆周运动时，理论计算和

软件仿真的轨迹径向误差最大值为 ２４１ｍｍ，最小
值为 －０９９ｍｍ，平均误差为 ０８４ｍｍ，最大相对误
差为２４１％。这说明理论轨迹和仿真轨迹基本吻
合，从而验证了理论模型的正确性。在同一台计算

机上，理论计算的时间为 １ｍｉｎ，而刚柔耦合软件仿
真求解的时间一般比较长，最短为２８ｍｉｎ，而且仿真
步数越多，精度越高，所需时间越长。

为了进一步研究柔顺关节本身的变形运动，以

第１支链中的柔顺关节为例，给出了软件仿真中柔

顺关节两端角位移并进行对比，如图１３所示。

图 １２　轨迹误差曲线

Ｆｉｇ．１２　Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
　

图 １３　第 １支链柔顺关节两端角位移变化仿真曲线

Ｆｉｇ．１３　Ａｎｇｌｅｓｏｆｂｏｔｈｅｎｄｓｏｆｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ

ｉｎｔｈｅｆｉｒｓｔｃｈａｉｎｉｎｓｏｆｔｗａｒｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
　
从图１３以及统计结果可知，在机器人运动过程

中柔顺关节两端角位移最大差值为 ５６０°，最小差
值为 －７６２°，平均差值是 －００４°，最大相对值为
６６０％，说明柔顺关节两端的角位移相对比较接近，
这也说明了式（２８）正确有效。

３　实验

图１４所示为柔顺关节并联机器人的实验系统
实物图。

图 １４　柔顺关节平面并联机器人实验系统

Ｆｉｇ．１４　Ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｓｙｓｔｅｍｏｆｐｌａｎａｒｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ

ｗｉｔｈｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ
１．柔顺关节并联机器人　２．工控机（内插 ＰＭＡＣ）　３．电气控制

柜　４．伺服电机、接近开关、减速器　５．Ｏｐｔｏｔｒａｋ测量系统
　

系统由柔顺关节并联机器人机构（图 １５）、机器
人控制系统和机器人测量系统组成。其中测量系统

１５３第 ７期　　　　　　　　　　　 　　　李渊 等：柔顺关节并联机器人动力学模型



由 ＮＤＩＯｐｔｏｔｒａｋ三维测量系统实现。机器人控制系
统和测量系统详见文献［２３］。

图 １５　柔顺关节的平面并联机器人机构

Ｆｉｇ．１５　Ｐｌａｎａｒｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｗｉｔｈｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ
１．动平台　２．定平台　３．运动支链　４．柔顺关节

　

在柔顺关节并联机器人机构中，为了固定和拆

卸柔顺关节方便，柔顺关节是和驱动杆、连杆内侧连

接的，如图１６所示。

图 １６　柔顺关节的连接

Ｆｉｇ．１６　Ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎｄｉａｇｒａｍｏｆｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔ
１．驱动杆　２．柔顺关节　３．连杆

　

从图１０和图１１可以看出，当柔顺关节截面厚
度为 ０３ｍｍ时，计算结果和仿真结果振动比较明
显。为了提高机器人位移精度，在实际实验中，柔顺

关节截面厚度变为０５ｍｍ。
以动平台移动速度 ５０００ｍｍ／ｍｉｎ为例进行柔

顺关节并联机器人高速轨迹跟踪实验，其实验结果

如图 １７所示，并且和理论计算结果进行了对比。
图１８给出了理论计算结果和实验结果的径向误差
曲线。

从柔顺关节并联机器人实验结果和理论结果对

比（图１７、１８）可以看出：理论求解结果比较理想，几
乎看不出明显振动；两者最大误差为 ４６９ｍｍ，最
小误差为 －３５９ｍｍ，误差平均值为 ０７１ｍｍ，最大
相对误差为 ４６９％，在工程允许范围之内，验证了
本文理论模型的正确性。

分析图１７、１８中柔顺关节并联机器人实验结果
和理论结果的差别，主要原因有：

（１）实验机构与理论分析模型之间有一定差

图 １７　实验轨迹与理论计算结果对比

Ｆｉｇ．１７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ

ａｎｄｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ
　

图 １８　实验轨迹与理论计算结果的误差曲线

Ｆｉｇ．１８　Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｏｆｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｔｒａｊｅｃｔｏｒｙａｎｄ

ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓ
　

　　

距，例如在理论分析中，并没有考虑柔顺关节或者传

统关节的配套装置等对机器人产生的影响。

（２）在柔顺关节的厚度方向加工过程中，不可
避免地会产生一些误差，而机器人系统的刚度和基

频等对柔顺关节的厚度很敏感，使实验机构与理论

模型间产生差异。

（３）传统关节轴承间隙及摩擦等因素也会产
生一定的影响，而在理论分析中没有考虑这些

因素。

４　结束语

首次基于初始弯曲梁的伪刚体模型建立了柔顺

关节的双１Ｒ伪刚体模型，应用拉格朗日方程和虚
拟切割法推导了柔顺关节并联机器人系统动力学方

程。对方程进行了数值求解。通过和简化模型的求

解结果对比，表明了理论模型可以更真实地反映柔

顺关节并联机器人这一刚柔耦合系统的运动，从而

表明了理论模型比简化模型优越；同时和软件仿真

结果、实验结果进行了相互对比，验证了理论模型正

确有效。
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