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摘要：针对 ｎ次 λＢéｚｉｅｒ曲线造型中的复杂曲线难以用单一曲线来构造的问题，研究了该曲线光滑拼接时的连续

性条件。通过分析 λＢéｚｉｅｒ曲线的基函数及其端点性质，给出了相邻两段 λＢéｚｉｅｒ曲线间 Ｃ１、Ｃ２和 Ｇ１、Ｇ２光滑拼

接的充要条件；最后，给出了 λＢéｚｉｅｒ曲线光滑拼接的具体步骤与几何造型实例，并分析了形状参数对拼接后曲线

形状的影响规律。实例结果表明，所提方法不仅易实现且简单有效，在工程复杂曲面的构造与外形设计中将有一

定的应用价值。
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　　引言

参数型曲线曲面不仅是 ＣＡＤ／ＣＡＭ中研究的重
要内容，而且也是产品形状设计、几何表示的有力工

具。传统 Ｂéｚｉｅｒ曲线是一种利用 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数
构造的曲线，由于它结构简单、直观且具有许多优良

的性质（如端点插值性、端点切触性、对称性、凸包

性、仿射不变性等），如今早已成为 ＣＡＤ／ＣＡＭ领域
用于表示曲线曲面的重要方法之一，然而 Ｂéｚｉｅｒ曲
线存在一个缺点：曲线的形状是由其控制顶点唯一

确定的。为了克服这一缺点，有理 Ｂéｚｉｅｒ曲线通过
引入权因子在不改变曲线控制顶点的情况下可由权

因子来调整曲线的形状，但是有理分式的引入又带

来诸多缺陷，如计算复杂、求积分不方便、求导次数

增加等
［１－２］

。

在保留 Ｂéｚｉｅｒ曲线已有优点的基础上，为了弥
补 Ｂéｚｉｅｒ曲线造型技术的缺陷，同时还为了增加曲
线的形状可调性、逼近性，国内外学者构造了许多带

形状参数的非有理形式的广义 Ｂéｚｉｅｒ曲线［３－１９］
。

由于 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数继承了 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数
诸多优良的性质，如非负性、对称性、权性、端点性

质、线性无关性等，所有 λＢéｚｉｅｒ曲线［１８］
继承了 ｎ

次 Ｂéｚｉｅｒ曲线的诸多优点。此外，λＢéｚｉｅｒ曲线还
具有优良的形状可调性，同时其计算复杂度也要低

于文献［５－１１］中的非代数多项式曲线，所以该方
法在 ＣＡＤ／ＣＡＭ等领域中具有一定应用价值［２０－２５］

。

λＢéｚｉｅｒ曲线的应用较为广泛，在描述曲线、曲
面方面有一定的作用。然而，λＢéｚｉｅｒ曲线仍然是
一种多项式曲线，不可避免地会继承多项式曲线固

有的缺点，即高次多项式的计算会产生数值不稳定

现象。所以，当一条 λＢéｚｉｅｒ曲线的次数过高时控
制多边形对曲线的控制会减弱，而次曲线数过低时

又无法更好地表达一条复杂的曲线，解决这一矛盾

的关键是实现两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线间的光滑拼接问
题。本文通过分析 λＢéｚｉｅｒ曲线的基函数及其端点
性质，推导该曲线光滑拼接时的连续性条件。

１　λＢéｚｉｅｒ曲线族

１１　Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数的定义
定义１：令 λ∈［－１，１］，对任意 ｔ∈［０，１］，关于

ｔ的多项式函数
ｂ０，２（ｔ，λ）＝（１－２λｔ＋λｔ

２
）（１－ｔ）２

ｂ１，２（ｔ，λ）＝２ｔ（１－ｔ）（１＋λ－λｔ＋λｔ
２
）

ｂ２，２（ｔ，λ）＝（１－λ＋λｔ
２
）ｔ

{ ２

（１）

即为２次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数［１８］
。

利用递归的方法，可将 ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函
数 ｂｉ，ｎ（ｔ，λ）定义为

［１８］

ｂｉ，ｎ（ｔ，λ）＝（１－ｔ）ｂｉ，ｎ－１（ｔ，λ）＋ｔｂｉ－１，ｎ－１（ｔ，λ）
（ｔ∈［０，１］） （２）

式中，ｉ＝０，１，…，ｎ，ｎ为正整数且满足 ｎ≥３；而
ｂｉ，２（ｔ，λ）（ｉ＝０，１，２）为式（１）定义的 ２次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ
ｌｉｋｅ基函数，且有 ｂｎ，ｎ－１（ｔ，λ）＝ｂ－１，ｎ－１（ｔ，λ）＝０。

可以证明，ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数 ｂｉ，ｎ（ｔ，λ）
具有 ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数类似的性质，如非负性、
权性、对称性以及线性无关性等。特别当 λ＝０时，
ｂｉ，ｎ（ｔ，λ）便退化为 ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎ基函数。
１２　λＢéｚｉｅｒ曲线的定义与性质

定义２：给定 ｎ＋１个控制顶点 Ｐｉ∈Ｒ
ｄ
（ｄ＝２，

３；ｉ＝０，１，…，ｎ；ｎ≥２），多项式曲线

Ｃ（ｔ，λ）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｐｉｂｉ，ｎ（ｔ，λ）　（ｔ∈［０，１］） （３）

即为带形状参数 λ的 ｎ次 Ｂéｚｉｅｒｌｉｋｅ曲线［１８］
，

简称为 λＢéｚｉｅｒ曲线。式中，λ∈［－１，１］，ｂｉ，ｎ（ｔ，

λ）为由式（２）定义的 ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数。显
然，由 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数的性质可知 λＢéｚｉｅｒ曲
线继承了 ｎ次 Ｂéｚｉｅｒ曲线的诸多优良性质，如凸包
性、对称性、几何不变性以及端点性质等。此外，

λＢéｚｉｅｒ曲线还具有更好的形状可调性，曲线的形状
是由其控制顶点和形状参数共同决定的，特别当

λ＝０时，λＢéｚｉｅｒ曲线便退化为传统 ｎ次 Ｂéｚｉｅｒ曲
线。图１给出了分别利用３次 λＢéｚｉｅｒ曲线和 ４次
λＢéｚｉｅｒ曲线绘制的花瓣图形的实例，图 １中虚折
线均表示 λＢéｚｉｅｒ曲线的控制多边形，实线、虚线和
点划线对应的形状参数分别取值为１、０和 －１。

定理１：由式（３）定义的 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ（ｔ，λ）
满足如下端点性质

Ｃ（０，λ）＝Ｐ０
Ｃ（１，λ）＝Ｐｎ
Ｃ′（０，λ）＝（ｎ＋２λ）（Ｐ１－Ｐ０）

Ｃ′（１，λ）＝（ｎ＋２λ）（Ｐｎ－Ｐｎ－１）

Ｃ″（０，λ）＝［２λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２］Ｐ０＋

　　　　　［８λ＋（２－８λ）ｎ－２ｎ２］Ｐ１＋

　　　　　［－１０λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２］Ｐ２
Ｃ″（１，λ）＝［－１０λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２］Ｐｎ－２＋

　　　　　［８λ＋（２－８λ）ｎ－２ｎ２］Ｐｎ－１＋

　　　　　［２λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２］Ｐ























ｎ

（４）
证明：利用式（２）中的递归表达式，可以推导出

ｎ次 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数的一个显式表达式，即可
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图 １　λＢéｚｉｅｒ曲线的应用实例

Ｆｉｇ．１　ＡｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｅｘａｍｐｌｅｓｏｆλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｓ
（ａ）３次 λＢéｚｉｅｒ曲线绘制的花瓣图形　（ｂ）４次 λＢéｚｉｅｒ曲线绘制的花瓣图形

　
将 ｂｉ，ｎ（ｔ，λ）（ｉ＝０，１，…，ｎ）写成显式形式

ｂｉ，ｎ（ｔ，λ） (＝ １＋
３Ｃｉ－１ｎ－２＋Ｃ

ｉ
ｎ－１－Ｃ

ｉ
ｎ

Ｃｉｎ
λ－

２Ｃｉｎ－１
Ｃｉｎ
λｔ＋λｔ)２ Ｃｉｎｔｉ（１－ｔ）ｎ－ｉ
（ｉ＝０，１，…，ｎ） （５）

式中，ｎ≥２，Ｃｉｎ＝
ｎ！

ｉ！（ｎ－ｉ）！
。

由式（５）易算出 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数 ｂｉ，５（ｔ，
λ），（ｉ＝０，１，…，ｎ；ｎ≥２）的端点性质为

ｂｉ，ｎ（０，λ）＝
１ （ｉ＝０）
０ （ｉ≠０{ ）

（６）

ｂｉ，ｎ（１，λ）＝
１ （ｉ＝ｎ）
０ （ｉ≠ｎ{ ）

（７）

ｂ′ｉ，ｎ（０，λ）＝
－（ｎ＋２λ） （ｉ＝０）
ｎ＋２λ （ｉ＝１）
０ （ｉ＝２，３，…，ｎ{

）

（８）

ｂ′ｉ，ｎ（１，λ）＝
－（ｎ＋２λ） （ｉ＝ｎ－１）
ｎ＋２λ （ｉ＝ｎ）
０ （ｉ＝０，１，…，ｎ－２{

）

（９）
ｂ″ｉ，ｎ（０，λ）＝

２λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２ （ｉ＝０）

８λ＋（２－８λ）ｎ－２ｎ２ （ｉ＝１）

－１０λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２ （ｉ＝２）
０ （ｉ＝３，４，…ｎ










）

（１０）

ｂ″ｉ，ｎ（１，λ）＝

－１０λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２ （ｉ＝ｎ－２）

８λ＋（２－８λ）ｎ－２ｎ２ （ｉ＝ｎ－１）

２λ＋（４λ－１）ｎ＋ｎ２ （ｉ＝ｎ）
０ （ｉ＝１，２，…，ｎ－３










）

（１１）
根据式（６）～（１１），再结合式（３）中 λＢéｚｉｅｒ曲

线定义，即可得式（４）中的结论，从而定理１得证。

２　λＢéｚｉｅｒ曲线光滑拼接的连续性条件

在 ＣＡＤ／ＣＡＭ领域中，经常会遇到各种复杂曲
线的造型问题，而一条复杂的曲线通常难以用单条

λＢéｚｉｅｒ曲线来构造，为此需解决的关键技术是实
现多条 λＢéｚｉｅｒ曲线间的光滑拼接。目前，关于曲
线拼接的连续性度量标准有２种［１，２６－２８］

：① 参数连
续性，即曲线在拼接处具有 ｎ阶参数连续可微，则称
这类拼接为Ｃｎ连续。② 几何连续性，即当且仅当两

曲线相应的弧长参数化在公共拼接点处具有 Ｃｎ连
续性，则称它们在该点具有 Ｇｎ连续。实际应用中，

更关心的是曲线 Ｃ１、Ｃ２和 Ｇ１、Ｇ２连续的拼接条件。
为了讨论方便，不妨假设待拼接的 ２条 λＢéｚｉｅｒ曲
线为

Ｃ１（ｔ，λ１）＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｐｉ，１ｂｉ，ｎ（ｔ，λ１）　（ｔ∈ ［０，１］）

Ｃ２（ｔ，λ２）＝∑
ｍ

ｊ＝０
Ｐｊ，２ｂｊ，ｍ（ｔ，λ２）　（ｔ∈ ［０，１

{
］）

（１２）

其中，－１≤λ１、λ２≤１，Ｐｉ，１（ｉ＝０，１，…，ｎ）、Ｐｊ，２（ｊ＝
０，１，…，ｍ）为曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）的控制顶
点。

２１　λＢéｚｉｅｒ曲线的 Ｃ１、Ｃ２光滑拼接

若曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）在公共连接点处
具有相同的一阶导数，则称两条曲线在拼接处满足

Ｃ１连续；若曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）在公共连接

点处除了满足 Ｃ１连续的条件外，还具有相同的二阶
导数，则称这两条曲线在拼接处达到了 Ｃ２ 连

续
［１，２８］

。

定理２：当两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和
Ｃ２（ｔ，λ２）的控制顶点满足
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Ｐ０，２＝Ｐｎ，１

Ｐ１，２ (＝ １＋
ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ )

２
Ｐｎ，１－

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ２

Ｐｎ－１，{ １

（１３）
同时成立，则曲线 Ｃ１和 Ｃ２在公共拼接点处达到 Ｃ

１

连续，反之亦成立。

证明：为了让两条相邻曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，

λ２）满足 Ｃ
１
连续，首先应让 Ｃ１（ｔ，λ１）的末端顶点与

Ｃ２（ｔ，λ２）首端顶点满足 Ｃ
０
连续，即

Ｐ０，２＝Ｐｎ，１ （１４）
其次，两相邻曲线在公共拼接点处还应满足切

矢向量相等，即

Ｃ′１（１，λ１）＝Ｃ′２（０，λ２） （１５）
再根据定理１中的结论，可知

Ｃ′１（１，λ１）＝（ｎ＋２λ１）（Ｐｎ，１－Ｐｎ－１，１）

Ｃ′２（０，λ２）＝（ｍ＋２λ２）（Ｐ１，２－Ｐ０，２{ ）
（１６）

将式（１６）代入式（１５）可得
（ｎ＋２λ１）（Ｐｎ，１－Ｐｎ－１，１）＝（ｍ＋２λ２）（Ｐ１，２－Ｐ０，２）

（１７）
最后，结合式（１４）可将式（１７）进一步整理为

　Ｐ１，２ (＝ １＋
ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ )

２
Ｐｎ，１－

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ２

Ｐｎ－１，１ （１８）

从而，式（１４）和式（１８）构成了 ２条 λＢéｚｉｅｒ曲线光
滑拼接的 Ｃ１连续条件，定理２得证。

定理 ３：当两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和
Ｃ２（ｔ，λ２）的控制顶点满足
Ｐ０，２＝Ｐｎ，１

Ｐ１，２ (＝ １＋
ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ )

２
Ｐｎ，１－

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ２

Ｐｎ－１，１

Ｐ２，２＝
－１０λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２Ｐｎ－２，１＋

[　　
８λ１＋（２－８λ１）ｎ－２ｎ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２＋

　　
８λ２＋（２－８λ２）ｍ－２ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ ]

２
Ｐｎ－１，１＋

[　　
（２＋４ｎ）λ１＋（４ｍ－１０）λ２
－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ

２＋

　　 ｎ２－ｎ＋ｍ２－ｍ
－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ

２－

　　
８λ２＋（２－８λ２）ｍ－２ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ ]

２
Ｐｎ，





























 １

（１９）
同时成立，则曲线 Ｃ１和 Ｃ２在公共拼接点处达到 Ｃ

２

连续，反之亦成立。

证明：两相邻曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）要满足

Ｃ２连续，先应在公共拼接点处满足 Ｃ１连续的条件
Ｐ０，２＝Ｐｎ，１

Ｐ１，２ (＝ １＋
ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ )

２
Ｐｎ，１－

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ２

Ｐｎ－１，{ １

（２０）
其次，曲线在公共拼接点处还要求二阶导数相等，即

Ｃ″１（１，λ１）＝Ｃ″２（０，λ２），再根据定理 １中 λＢéｚｉｅｒ曲
线的端点性质有

［－１０λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ
２
］Ｐｎ－２，１＋

［８λ１＋（２－８λ１）ｎ－２ｎ
２
］Ｐｎ－１，１＋

［２λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ
２
］Ｐｎ，１＝

［２λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］Ｐ０，２＋

［８λ２＋（２－８λ２）ｍ－２ｍ
２
］Ｐ１，２＋

［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］Ｐ２，２ （２１）

最后，将式（２０）中的 ２个等式分别代入式（２１）中，
整理可得

Ｐ２，２＝
－１０λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２Ｐｎ－２，１

[

＋

８λ１＋（２－８λ１）ｎ－２ｎ
２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２＋

８λ２＋（２－８λ２）ｍ－２ｍ
２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ ]

２
Ｐｎ－１，１

[

＋

（２＋４ｎ）λ１＋（４ｍ－１０）λ２－ｎ－ｍ＋ｎ
２＋ｍ２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２ －

　　
８λ２＋（２－８λ２）ｍ－２ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
ｍ＋２λ ]

２
Ｐｎ，１ （２２）

从而，式（２０）和式（２２）便构成 ２条 λＢéｚｉｅｒ曲线光
滑拼接的 Ｃ２连续条件，定理３得证。
２２　λＢéｚｉｅｒ曲线的 Ｇ１、Ｇ２光滑拼接

若曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）在公共连接点处
的一阶导数成正比例，则称两条曲线在拼接处满足

Ｇ１连续；若曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）在公共连接

点处满足 Ｇ１连续的条件，与此同时两者的曲率相
等，且其副法向量的方向也相同，则称它们在拼接点

处达到了 Ｇ２连续［２７－２８］
。

定理 ４：两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和

Ｃ２（ｔ，λ２）在公共拼接点处达到Ｇ
１
连续的充要条件为

Ｐ０，２＝Ｐｎ，１

Ｐ１，２ [＝ １＋
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２ ]） Ｐｎ，１－
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２）
Ｐｎ－１，{ １

（２３）
式中，α＞０表示常数。

证明：两条相邻曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）需要

达到 Ｇ１连续，首先应让 Ｃ１（ｔ，λ１）的末端顶点与

Ｃ２（ｔ，λ２）首端顶点满足 Ｇ
０
连续，即
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Ｐ０，２＝Ｐｎ，１ （２４）
其次，两相邻曲线在公共拼接点处还应满足切

矢方向相同，即

Ｃ′１（１，λ１）＝αＣ′２（０，λ２）　（α＞０） （２５）
再根据定理１中的结论有

Ｃ′１（１，λ１）＝（ｎ＋２λ１）（Ｐｎ，１－Ｐｎ－１，１）

Ｃ′２（０，λ２）＝（ｍ＋２λ２）（Ｐ１，２－Ｐ０，２{ ）
（２６）

将式（２６）代入式（２５）可得
（ｎ＋２λ１）（Ｐｎ，１－Ｐｎ－１，１）＝α（ｍ＋２λ２）（Ｐ１，２－Ｐ０，２）

（２７）
最后，结合式（２４）可将式（２７）进一步整理为

Ｐ１，２ [＝ １＋
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２ ]） Ｐｎ，１－
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２）
Ｐｎ－１，１

（２８）
从而，式（２４）和式（２８）构成了两条 λＢéｚｉｅｒ曲线光
滑拼接的 Ｇ１连续条件，定理４得证。

定理 ５：两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和

Ｃ２（ｔ，λ２）在公共拼接点处达到 Ｇ
２
连续的充要条件

为

Ｐ０，２＝Ｐｎ，１

Ｐ１，２ [＝ １＋
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２ ]） Ｐｎ，１－
ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２）
Ｐｎ－１，１

Ｐ２，２＝
－１０λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ

２

α２［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］
Ｐｎ－２，１＋

{　　
α［８λ１＋（２－８λ１）ｎ－２ｎ

２
］＋ｄ（ｎ＋２λ１）

α３［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］

＋

　　
８λ２＋（２－８λ２）ｍ＋ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
α（ｍ＋２λ２ }） Ｐｎ－１，１＋

{　　
α［２λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ

２
］－ｄ（ｎ＋２λ１）

α３［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］

－

　　
２λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２－

　　
８λ２＋（２－８λ２）ｍ＋ｍ

２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
[２ １＋

ｎ＋２λ１
α（ｍ＋２λ２ ] }）

Ｐｎ，





























 １

（２９）
式中，α＞０表示常数，ｄ表示任意常数。

证明：两条相邻曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）需要

达到 Ｇ２连续，首先应让 Ｃ１（ｔ，λ１）的末端顶点与

Ｃ２（ｔ，λ２）首端顶点满足 Ｇ
１
连续，即

Ｐ０，２＝Ｃ２（０，λ２）＝Ｃ１（１，λ１）＝Ｐｎ，１
Ｃ′１（１，λ１）＝αＣ′２（０，λ２）　（α＞０{ ）

（３０）

式中，α取值与式（２３）中同值。不妨设 Ｃ１（ｔ，λ１）在
ｔ＝１处的副法向量记为 Ｄ１，Ｃ２（ｔ，λ２）在 ｔ＝０处的
副法向量记为 Ｄ２，且有

Ｄ１＝Ｃ′１（１，λ１）×Ｃ″１（１，λ１）

Ｄ２＝Ｃ′２（０，λ２）×Ｃ″２（０，λ２{ ）
（３１）

其次，Ｇ２连续要求曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）
在拼接点处的副法向量的方向相同，再结合式（３０）
和式（３１）可知向量 Ｃ′１（１，λ１）、Ｃ″１（１，λ１）、Ｃ′２（０，
λ２）、Ｃ″２（０，λ２）共面，从而由式（３０）即可得

Ｃ″１（１，λ１）＝ｃＣ″２（０，λ２）＋ｄＣ′２（０，λ２） （３２）
式中，ｃ＞０为未知待求常数。

然后，将曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）的曲率分别
记 κ１（１，λ１）和 κ２（０，λ２），且有

κ１（１，λ１）＝
｜Ｃ′１（１，λ１）×Ｃ″１（１，λ１）｜

｜Ｃ′１（１，λ１）｜
３

κ２（０，λ２）＝
｜Ｃ′２（０，λ２）×Ｃ″２（０，λ２）｜

｜Ｃ′２（０，λ２）｜









 ３

（３３）

根据式（３０）、（３２）和（３３），可将 Ｃ２（ｔ，λ２）的曲率
κ２（０，λ２）转换为

κ２（０，λ２）＝
｜Ｃ′２（０，λ２）×Ｃ″２（０，λ２）｜

｜Ｃ′２（０，λ２）｜
３ ＝

１
α
Ｃ′１（１，λ１） [× １

ｃ
Ｃ″１（１，λ１）－

ｄ
ｃα
Ｃ′１（１，λ１ ]）

１
α
Ｃ′１（１，λ１）

３ ＝

α２｜Ｃ′１（１，λ１）×Ｃ″１（１，λ１）｜
ｃ｜Ｃ′１（１，λ１）｜

３ （３４）

又因为 Ｇ２连续要求曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）
在拼接处的曲率相等，即 κ１（１，λ１）＝κ２（０，λ２），从

而结合式（３３）和式（３４）可计算出 ｃ＝α２。将 ｃ代入
式（３２）可得

Ｃ″１（１，λ１）＝α
２Ｃ″２（０，λ２）＋ｄＣ′２（０，λ２） （３５）

式中，α取值与式（２３）中同值。
最后，根据定理 １中 λＢéｚｉｅｒ曲线的端点性质

计算Ｃ１（ｔ，λ１）和Ｃ２（ｔ，λ２）的各阶切失，并代入式（３５）
可得

Ｐ２，２＝
－１０λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ

２

α２［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］
Ｐｎ－２，１

{

＋

α［８λ１＋（２－８λ１）ｎ－２ｎ
２
］＋ｄ（ｎ＋２λ１）

α３［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］

＋

８λ２＋（２－８λ２）ｍ＋ｍ
２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

ｎ＋２λ１
α（ｍ＋２λ２ }） Ｐｎ－１，１

{

＋

α［２λ１＋（４λ１－１）ｎ＋ｎ
２
］－ｄ（ｎ＋２λ１）

α３［－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２
］

－

２λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
２－

８λ２＋（２－８λ２）ｍ＋ｍ
２

－１０λ２＋（４λ２－１）ｍ＋ｍ
[２ １＋ ｎ＋２λ１

α（ｍ＋２λ２ ] }）
Ｐｎ，１

（３６）
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从而，式（３６）和式（２３）便构成两条 λＢéｚｉｅｒ曲线光
滑拼接的 Ｇ２连续条件，定理５得证。

３　曲线拼接的步骤与实例

３１　曲线拼接的步骤
利用 λＢéｚｉｅｒ曲线光滑拼接的连续条件及其优

良的形状可调性，能方便、灵活地设计各种造型复杂

的曲线。这里以 λＢéｚｉｅｒ曲线的 Ｇ２光滑拼接为例，
其他情况拼接可类似讨论。根据定理 ５中的结论，
可知 ２条 λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｇ２ 光滑拼接的步骤为：
① 自由给定初始曲线 Ｃ１（ｔ，λ１）的形状参数 λ１和
控制顶点 Ｐｉ，１（ｉ＝０，１，…，ｎ）。② 令 Ｐ０，２＝Ｐｎ，１，使
得 Ｃ１（ｔ，λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）具有一个公共的拼接点，即

达到 Ｇ０连续。③ 给定形状参数 λ２、曲线的次数 ｍ
以及常数 α＞０，然后由式（２９）中的第２个等式计算
出曲线 Ｃ２（ｔ，λ２）的第 ２个控制顶点 Ｐ１，２。④ 在步
骤（２）、（３）的基础上，再由式（２９）中的第 ３个等式
计算出曲线 Ｃ２（ｔ，λ２）的第 ３个控制顶点 Ｐ２，２。
⑤ 自由给定曲线 Ｃ２（ｔ，λ２）剩余的 ｍ－２个控制顶
点 Ｐｊ，ｍ（ｊ＝３，４，…，ｍ），即可实现两相邻曲线 Ｃ１（ｔ，

λ１）和 Ｃ２（ｔ，λ２）间的 Ｇ
２
光滑拼接。

显然，反复使用上述曲线的拼接步骤，可实现多

条λＢéｚｉｅｒ曲线间的Ｇ２光滑拼接，此外还可类似给出
曲线间Ｃ１、Ｃ２、Ｇ１光滑拼接的步骤，这里不再赘述。

３２　曲线拼接的实例

为了更好地说明本文的结论，给出一些 ３次
λＢéｚｉｅｒ曲线、４次 λＢéｚｉｅｒ曲线和５次 λＢéｚｉｅｒ曲线
间相互 Ｃ１、Ｃ２、Ｇ１、Ｇ２光滑拼接的造型实例。图２给
出了一个苹果曲线图形造型实例。图 ２中，苹果图
形是由 ２条 ４次 λＢéｚｉｅｒ曲线和 ２条 ３次λＢéｚｉｅｒ
曲线 Ｃ１光滑拼接而成的（采用不同颜色的曲线区
分），两侧蓝色曲线为 ３次 λＢéｚｉｅｒ曲线，上下红色
曲线为 ４次 λＢéｚｉｅｒ曲线。其中，绘制３次和 ４次
λＢéｚｉｅｒ曲线时使用的 Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数 ｂｉ，３（ｔ，λ）
（ｉ＝０，１，２，３）和ｂｊ，４（ｔ，λ）（ｊ＝０，１，２，３，４）分别为

ｂ０，３（ｔ，λ）＝（１－ｔ）
３
（１－２λｔ＋λｔ２）

ｂ１，３（ｔ，λ）＝ｔ（１－ｔ）
２
（３＋２λ－４λｔ＋３λｔ２）

ｂ２，３（ｔ，λ）＝ｔ
２
（１－ｔ）（３＋λ－２λｔ＋３λｔ２）

ｂ３，３（ｔ，λ）＝ｔ
３
（１－λ＋λｔ２













）

（３７）

ｂ０，４（ｔ，λ）＝（１－ｔ）
４
（１－２λｔ＋λｔ２）

ｂ１，４（ｔ，λ）＝ｔ（１－ｔ）
３
（４＋２λ－６λｔ＋４λｔ２）

ｂ２，４（ｔ，λ）＝ｔ
２
（１－ｔ）２（６＋３λ－６λｔ＋６λｔ２）

ｂ３，４（ｔ，λ）＝ｔ
３
（１－ｔ）（４－２λｔ＋４λｔ２）

ｂ４，４（ｔ，λ）＝ｔ
４
（１－λ＋λｔ２















）

（３８）

式中，Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数可由式（２）和式（５）计算
得到。

图 ３给出了一个 ２条 λＢéｚｉｅｒ曲线间 Ｃ２光
滑拼接的实例。图 ３中，组合曲线是由 １条 ３次
λＢéｚｉｅｒ曲线（红色曲线）和 １条 ４次 λＢéｚｉｅｒ曲
线（蓝色曲线）Ｃ２光滑拼接而成，而虚折线均表
示 λＢéｚｉｅｒ曲线的控制多边形，圆点表示曲线
的控制顶点、黑实圆点表示曲线公共的拼接点。

从图 ２、图 ３中的拼接效果来看，拼接曲线在公
共连接点处过渡自然、光滑，达到了较好的拼接

效果。

图 ２　苹果图形的设计实例

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｓｉｇｎｅｄｃｕｒｖｅｏｆａｐｐｌｅ
　

图 ３　λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｃ２拼接的实例

Ｆｉｇ．３　Ｃ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔ

λＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｓ
　
图 ４给出了一个 ３条 λＢéｚｉｅｒ曲线间 Ｇ１光

滑拼接的实例。图 ４中，组合曲线是由 １条 ３次
λＢéｚｉｅｒ曲线（红色曲线）、１条 ４次 λＢéｚｉｅｒ曲
线（蓝色曲线）和 １条 ５次 λＢéｚｉｅｒ曲线（黑色曲
线）Ｇ１光滑拼接而成。而图 ５则给出了一个 ２条
λＢéｚｉｅｒ曲线间 Ｇ２光滑拼接的实例，图中组合曲
线是由 １条 ３次 λＢéｚｉｅｒ曲线（红色曲线）和 １
条 ５次 λＢéｚｉｅｒ曲线（蓝色曲线）Ｇ２光滑拼接而
成。图 ４、图 ５中，虚折线和圆点所表示的含意与
图 ３相 同，绘 制 ５次 λＢéｚｉｅｒ曲 线 时 使 用 的
Ｂｅｒｎｓｔｅｉｎｌｉｋｅ基函数 ｂｉ，５（ｔ，λ）（ｉ＝０，１，２，３，４，
５）的取值为
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ｂ０，５（ｔ，λ）＝（１－ｔ）
５
（１－２λｔ＋λｔ２）

ｂ１，５（ｔ，λ）＝ｔ（１－ｔ）
４
（５＋２λ－８λｔ＋５λｔ２）

ｂ２，５（ｔ，λ）＝ｔ
２
（１－ｔ）３（１０＋５λ－１２λｔ＋１０λｔ２）

ｂ３，５（ｔ，λ）＝ｔ
３
（１－ｔ）２（１０＋３λ－８λｔ＋１０λｔ２）

ｂ４，５（ｔ，λ）＝ｔ
４
（１－ｔ）（５－λ－２λｔ＋５λｔ２）

ｂ５，５（ｔ，λ）＝ｔ
５
（１－λ＋λｔ２















）

（３９）

图 ４　λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｇ１拼接的实例

Ｆｉｇ．４　Ｇ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔ

λＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｓ
　

图 ５　λＢéｚｉｅｒ曲线 Ｇ２拼接的实例

Ｆｉｇ．５　Ｇ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎｂｅｔｗｅｅｎｔｗｏａｄｊａｃｅｎｔ

λＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｓ
　３３　曲线拼接后的形状调整
相对于传统 Ｂéｚｉｅｒ曲线的拼接，本文方法的优

点是：除了可以改变曲线的控制顶点外，还可以通过

修改曲线形状参数来调整组合曲线的整体或局部形

状，同时不影响拼接曲线的光滑程度。根据定理 １
中的结论可知，修改 λＢéｚｉｅｒ曲线的形状参数只会
影响到曲线两端切矢量 Ｃ′（０，λ）和 Ｃ′（１，λ）的大
小，而不会影响其切矢方向。所以，Ｃ１光滑拼接后
的 λＢéｚｉｅｒ组合曲线可以在不改变控制顶点的情况
下，通过修改形状参数来调整自身的形状，但是此时

组合曲线只能做整体形状调整，不能做局部形状调

整。这是因为改变某一段曲线的形状参数，为了确

保两相邻曲线在公共拼接点处满足 Ｃ１连续，与之相
邻曲线的形状参数也必须随之改变（可按式（１７）计
算新的形状参数）。图６给出了图 ２中“苹果”组合

曲线的形状调整实例。图 ６中，实线表示形状调整
前的原曲线（与图２中的曲线相同），虚线和点划线
表示修改形状参数后的组合曲线。从图６中可以看
出，由于组合曲线在形状调整时其控制顶点和整条

曲线的 Ｃ１连续性始终保持不变，所以修改形状参数
后组合曲线的整体形状发生了变化。

图 ６　曲线 Ｃ１光滑拼接后的形状调整实例

Ｆｉｇ．６　ＳｈａｐｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅ

ｗｉｔｈＣ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
　
然而 Ｇ１光滑拼接后的 λＢéｚｉｅｒ组合曲线，在不

改变控制顶点和整条曲线的 Ｇ１连续性的情况下，也
可以通过修改形状参数来调整自身的形状，但此时

曲线即能做整体形状调整、又可以做局部形状调整。

这是因为 Ｇ１连续的组合曲线只要求相邻曲线在公
共拼接点处满足切矢方向相同，改变某一段曲线的

形状参数并不会影响其端点的切矢方向。图７给出
了图４中 Ｇ１光滑拼接组合曲线的形状调整实例。
图 ７中，实线表示形状调整前的原曲线，虚线和点
划线表示修改形状参数后的曲线，折线和圆点所

表示的含意与图 ４相同。由图 ７可知，Ｇ１光滑拼
接后的组合曲线具有灵活的局部形状可调性，改

变单个形状参数只会影响某一段曲线的形状，组

合曲线形状修改时具有较大的自由度但曲线整体

光滑性较低。

对于 Ｃ２连续的 λＢéｚｉｅｒ组合曲线，在不改变控
制顶点和整条曲线的 Ｃ２连续性的情况下，通过修改
形状参数无法对自身形状进行整体和局部形状调

整。若在保持控制顶点不变条件下，修改形状参数

来调整自身的形状，此时整条组合曲线的连续性会

降低为 Ｃ１连续或 Ｇ１连续；但在保持整条曲线 Ｃ２连
续的条件下，可通过修改形状参数和控制顶点（按

式（１９）中的第２、３个等式来修改控制顶点）来实现
组合曲线的局部或整体形状调整。图 ８给出了图 ３
中 Ｃ２连续组合曲线的形状调整实例。图 ８中，实
线、虚线和点划线以及折线和圆点所表示的含意与

图７相同，星号点表示修改后的控制顶点。图 ８ａ中
通过修改４次 λＢéｚｉｅｒ曲线的形状参数和其 ２个控
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制顶点，实现了组合曲线的局部形状调整；图 ８ｂ中
通过修改 ３次 λＢéｚｉｅｒ曲线的形状参数和 ４次
λＢéｚｉｅｒ曲线２个控制顶点，实现了组合曲线的整

体形状调整；图 ８ｃ中通过分别修改 ３次和 ４次
λＢéｚｉｅｒ曲线各自的形状参数以及 ４次 λＢéｚｉｅｒ曲
线１个控制顶点，实现了组合曲线的整体形状调整。

图 ７　曲线 Ｇ１光滑拼接后的形状调整实例

Ｆｉｇ．７　ＳｈａｐｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｗｉｔｈＧ１ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ａ）Ｇ１连续组合曲线的局部形状调整　（ｂ）Ｇ１连续组合曲线的整体形状调整
　

图 ８　曲线 Ｃ２光滑拼接后的形状调整实例

Ｆｉｇ．８　ＳｈａｐｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｗｉｔｈＣ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ
（ａ）组合曲线局部形状调整　（ｂ）组合曲线整体形状调整（修改１个形状参数和２个顶点）　

（ｃ）组合曲线整体形状调整（修改２个形状参数和１个顶点）
　

图 ９　曲线 Ｇ２光滑拼接后的形状调整实例

Ｆｉｇ．９　ＳｈａｐｅｍｏｄｉｆｉｃａｔｉｏｎｏｆλＢéｚｉｅｒｃｕｒｖｅｗｉｔｈＧ２ｃｏｎｔｉｎｕｉｔｙｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

（ａ）Ｇ２连续组合曲线的局部形状调整　（ｂ）Ｇ２连续组合曲线的整体形状调整

　　类似的有，Ｇ２连续的 λＢéｚｉｅｒ组合曲线在不变
其控制顶点和整条曲线的 Ｇ２连续性的情况下，仅仅
修改形状参数无法对自身形状进行整体和局部调

整。若保持控制顶点不变，修改形状参数调整组合

曲线形状时其整体光滑性会降低为 Ｇ１连续；若要保
持整条曲线 Ｇ２连续性不变，可通过修改形状参数和

控制顶点（按式（２９）来修改控制顶点）来实现组合
曲线的局部或整体形状调整。图 ９给出了图 ５中
Ｇ２连续组合曲线的形状调整实例。图 ９中，实线、
虚线和点划线以及折线和圆点所表示的含意与图 ７
相同，星号点表示修改后的控制顶点。图９ａ中通过
修改５次 λＢéｚｉｅｒ曲线的形状参数和其 １个控制顶
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点，实现了组合曲线的局部形状调整；图 ９ｂ中通过
修改３次 λＢéｚｉｅｒ曲线的形状参数和 ５次 λＢéｚｉｅｒ
曲线的１个控制顶点，实现了组合曲线的整体形状
调整。

４　结束语

为了解决 ｎ次 λＢéｚｉｅｒ曲线造型中复杂曲线的
构造与形状调整问题，推导了两相邻 λＢéｚｉｅｒ曲线

间 Ｃ１、Ｃ２和 Ｇ１、Ｇ２光滑拼接的连续性条件，并分析
了形状参数对复杂曲线形状的影响规律，给出了曲

线拼接的基本步骤。理论分析和造型实例表明，本

文所得 λＢéｚｉｅｒ曲线的拼接条件不仅直观有效、易
实现，而且为工程复杂曲线的构造与外形设计提供

了更多的自由度，可以用来构造多种不同光滑性的

复杂曲线。
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