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摘要：基于稀疏存储技术和直接稀疏求解器提出了一种有限元结构分析高效缩聚并行计算方法。该方法将缩聚过

程转换为一系列线性方程组的求解过程，并通过直接稀疏求解器进行求解。它能够避免传统变带宽格式缩聚并行

计算方法对带宽内大量零元素的存储和运算，从而大幅度节省内存空间和有效减少计算量。最后通过发动机曲轴

的有限元数值仿真实验对算法的有效性进行了验证。结果表明：相对传统变带宽格式缩聚并行计算方法，稀疏存

储格式缩聚并行计算方法能够大幅度节省内存空间和有效提高计算效率；各子区域规模越大，该方法对内存空间

的节省和计算效率的提高效果就越明显。
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　　引言

随着结构有限元模型规模的扩大、求解复杂性

和求解精度的提高
［１－３］

，利用超级计算机的高效计

算性能提高工程分析的效率成为一种行之有效的新

途径。超级计算机又称并行计算机，它根据存储方

式的不同大致可以分为共享存储并行计算机和分布

式存储并行计算机两类
［４］
。共享存储并行计算机

因内存访问瓶颈的问题导致系统可扩展性差，目前

已逐步退出市场。分布式存储并行计算机则具有良

好的可扩展性和优异的浮点运算性能，成为当前高

性能计算领域超级计算机发展的主流。为充分发挥

分布式存储并行计算机高效的计算性能，研究和开

发相应的并行算法对于提高科学计算和工程分析的

效率具有重要的现实意义。区域分解法因本身具备

良好的并行计算和分布式存储特性成为分布式存储

并行计算机上广泛采用的一种并行计算方法
［５－７］

。

在采用区域分解法并行求解的过程中，缩聚是

其中非常关键的一个环节。缩聚算法不仅影响到系

统内存需求，而且关系到系统计算量。由于结构有

限元总体刚度矩阵具有大型、稀疏、对称带状分布的

特点，传统存储方法一般采用变带宽格式只存储下

三角部分带宽之内的元素从而避免了对带宽外大量

零元素的存储。传统缩聚算法则通过对变带宽存储

的刚度矩阵进行部分三角分解实现缩聚过程
［８－９］

。

可以证明，三角分解刚度矩阵产生的非零元素总是

落在带宽范围之内
［８］
。因此，缩聚过程中可直接利

用原刚度矩阵的存储空间以节约内存资源。然而，

对于三维复杂结构，随着有限元规模的扩大其刚度

矩阵非零元素的分布将更加分散，从而导致系统带

宽的急剧增加。此外，在带宽之内仍存在大量的零

元素，对这些元素进行存储和运算会造成系统内存

和 ＣＰＵ资源的严重浪费。
近十多年来，有限元领域逐渐采用更加高效的

稀疏存储技术对刚度矩阵进行存储
［１０］
。其中，应用

最为广泛的一种是行压缩存储技术
［１１］
。它只对刚

度矩阵中的非零元素进行存储，从而避免了变带宽

格式存储导致的一系列问题。基于行压缩存储格式

的直接稀疏求解器通过填充 －约化排序也确保了刚
度矩阵在三角分解过程中产生的填充最少，有效减

少了内存空间需求和计算量
［１２］
。本文在吸收和利

用稀疏存储技术和直接稀疏求解器优点的基础上，

提出一种高效的缩聚并行计算方法。它将缩聚过程

转换为一系列线性方程组的求解过程，并通过直接

稀疏求解器进行求解。

１　区域分解法基本原理

区域分解法将结构有限元网格划分为若干个子

区域，然后在每个子区域上单独运算，最后把各个子

区域的结果收集汇总得到问题的完整解
［１３－１６］

。基

于区域分解法进行并行计算的具体过程如下：

首先按照先内部节点后边界节点的编号原则同

时独立形成各子区域的平衡方程

ＫＩＩ ＫＩＢ
ＫＢＩ Ｋ[ ]

ＢＢ

ｘＩ
ｘ[ ]
Ｂ

＝
ＰＩ
Ｐ[ ]
Ｂ

（１）

式中　ｘＩ、ｘＢ———内部节点和边界节点对应的位移
ＰＩ、ＰＢ———内部节点和边界节点对应的外部

载荷向量

Ｋ———刚度矩阵的分块矩阵
在式（１）的基础上各子区域通过缩聚同时独立

消去内部自由度，得到只含边界自由度未知量的界

面方程

槇ＫｘＢ＝槇Ｐ （２）

槇Ｋ＝ＫＢＢ－ＫＢＩＫ
－１
ＩＩＫＩＢ （３）

槇Ｐ＝ＰＢ－ＫＢＩＫ
－１
ＩＩＰＩ （４）

式中　槇Ｋ———缩聚刚度矩阵

槇Ｐ———缩聚载荷向量
系统总体界面方程的组集不仅需要大量的通

信，而且需要消耗大量的内存资源。为减少通信量

和节省内存空间，界面方程不宜采用直接法求解。

而迭代法能够避免系统总体界面方程的组集，故本

文采用迭代法中应用最为广泛的并行预条件共轭梯

度算法
［１７］
求解界面方程。

求得边界自由度后，各子区域内部自由度可根

据

ｘＩ＝Ｋ
－１
ＩＩ（ＰＩ－ＫＩＢｘＢ） （５）

同时独立回代求解。

以上是区域分解法并行求解的基本过程。其

中，式（３）和式（４）表达了子区域缩聚的基本原理。
实际操作时，为避免矩阵求逆消耗大量内存和计算

资源，一般不采用矩阵求逆缩聚。采用传统变带宽

格式缩聚的过程参照文献［８］。它采用变带宽格式
存储刚度矩阵，并通过对带宽内的元素进行部分三

角分解实现缩聚过程。

由于传统变带宽格式缩聚算法基于带宽内的元

素进行操作，它需要对带宽内的所有元素进行存储

和运算，故系统总带宽的大小也就直接决定了缩聚

过程所需的内存空间和计算量。而在带宽之内仍存

在大量的零元素，对这些元素进行存储和运算会造
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成系统内存和 ＣＰＵ资源的严重浪费。特别是对于
三维复杂结构，随着有限元规模的扩大其刚度矩阵

非零元素的分布将更加分散，从而导致系统带宽的

急剧增加。因此，采用传统变带宽格式缩聚时就会

导致系统所需内存空间和计算量的大幅度增加。

２　高效缩聚并行计算方法

基于稀疏存储技术和直接稀疏求解器开发的缩

聚算法，能够避免传统变带宽格式缩聚算法对带宽

内大量零元素的存储和运算，从而有效节省内存空

间和大幅度减少计算量。本文通过将缩聚过程转换

为一系列线性方程组的求解过程，并借助直接稀疏

求解器进行求解实现了一种高效的缩聚算法。

由式（３）可见，缩聚刚度矩阵的计算需要用到
Ｋ－１ＩＩＫＩＢ的结果。可将 ＫＩＢ的每一列元素依次提取出
来并赋值给向量ｂ，然后通过求解线性方程组 ＫＩＩｔ１＝ｂ

依次得到 Ｋ－１ＩＩＫＩＢ每一列的计算结果。而 ＫＢＩＫ
－１
ＩＩＫＩＢ

每一列的值则可通过计算 ｔ２＝ＫＢＩｔ１得到。最后，缩
聚刚度矩阵每一列的结果则通过计算 ＫＢＢ相应的列
向量与 ｔ２的差得到。由于缩聚刚度矩阵的列数与
子区域内部自由度的个数 ｎ相等，因此上述操作共
需进行 ｎ次。同理，缩聚载荷向量可采取同样的求
解策略进行计算。因缩聚载荷向量只有一列，故相

应的流程只需操作一次。采用直接稀疏求解器进行

高效缩聚并行计算的伪代码如图 １所示。图中，

ＫＩＢ（：，ｉ）、槇Ｋ（：，ｉ）和 ＫＢＢ（：，ｉ）分别表示相应矩阵的
第ｉ列元素构成的列向量；ｔ１、ｔ２为临时列向量。

１．∥ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｃｏｎｄｅｎｓｅｄｓｔｉｆｆｎｅｓｓｍａｔｒｉｘ

２．ｄｏｉ＝１，ｎ

３．　ｂ＝ＫＩＢ（：，ｉ）

４．　ｓｏｌｖｅＫＩＩｔ１＝ｂｗｉｔｈａｄｉｒｅｃｔｓｐａｒｓｅｓｏｌｖｅｒ

５．　ｃｏｍｐｕｔｅｔ２＝ＫＢＩｔ１

６．　ｃｏｍｐｕｔｅ槇Ｋ（：，ｉ）＝ＫＢＢ（：，ｉ）－ｔ２
７．ｅｎｄｄｏ

８．∥ｃａｌｃｕｌａｔｅｔｈｅｃｏｎｄｅｎｓｅｄｌｏａｄｖｅｃｔｏｒ

９．ｂ＝ＰＩ
１０．ｓｏｌｖｅＫＩＩｔ１＝ｂｗｉｔｈａｄｉｒｅｃｔｓｐａｒｓｅｓｏｌｖｅｒ

１１．ｃｏｍｐｕｔｅｔ２＝ＫＢＩｔ１

１２．ｃｏｍｐｕｔｅ槇Ｐ＝ＰＢ－ｔ２
１３．∥ｓｏｌｖｅｉｎｔｅｒｆａｃｅｅｑｕａｔｉｏｎｓ

１４．ｓｏｌｖｅ槇ＫｘＢ＝槇ＰｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｌｌｅｌＰＣＧａｌｇｏｒｉｔｈｍ
１５．∥ｃａｌｃｕｌａｔｅｉｎｔｅｒｎａｌｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍ

１６．ｂ＝ＰＩ－ＫＩＢｘＢ
１７．ｓｏｌｖｅＫＩＩｘＩ＝ｂｗｉｔｈａｄｉｒｅｃｔｓｐａｒｓｅｓｏｌｖｅｒ

图 １　高效的缩聚并行计算方法

Ｆｉｇ．１　Ｅｆｆｉｃｉｅｎｔｃｏｎｄｅｎｓａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇｍｅｔｈｏｄ

　　由图１可见，在缩聚刚度矩阵和缩聚载荷向量

的计算过程中需要多次求解线性方程组以及计算矩

阵与向量的乘积。而结构有限元刚度矩阵采用稀疏

存储格式只保存非零元素后，一方面有效节省了内

存空间，另一方面可利用稀疏矩阵求解数学库来提

高线性方程组求解和矩阵向量运算的效率。目前应

用比较广泛的稀疏矩阵求解数学库有 ＳｕｐｅｒＬＵ，
ＭＵＭＰＳ以及 ＩｎｔｅｌＭＫＬ数学库等。本文采用 Ｉｎｔｅｌ
ＭＫＬ数学库来实现线性方程组的求解和矩阵向量
的乘积运算。ＩｎｔｅｌＭＫＬ数学库是面向科学和工程
计算的高性能数学库

［１８］
，它提供了一套高度优化和

线程安全的数学例程，其核心数学函数包括 ＢＬＡＳ，
ＬＡＰＡＣＫ，ＳｃａＬＡＰＡＣＫ，直接稀疏求解器、快速傅立
叶变换、矢量数学及其他函数。以 ＩｎｔｅｌＭＫＬ数学
库为基础进行二次开发不但可以节省大量底层的编

程工作，而且还可以借助其高度优化和线程安全的

特点保证软件开发的质量和效率。

对于稀疏矩阵与向量的乘积，直接调用 Ｉｎｔｅｌ
ＭＫＬ数学库里稀疏矩阵运算的函数即可实现。而
稀疏线性方程组的求解则需利用数学库里的

ＰＡＲＤＩＳＯ求解器。ＰＡＲＤＩＳＯ是 ＩｎｔｅｌＭＫＬ数学库中
一款求解大规模对称和非对称线性方程组的高性能

稳健直接稀疏求解器。它具有高效的内存管理机

制，能够通过先进的填充 约化排序算法确保系统在

求解过程中消耗的内存资源最少。为方便用户使

用，ＰＡＲＤＩＳＯ将求解线性方程组的过程划分为 ３个
阶段，并允许用户通过 ｐｈａｓｅ参数进行控制。各阶
段 ｐｈａｓｅ参数的设置及实现的相关功能如下：

（１）ｐｈａｓｅ＝１１，对方程组的左端项进行填充
约化排序使系统在三角分解阶段产生的填充最少，

并进行符号分解以确定下三角矩阵的稀疏结构。

（２）ｐｈａｓｅ＝２２，对方程组的左端项进行数值分
解，具体计算经三角分解得到的下三角矩阵中各元

素的数值。

（３）ｐｈａｓｅ＝３３，根据方程组的右端项进行回代
求解，得到方程组的解。

由于在图１算法中所有要求解的线性方程组的
左端项都相同，因此利用 ＰＡＲＤＩＳＯ求解时其前两个
阶段的操作，即矩阵的填充 －约化排序及符号分解
和数值分解过程，只需进行一次。然后在具体求解

某个线性方程组时，只要将 ｐｈａｓｅ的值设置为 ３３并
根据相应的右端项回代求解即可。

相对传统变带宽格式缩聚算法，本文提出的稀

疏存储格式缩聚算法具有如下优点：首先可以避免

对带宽内大量零元素的存储和运算，从而有效节省

内存空间和大幅度减少计算量。其次，可以利用稀

疏矩阵求解数学库来保证开发出的程序具有较低的
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内存消耗和高效的计算性能。

３　算例验证

为验证本文并行算法的有效性，在上海超级计

算中心的魔方超级计算机上进行了实例测试。魔方

超级计算机的型号为 ＤＡＷＮＩＮＧ ５０００Ａ，它属于典
型的分布式存储大规模并行计算机。整个系统由多

核节点通过 ＩｎｆｉｎｉＢａｎｄ网络连接而成。其具体的硬
件配置如下：每个节点包括 ４颗 ＡＭＤＢａｒｃｅｌｏｎａ
１９ＧＨｚ四核处理器，６４ＧＢ共享内存。节点机间采
用 ＩｎｆｉｎｉＢａｎｄ光纤网络互联，理论带宽 ２０Ｇｂｉｔｓ／ｓ。
每个核拥有５１２ＫＢ二级缓存，位于相同芯片上的 ４
个核共享２ＭＢ三级缓存。

魔方超级计算机上运行的操作系统为 Ｓｕｓｅ
ＬｉｎｕｘＥｎｔｅｒｐｒｉｓｅＳｅｒｖｅｒ１０。本文并行计算程序采用
ＦＯＲＴＲＡＮ语言编写，以 ＩｎｔｅｌＭＫＬ数学库为基础实
现相关求解算法，进程间通信根据 ＭＰＩ标准实现。
并行算法评估的计算模型如图２所示。图２为某发
　　

动机曲轴的静力学分析有限元计算模型。

图 ２　曲轴计算模型

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｍｏｄｅｌｏｆｃｒａｎｋｓｈａｆｔ
　
采用六面体单元进行网格剖分后，该模型具有

１４７３１２单元，１７３０５６节点，５１９１６８自由度。并行
计算时，将整体有限元模型分别剖分为 ８个子区域
和１６个子区域两种规格。然后针对每种规格，分别
采用传统变带宽格式缩聚算法和本文稀疏存储格式

缩聚算法进行并行计算。各子区域的单元、节点数

以及采用不同方法进行缩聚并行计算的结果如表 １
和表２所示。变带宽格式和稀疏存储格式并行计算
的总时间在８个子区域时分别为：１０８６ｓ和 ８２８ｓ；
在１６个子区域时分别为６０５ｓ和４５１ｓ。

表 １　８个分区并行计算结果

Ｔａｂ．１　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇｆｏｒｅｉｇｈｔｐａｒｔｉｔｉｏｎｓ

子区域

编号
单元数

内部

节点数

边界

节点数

变带宽格式缩聚 稀疏存储格式缩聚

最大内存需求／ＭＢ 缩聚时间／ｓ 最大内存需求／ＭＢ 缩聚时间／ｓ

１ １８４１４ ２１４５９ ３３４ ５１０ １０５２ ２１４ ７７２

２ １８４１５ ２１６１９ １６５ ３７６ ６２７ ２１３ ３９８

３ １８４１３ ２１４５５ ３３９ ４８１ ９６０ ２１５ ７９２

４ １８４１４ ２１４５３ ３３９ ４８２ ９５０ ２１５ ７９６

５ １８４１４ ２１６１７ １６６ ３７８ ６００ ２１３ ３９３

６ １８４１４ ２１４５５ ３３５ ５０７ １０４１ ２１４ ７８１

７ １８４１４ ２１４５７ ３３８ ４８２ ９１４ ２１５ ７９１

８ １８４１４ ２１４５７ ３３８ ５００ １０５０ ２１５ ７９０

表 ２　１６个分区并行计算结果

Ｔａｂ．２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｃｏｍｐｕｔｉｎｇｆｏｒｓｉｘｔｅｅｎｐａｒｔｉｔｉｏｎｓ

子区域

编号
单元数

内部

节点数

边界

节点数

变带宽格式缩聚 稀疏存储格式缩聚

最大内存需求／ＭＢ 缩聚时间／ｓ 最大内存需求／ＭＢ 缩聚时间／ｓ

１ ９２０８ １０６５５ ３３２ ２４６ ５５３ １１５ ４１５
２ ９２０６ １０６５０ ３３６ ２４１ ５２１ １１５ ４２０
３ ９２０７ １０８１３ １６３ １８７ ３２４ １１４ ２１８
４ ９２０８ １０６５６ ３２８ ２４０ ５３７ １１６ ３９１
５ ９２０６ １０６４６ ３３９ ２４１ ５５１ １１５ ４２２
６ ９２０７ １０６５０ ３３９ ２４２ ５５０ １１６ ４０４
７ ９２０７ １０６５１ ３３８ ２４６ ５７６ １１５ ４０５
８ ９２０７ １０６５１ ３３８ ２４７ ５７７ １１６ ４２３
９ ９２０７ １０６５１ ３３８ ２４８ ５７５ １１５ ４４２
１０ ９２０７ １０６５１ ３３８ ２４１ ５４４ １１５ ４０４
１１ ９２０７ １０６５０ ３３９ ２４９ ５８１ １１６ ４２２
１２ ９２０７ １０６５０ ３３９ ２４１ ５２２ １１５ ４０６
１３ ９２０７ １０６５４ ３３２ ２４８ ５６８ １１６ ４１６
１４ ９２０７ １０６４９ ３３６ ２５３ ５９６ １１５ ４０３
１５ ９２０７ １０８１３ １６３ １９０ ３４５ １１４ ２０６
１６ ９２０７ １０６５５ ３２８ ２４９ ５７０ １１５ ４０９
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　　由表１和表 ２可见，相对传统变带宽格式缩聚
算法，本文稀疏存储格式缩聚算法能够大幅度节省

内存空间和有效减少缩聚时间。在表 １中子区域 １
采用变带宽格式缩聚时最大内存需求为 ５１０ＭＢ，缩
聚时间为 １０５２ｓ；而采用稀疏存储格式缩聚时最大
内存需求仅为 ２１４ＭＢ，缩聚时间为 ７７２ｓ。这就节
省了 ２９６ＭＢ内存空间，缩聚时间也减少了 ２８０ｓ。
这是由于采用稀疏存储格式缩聚可以避免变带宽格

式缩聚对带宽内大量零元素的存储和运算，从而大

幅度节省内存空间和有效减少计算量。

另外，由表１和表２也可见，各子区域有限元规
模越大，稀疏存储格式缩聚对内存空间的节省和缩

聚时间的减少效果就越明显。在表 ２中，各子区域
有限元规模在 ９２０６～９２０８单元时，稀疏存储格式
缩聚相对变带宽格式缩聚内存空间节省 １３０ＭＢ左
右，缩聚时间减少１５０ｓ左右；而在表１中，各子区域
有限元规模增大到 １８４１３～１８４１５单元时，稀疏存
储格式缩聚相对变带宽格式缩聚内存空间节省

２８０ＭＢ左右，缩聚时间减少 ２６０ｓ左右。这是由于
采用变带宽格式缩聚时随着有限元规模的扩大，系

统带宽也急剧增加导致其所需内存空间和计算量大

幅度增加。而稀疏存储格式缩聚则避免了对带宽内

大量零元素的存储，并通过填充 约化排序有效减少

了缩聚过程的内存空间需求和计算量。

为从计算效率的角度评价本文方法的有效性，

将图２所示曲轴模型分别剖分为 ８、１６、２４和 ３２个
子区域，然后启动相应的核数分别采用不同算法进

行并行求解，得到的计算效率统计如表３所示。

表 ３　计算效率统计

Ｔａｂ．３　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙ

核数
变带宽格式

求解总时间／ｓ

稀疏存储格式

求解总时间／ｓ

计算效率

提高率／％

８ １０８６ ８２８ ２３７６

１６ ６０５ ４５１ ２５４５

２４ ３３８ ２６９ ２０４１

３２ ２２９ １８７ １８３４

　　由表３可见，在本案例中稀疏存储格式缩聚并
行计算方法相对传统变带宽格式缩聚并行计算方法

计算效率的提高 １８３４％ ～２５４５％，从而验证了本
文算法能够有效提高计算效率。

４　结束语

区域分解法是有限元结构分析中广泛采用的一

种并行计算方法。缩聚是区域分解法中非常关键的

一个环节。缩聚算法不仅影响到系统内存需求，而

且关系到系统计算量。在吸收和利用稀疏存储技术

和直接稀疏求解器优点的基础上，提出了一种基于

稀疏存储格式的有限元结构分析高效缩聚并行计算

方法。通过典型数值算例表明：相对传统变带宽格

式缩聚并行计算方法，本文稀疏存储格式缩聚并行

计算方法能够大幅度节省内存空间和有效提高计算

效率；各子区域有限元规模越大，本文算法对内存空

间的节省和缩聚时间的减少效果越明显。
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