
２０１５年 ４月 农 业 机 械 学 报 第 ４６卷 第 ４期

ｄｏｉ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１５．０４．０４９

给定４Ｒ开链的八杆机构解域综合理论与方法

崔光珍　韩建友　杨　通
（北京科技大学机械工程学院，北京 １０００８３）

摘要：针对八杆机构四位置尺寸综合问题，提出了一种解域综合方法。首先根据给定４Ｒ开链的４个位置求解出满

足要求的解曲线，并根据解曲线的可行区段建立解域。应用提出的八杆机构运动缺陷判断方法剔除解域中存在运

动缺陷的机构，最后根据实际要求建立约束条件形成可行解域。设计者可以从可行解域中快速准确地挑选出满足

要求的机构。解域综合方法有效地解决了八杆机构四位置尺寸综合问题，为八杆机构的综合及在现实中得到更广

泛的应用提供了行之有效的新理论和方法。最后举例说明了八杆机构的四位置综合过程。
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　　引言

平面四杆和六杆机构在现实生活中已得到广泛

的应用，而八杆机构也受到越来越多的学者关注和

研究
［１－４］

。关于给定五位置的多杆机构尺寸综合问

题国内外学者已进行了一些研究
［５－６］

，但对于给定

四位置的八杆机构综合问题尚未见有研究成果发

表。四位置综合问题的难点在于如何在无穷多满足

给定四位置要求的机构中选出无缺陷的好机构。对

此，韩建友等在解决四杆和六杆机构的四位置综合

问题时提出了解域综合方法
［７－１４］

。

机构运动缺陷的判定为可行解域的形成奠定了

基础。Ｍｉｒｔｈ等［１５－１６］
针对六杆机构四位置综合时会

产生回路缺陷机构的问题，提出了去除布尔梅斯特



曲线上发生回路缺陷区段的方法。Ｋｗｕｎ等［１７－１９］
通

过建立函数判别式求解机构运动范围，并用 ＪＲＳ
（Ｊｏｉｎｔｒｏｔａｔｉｏｎｓｐａｃｅ）方法判断六杆机构是否为曲柄
机构。文献［２０］提出八杆机构运动范围的函数判
别式，但只对分解成的 ３个环路中至少有一个四杆
环路且不包含六杆环路的八杆机构有效。

本文应用解域综合方法解决八杆机构的四位置

综合问题，最后给出一个机械手指（包含掌骨和指

骨）的综合示例来说明八杆机构的一种综合方法。

１　解曲线的确定

给定如图１所示４Ｒ开链的固定铰链点 ａ０的坐

标，以及动铰链点 ａ、ｂ、ｃ和构件４上一点 ｐ分别在４
个位置的坐标。欲综合出如图２所示的一种八杆机
构，需在４Ｒ开链上添加 ３个杆件：①杆 ｂ０ｄ连接杆
４与杆０（机架）。②杆 ｅｆ和杆 ｇｈ同时连接杆 １和
杆４。

图 １　４Ｒ开链示意图

Ｆｉｇ．１　Ｄｉａｇｒａｍｏｆａ４Ｒｏｐｅｎｃｈａｉｎ
　

图 ２　八杆机构示意图

Ｆｉｇ．２　Ｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｅｉｇｈｔｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
　
添加杆 ｂ０ｄ可得关于铰链点 ｂ０坐标的三次曲

线方程
［１１－１２］

Ｈ１（ｘ
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３＋ｘ２ｙ）＋Ｈ３ｘ
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由于杆 ｂ０ｄ连接杆４和杆０，且铰链点 ｂ０在杆０
上，故将关于铰链点 ｂ０的曲线称为解曲线 ０４－０。
同时也可以得到关于铰链点 ｄ坐标的解曲线 ０４
４，解曲线０４ ０和 ０４ ４上的点具有一一对应关
系。根据实际设计要求确定铰链点 ｂ０和 ｄ的限定

范围，进而求得解曲线 ０４ ０的可行区段。解曲线
０４ ０可行区段是指该区段上的任意一点都在铰链
点 ｂ０的限定范围之内，且与之对应的 ０４ ４上的点
也在铰链点 ｄ的限定范围之内。同理，添加杆 ｅｆ和
杆ｇｈ连接杆１和杆４，可得到解曲线１４ １与１４ ４如
图３所示。

图 ３　解曲线和机构
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２　构建可行解域

２１　构建解域

为了构建解域，根据文献［１１］中的解域建立思
路，可以将解曲线 １４ １的可行区段的点的横坐标
依次排列作为 ｘ轴和 ｙ轴，令解曲线 ０４ ０解曲线
可行区段横坐标排列作为 ｚ轴，从而形成空间解域。
但计算空间解域耗时较长，且不便于在空间解域取

值，故根据实际设计要求（如杆长要求、铰链点位置

要求），首先在解曲线０４ ０的可行区段上选择合适

的一点得到杆 ｂ０ｄ。这样便可将空间解域变为平面
解域，减少了解域计算时间且便于所开发的软件实

现平面解域的取值。然后对解曲线１４ １的可行区
段进行排序建立平面解域，排序准则为：①解曲线
１４ １的方程形式如式（１），令 ｘ以适当步长在其铰
链点（解曲线）限定范围内连续取值，得到一系列关

于 ｙ的三次方程。②当关于 ｙ的三次方程只有一个
实根，且 ｘ与 ｙ组成的点在解曲线 １４ １的可行区
段上，则将该点归为区段 １。③三次方程存在 ３个
实根，令 ｙ的实根分别与 ｘ组成点，将满足解曲线
１４ １可行区段要求的点保留，而后依据 ｙ值从小到
大的排列顺序，将这些点依次归为区段 １、２、３（存在
重根时，将重根算作一个实根）。将解曲线１４ １的
可行区段按区段１、２、３依次排列后依次向 ｘ轴映射
取其 ｘ坐标值作为坐标轴建立平面解域。图 ４为建
立解域的具体流程，图中 ｘ的初值为解曲线限定范
围的左极限值，ｘｅｎｄ为解曲线限定范围的右极限值，
ｓｔｅｐ为步长。
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图 ４　建立解域流程图
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２２　构建无缺陷解域
通过２１节介绍的方法得到解域中的机构不能

保证无分支和回路缺陷，因此必须进行缺陷判定，去

除含运动缺陷的机构，最后形成可行解域。判断机

构是否存在运动缺陷是解域综合方法的另一重要内

容。为此详细介绍本文提出的机构运动缺陷判别方

法。

２２１　雅可比矩阵推导
分析如图２所示的八杆机构（输入角 θ１），得

ｌａｂｘ＋ｌ５ｃｏｓθ５＋ｌ４ｃｏｓθ４－ｌ３ｃｏｓθ３－ｌ２ｃｏｓθ２＝ｌ１ｃｏｓθ１
（２）

ｌａｂｙ＋ｌ５ｓｉｎθ５＋ｌ４ｓｉｎθ４－ｌ３ｓｉｎθ３－ｌ２ｓｉｎθ２＝ｌ１ｓｉｎθ１
（３）

ｌａｂｘ＋ｌ５ｃｏｓθ５＋ｌ６ｃｏｓ（θ４＋δ）－ｌ７ｃｏｓθ６＝ｌ８ｃｏｓ（θ１－α）

（４）

ｌａｂｙ＋ｌ５ｓｉｎθ５＋ｌ６ｓｉｎ（θ４＋δ）－ｌ７ｓｉｎθ６＝ｌ８ｓｉｎ（θ１－α）

（５）

ｌａｂｘ＋ｌ５ｃｏｓθ５＋ｌ１１ｃｏｓ（θ４＋δ＋γ）－ｌ１０ｃｏｓθ７＝

ｌ９ｃｏｓ（θ１－α－β） （６）

ｌａｂｙ＋ｌ５ｓｉｎθ５＋ｌ１１ｓｉｎ（θ４＋δ＋γ）－ｌ１０ｓｉｎθ７＝

ｌ９ｓｉｎ（θ１－α－β） （７）

其中 ｌａｂｘ＝ｂ０ｘ－ａ０ｘ，ｌａｂｙ＝ｂ０ｙ－ａ０ｙ，（ａ０ｘ，ａ０ｙ）为铰链
点 ａ０的坐标，（ｂ０ｘ，ｂ０ｙ）为铰链点 ｂ０ 的坐标。将
式（２）～（７）分别对 θ１～θ７求导，得

ｌ２ｓｉｎθ２ ｌ３ｓｉｎθ３ －ｌ４ｓｉｎθ４ －ｌ５ｓｉｎθ５ ０ ０

－ｌ２ｃｏｓθ２ －ｌ３ｃｏｓθ３ ｌ４ｃｏｓθ４ ｌ５ｃｏｓθ５ ０ ０

０ ０ －ｌ６ｓｉｎ（θ４＋δ） －ｌ５ｓｉｎθ５ ｌ７ｓｉｎθ６ ０

０ ０ ｌ６ｃｏｓ（θ４＋δ） ｌ５ｃｏｓθ５ －ｌ７ｃｏｓθ６ ０

０ ０ －ｌ１１ｓｉｎ（θ４＋δ＋γ） －ｌ５ｓｉｎθ５ ０ ｌ１０ｓｉｎθ７
０ ０ ｌ１１ｃｏｓ（θ４＋δ＋γ） ｌ５ｃｏｓθ５ ０ －ｌ１０ｃｏｓθ





















７

ｄθ２／ｄθ１
ｄθ３／ｄθ１
ｄθ４／ｄθ１
ｄθ５／ｄθ１
ｄθ６／ｄθ１
ｄθ７／ｄθ





















１

＝

－ｌ１ｓｉｎθ１
ｌ１ｃｏｓθ１

－ｌ８ｓｉｎ（θ１－α）

ｌ８ｃｏｓ（θ１－α）

－ｌ９ｓｉｎ（θ１－α－β）

ｌ９ｃｏｓ（θ１－α－β





















）

（８）

　　由式（８）的系数矩阵，即雅可比矩阵，得
ｄ（θ１）＝Δ１Δ２ｌ２ｌ３ｌ５ｌ７ｌ１０ （９）

其中 Δ１＝ｓｉｎ（θ２－θ３）
Δ２＝ｓｉｎ（θ７－θ５）ｓｉｎ（θ６－θ４－δ）ｌ６－
ｓｉｎ（θ４＋δ＋γ－θ７）ｓｉｎ（θ６－θ５）ｌ１１

当系数矩阵行列式为零时机构处于奇异位形，

机构在运动过程中出现奇异位形时会导致分支缺

陷。

２２２　机构运动缺陷判别
根据上节内容得雅可比矩阵行列式的值为零

（Δ１或 Δ２为零）时机构处于奇异位形，所以当机构
在给定位置的 Δ１或 Δ２值的符号不同时，机构存在
运动缺陷。但是当机构在给定位置对应的 Δ１和 Δ２

值的符号分别保持同号时机构也可能存在运动缺

陷，这是因为 Δ１和 Δ２值的符号只有正负之分，而八
杆机构可能有多个回路且每个回路有多个分支，不

能仅仅通过 Δ１和 Δ２值的符号不重复表示出八杆机
构的各个回路与分支。通过表１和图５可进一步说
明。

表１给出了图２所示八杆机构在３个位置的参
数以及相应的 Δ１、Δ２，固定铰链点 ａ０和 ｂ０的坐标分
别为（０，０）和（６０，０）。图５是上述八杆机构在可运
动范围内 Δ１、Δ２的变化曲线，并标出给定位置的
Δ１、Δ２在曲线中的位置。

八杆机构在给定两位置的 Δ１和 Δ２都分别保持
相同符号。但从图５中的Δ１和Δ２曲线可以看出，
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表 １　八杆机构在 ３个位置的坐标以及 Δ１和 Δ２
Ｔａｂ．１　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｅｉｇｈｔｂａｒｌｉｎｋａｇｅｍｏｖｉｎｇ

ｊｏｉｎｔｓ，Δ１ａｎｄΔ２

机构参数 位置１ 位置２ 位置３

θ１／（°） ７０ ３０ ５

ａ （８７２，２３９６） （２２０８，１２７５） （２５４０，２２２）

ｂ （１７６２，４４４７） （４１１２，２４４７） （３５９，７１８）

ｃ （４７５９，４５６４） （５２８７，－３１４） （２２８８，３０１６）

ｄ （４９８７，２３４０） （５６３２，－２５２３） （３９７６，１５５０）

ｅ （１８１５，１９４８） （２６４３，３２５６） （２５３３，－８２２）

ｆ （３２９３，３５１５） （３８７９，－１４３９） （１９３６，１２４８）

ｇ （１９３０，７１７） （１９３９，－６９２） （１４６５，－１４４７）

ｈ （３６７７，２８３５） （４２９８，－２０９７） （２６８２，１０１５）

ｐ （５９８５，３５６５） （６５６４，－１２４６） （３８６５，３１２７）

Δ１ －０９０１ －０９８９ －０８９０

Δ２ ５９７４ ５３４４ １４５５７

图 ５　Δ１和 Δ２曲线

Ｆｉｇ．５　ＣｕｒｖｅｓｏｆΔ１ａｎｄΔ２
　
在原动件的限定运动范围内（在此说明示例中原动

件限定运动范围为５°～７０°），机构在连续运动时 Δ１
（Δ２）从给定的 Δ

１
１（Δ

１
２）连续变化到 Δ

２′
１（Δ

２′
２），而并非

是给定位置２所对应的 Δ２１（Δ
２
２），进而可以说明该机

构在原动件的限定运动范围内不能从给定位置１到
位置２。当机构无法通过 Δ１和 Δ２值的符号来判断
机构是否存在运动缺陷的情况下，可以根据机构的

运动轨迹来判断机构在通过给定位置时是否存在运

动缺陷。

采用转换机架的方法来求解机构的运动轨迹，

这是因为机构不论选取哪个构件作为机架，各构件

的相对运动关系不变，同时可以将由高级杆组组成

的八杆机构（图６所示八杆机构由三级杆组 ｅ－ｇ－
ｂ０－ｄ－ｈ－ｆ和二级杆组 ａ－ｂ－ｃ组成）转换为由二
级杆组组成的八杆机构，便于机构运动轨迹求解。

　　

为求解图６所示八杆机构运动轨迹，将构件 ｅｆ作为
机架，构件 ａ０ａｅｇ作为原动件，同时建立新坐标系
ｏ′ｘ′ｙ′，取铰链点 ｅ为原点 ｏ′，ｅｆ方向为 ｘ′轴，垂直 ｘ′
轴的方向建立 ｙ′轴，而后根据二级杆组的求解方法
求解出机构在坐标系 ｏ′ｘ′ｙ′下的运动轨迹（八杆机
构初始位置所在回路的运动轨迹）。最后通过坐标

变换将坐标系 ｏ′ｘ′ｙ′下的运动轨迹转换为原始坐标
系 ｏｘｙ的运动轨迹。图６中的曲线为 ｐ点的运动轨
迹，其中红色的表示此处所代表的八杆机构雅可比

矩阵行列式的值为零（Δ１Δ２＝０），蓝色点表示表 １
中给定３个位置的 ｐ点，绿色点表示机构从给定位
置１开始运动，当输入角度对应位置 ２的输入角度
时 ｐ实际到达的位置。因此可以得出根据运动轨迹
判断机构运动缺陷的方法，使机构从初始位置（位

置１）向给定位置（位置２、３、４）运动，通过转换机架
法求出机构的运动轨迹，当输入角度等于给定位置

输入角度时，如果机构实际到达的位置与给定位置

不同则存在运动缺陷，相同且在运动过程中没有出

现雅可比矩阵行列式的值为零的情况则不存在运动

缺陷。

图 ６　八杆机构和运动轨迹

Ｆｉｇ．６　Ｅｉｇｈｔｂａｒｌｉｎｋａｇｅａｎｄｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
　

３　综合示例

给定４Ｒ链的固定铰链点 ａ０坐标（０，０）以及

４个位置参数如表 ２所示，各铰链点限定范围参数
如表３所示。

按照上文所述的综合方法，综合杆 ｂ０ｄ时，先得
关于铰链点 ｂ０和 ｄ坐标的解曲线０４ ０和０４ ４。

表 ２　４Ｒ链在 ４个位置的参数

Ｔａｂ．２　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ４Ｒｃｈａｉｎｆｏｒ４ｐｏｓｉｔｉｏｎ

位置 （ａｘ，ａｙ） （ｂｘ，ｂｙ） （ｃｘ，ｃｙ） （ｐｘ，ｐｙ）

１ （－１０００，０） （－１５００，－６０） （－１７００，－３００） （－１８５０，－５００）

２ （－９６６，－２５８８） （－１３３９７，－５９６３） （－１２９１２，－９０４９） （－１１９２５，－１１３４６）

３ （－８１９２，－５７３６） （－９８７５，－１０４８２） （－７３８１，－１２３６３） （－５０３９，－１３２３８）

４ （－４６９５，－８８２９） （－３５５３，－１３７３４） （－４８４，－１３１４７） （１７２３，－１１９７３）
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表 ３　各铰链点限定范围

Ｔａｂ．３　Ｒａｎｇｅｓｏｆｊｏｉｎｔｓ

ｂ０ ｄ ｅ（ｇ） ｆ（ｈ）

（－１０，－４０） （－１４０，－３０） （－１３０，－４０） （－１５０，－４０）

（２０，１０） （－１００，１０） （－１００，０） （－１００，－５）

再根据铰链点 ｂ０和 ｄ的限定范围求解出解曲线上
的可行区段，如图 ７所示限定框中的实线段。图 ８
表示在可行区段范围内杆 ｂ０ｄ的杆长变化情况。综
合杆 ｅｆ与 ｇｈ时，由于两杆同时连接杆 １和杆 ４，故
只得到一组解曲线１４ １和 １４ ４。根据已知参数
及铰链点 ｅ（ｇ）和 ｆ（ｈ）的限定范围得如图 ９所示的
解曲线。

图 ７　解曲线 ０４ ０和 ０４ ４

Ｆｉｇ．７　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆ０４ ０ａｎｄ０４ ４
　

图 ８　杆 ｂ０ｄ的杆长曲线

Ｆｉｇ．８　Ｌｅｎｇｔｈｃｕｒｖｅｏｆｌｂ０ｄ
　
为了尽量满足人类手指的实际尺寸，首先在解

曲线０４ ０上选择一合适点Ａ（图７），而后建立平面
机构解域，把图９所示解曲线 １４ １中的可行区段
依次向水平直线映射并相加作为坐标轴。区段 １：

ｘ∈［－１２９２１，－１００２１］；区段 ２：ｘ∈［－１２９２２，

－１２４２２］和 ｘ∈［－１１７２２，－１０８８２］；区段 ３：ｘ∈

［－１２９２３，－１０８８３］。于是得到如图 １０所示机构

解域。在解域中任取一点与 Ａ点所对应的杆 ｂ０ｄ组
合都可得到八杆机构，由于杆 ｅｆ和 ｇｈ同时连接杆 １
和４，故可知解域中关于解域对角线对称的点 ｐ和
ｐ′所对应的八杆机构相同。为了减少重复计算令下
三角实线框中的部分表示解域，但是这些机构可能

存在运动缺陷故需要进行运动缺陷分析。

图 ９　解曲线 １４ １和 １４ ４

Ｆｉｇ．９　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆ１４ １ａｎｄ１４ ４
　

图 １０　解域

Ｆｉｇ．１０　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ
　
选择解曲线０４ ０上一点 Ａ后通过运动缺陷判

断剔除解域中存在运动缺陷的机构，可得到如图 １１
所示的可行解域图，限定杆长比（Ｒ＝ｌｍｉｎ／ｌｍａｘ）为
００５，得到如图１２所示的可行解域，在解域中选择
一点 Ｋ与 Ａ组合得到如图１３所示的八杆机构。

图 １１　可行解域

Ｆｉｇ．１１　Ｆｅａｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎ
　

４　结论

（１）给出了多杆机构综合的解曲线及解域建立
方法，并根据解域综合方法开发了八杆机构综合软

件。

（２）提出了基于雅可比矩阵行列式值的符号和
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图 １２　Ｒ≥００５可行解域

Ｆｉｇ．１２　ＦｅａｓｉｂｌｅｓｏｌｕｔｉｏｎｒｅｇｉｏｎｆｏｒＲ≥００５
　

机构运动轨迹的八杆机构四位置运动缺陷判断方

法。该方法为可行解域的形成奠定了基础，同时该

方法不涉及复杂的运算，便于编程实现和推广。

图 １３　Ｋ点表示的机构

Ｆｉｇ．１３　ＥｉｇｈｔｂａｒｌｉｎｋａｇｅｆｏｒｐｏｉｎｔＫ
　
　　（３）综合示例表明，解域综合方法能有效地解
决综合过程中出现的机构选择盲目的问题。同时研

究结果表明解域综合方法对多杆机构的综合是一种

有效、简单且易于掌握的机构综合方法。
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