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摘要：对具有大范围运动特性的柔顺关节并联机器人开展了动力学建模、特性分析、控制策略设计及动态性能分析

等研究。基于伪刚体法，研究柔顺关节特性，建立含大变形柔顺关节的系统模型，应用拉格朗日方法建立了系统动

力学方程。为补偿柔顺关节引起的系统振动、未建模动态以及惯性参数摄动造成的模型误差，设计趋近律滑模控

制策略并证明了其稳定性。仿真结果验证了动力学模型和控制策略的有效性。
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　　引言

并联机器人具有刚度大、精度高、承载能力强等

优点
［１］
，广泛应用于航空航天、医疗器械、数控机床

以及精密定位等领域。目前，并联机器人多以刚性

运动副传递运动，因结构特点，不可避免地存在间

隙、摩擦、冲击以及加工和安装误差等问题，在系统

低速运行时，影响尚不明显，但随着现代机械向高

速、精密方向发展，上述问题将对系统精度和安全性

造成严重影响。为改善系统性能，Ｆｌｏｒｅｓ［２］从模型角
度，建立含运动副间隙的系统动力学模型，较准确的

反映了间隙机构的动态特性；文献［３－４］从控制角
度，研究了不同控制方法对改善系统性能所做出的

贡献。但无论从控制或是建模角度，都无法从根本

上消除运动副存在的诸多问题。而柔顺机构因其利

用机构中构件自身的柔性变形传递力和运动
［５］
，避

免了间隙和冲击等问题的产生。将其应用于并联机

器人中进行传动，将从根本上消除传统运动副的固

有缺陷。

并联微动机器人是由柔顺关节和并联机器人相

结合产生的高精密系统，已在生物医疗及微细操作

等领域获得应用
［６］
。文献［７－１３］开展了构型综

合、运动学及动力学等方面的研究。但微动系统多

由压电陶瓷驱动，柔顺关节的变形很小，工作空间一

般为微纳米级别，模型建立、特性分析、性能优化及

控制策略的研究方法方面都与具有宏观大范围运动

特性的并联机器人存在明显区别。

针对现有柔顺关节仅可以实现微小变形的缺

点，文献［１４－１５］设计出可以实现宏观尺度变形的
柔顺关节，但局限于构型设计及运动性能分析。文

献［１６－１７］将大变形柔顺关节应用于并联机器人
中，验证了使用柔顺关节实现宏观大范围运动的可

行性，但相关理论建模、特性分析、控制策略设计及

控制系统开发等问题具有较大难度，尚缺少相关深

入的研究工作，而此项研究对于提升系统性能具有

重要意义。

本文以具有宏观大范围运动特性的平面三自由

度柔顺关节并联机器人为研究对象，基于伪刚体法，

建立含大变形柔顺关节的系统模型，应用拉格朗日

方法建立系统动力学方程，分析柔顺关节对系统性

能的影响，设计趋近律滑模控制策略并进行仿真研

究。

１　系统模型

研究的平面三自由度柔顺关节并联机器人系统

的机构示意图如图 １ａ所示，图 １ｂ为机器人系统使
用的开槽薄壁柔顺关节

［１７］
，该柔顺关节能够有效降

低运动过程中轴线的变形和漂移，扭转角度较大，且

轴向刚度较小，而非轴向刚度较大，运动学及静力学

性能与传统转动副非常相似，但消除了传统运动副

具有的间隙、摩擦等缺陷。本文使用开槽薄壁柔顺

关节，保证系统的运动及静力学性能，在此基础上，



开展动力学及控制研究。

图 １　平面三自由度柔顺关节并联机器人

Ｆｉｇ．１　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｏｆｐｌａｎａｒ３ＤＯＦｐａｒａｌｌｅｌ

ｒｏｂｏｔｗｉｔｈｃｏｍｐｌｉａｎｔｊｏｉｎｔｓ
（ａ）机构示意图　（ｂ）柔顺关节示意图

１．定平台　２．动平台　３．从动杆　４．柔顺关节　５．驱动杆
　

为研究系统的动力学性能，首先需要建立系统

的分析模型。含柔顺关节系统具有较强的非线性，

系统建模具有较大难度。针对柔顺关节具有的非线

性大变形特性，由 Ｈｏｗｅｌｌ教授提出的伪刚体法是一
种有力的分析工具

［５］
，其主要思想是用两根相铰接

的刚性杆模拟柔性片段的弯曲变形，铰接点处有扭

簧，通过改变铰接点位置和扭簧的刚度，使刚性杆末

端轨迹逼近柔性片段的变形轨迹。伪刚体模型在柔

顺机构及柔顺关节的研究中已经证明具有较高精

度，得到了广泛应用
［５］
。

图 ２　伪刚体模型

Ｆｉｇ．２　Ｐｓｅｕｄｏｒｉｇｉｄｂｏｄｙｍｏｄｅｌ

本文以图１ａ所示平面三自由度柔顺关节并联
机器人系统为研究对象，建立其伪刚体模型，如图 ２
所示，Ｂｉ（ｉ＝１，２，３）点处使用传统转动副和扭簧的
组合形式来等效柔顺关节。

根据材料力学和文献［１７］，当扭矩 Ｔ作用于开

槽薄壁柔顺关节时，产生的扭转角为

Φ＝ ３Ｌ
ＧαＲｔ３

Ｔ （１）

式中　Ｇ———柔顺关节剪切模量
α———柔顺关节开槽角度
Ｒ———柔顺关节截面半径
ｔ———柔顺关节截面厚度
Ｌ———柔顺关节长度

由式（１）得到柔顺关节的轴向扭转刚度为

Ｋ＝Ｔ
Φ
＝ＧαＲｔ

３

３Ｌ
（２）

在图 ２所示的系统伪刚体模型中，使用传统转
动副和弹簧刚度系数为 Ｋ的扭簧，等效开槽薄壁柔
顺关节。

图 ２中，平面三自由度柔顺关节并联机器人的
机构包括：定平台Ｏ１Ｏ２Ｏ３、动平台Ｄ１Ｄ２Ｄ３和与二者
相连接的３条结构相同的运动支链，各运动支链由
驱动杆 ＯｉＢｉ（ｉ＝１，２，３）、从动杆 ＢｉＤｉ（ｉ＝１，２，３）和
柔顺关节组成。驱动杆长度为 ｒ１，质量为 ｍ１，转动
惯量为 Ｊ１，运动转角为 θｉ１；从动杆长度为 ｒ２，质量为
ｍ２，转动惯量为 Ｊ２，运动转角为 θｉ２；动平台为等边三
角形，边长为 ｈ，质量为 ｍＤ，转动惯量为 ＪＤ，运动转
角为 φ；定平台为等边三角形，边长为 ａ。

２　动力学方程

柔顺关节并联机器人系统是一个复杂的动力学

系统，为了对其进行特性分析、控制策略设计及动态

性能研究，首先需要建立其动力学模型。应用拉格

朗日方法，系统动力学表达式为

ｄ
ｄ (ｔ Ｅ

θ
·

ｉ

)
１

－Ｅ
θｉ１
＋Ｕ
θｉ１
＝τｉ

（ｉ＝１，２，３） （３）
式中　Ｅ———系统总动能　　Ｕ———系统总势能

τｉ———驱动力矩
杆 ＯｉＢｉ、杆 ＢｉＤｉ及动平台的材料均匀，质心在

各构件的几何中心，系统的总动能为

Ｅ＝ {１２ ∑
３

ｉ＝１
∑
２

ｊ＝１
［ｍｊ（ｘ

·２
ｓｉｊ＋ｙ

·２
ｓｉｊ）＋Ｊｊθ

·２
ｉｊ］＋

［ｍＤ（ｘ
·２
ＳＤ＋ｙ

·２
ＳＤ）＋ＪＤφ

·２ }］ （４）

式中　（ｘ·ｓｉ１，ｙ
·

ｓｉ１）———驱动杆 ＯｉＢｉ质心速度

（ｘ·ｓｉ２，ｙ
·

ｓｉ２）———从动杆 ＢｉＤｉ质心速度

（ｘ·ＳＤ，ｙ
·

ＳＤ）———动平台质心速度

系统作平面运动，忽略各构件的重力势能，只考

虑扭簧的弹性势能，系统的总势能为

Ｕ＝１
２∑

３

ｉ＝１
Ｋｉ（βｉ－β０）

２
（５）
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式中　Ｋｉ———扭簧刚度系数
βｉ———杆 ＯｉＢｉ与杆 ＢｉＤｉ夹角
β０———扭簧初始角度
βｉ－β０———扭簧的变形量

将式（４）、（５）代入式（３），得到系统的动力学方
程为

Ｍ（θ）θ
··

＋Ｃ（θ，θ
·

）θ
·

＋Ｋ（θ）＝τ （６）
式中　θ———驱动杆关节角位移

Ｍ（θ）———系统惯性矩阵

Ｃ（θ，θ
·

）———系统离心力哥氏力矩阵

Ｋ（θ）———系统刚度项
τ———驱动力矩

刚度项 Ｋ（θ）由扭簧的刚度系数和变形量决
定，是区别于以运动副传动的传统并联机器人动力

学模型的主要特征，会影响系统动态特性。

３　控制策略

３１　实际被控系统模型
使用柔顺关节取代传统运动副，从机构结构角

度分析，可以使机器人系统克服传统运动副所带来

的一系列难题，从根本上提高系统运行精度。但实

际中，还存在以下问题：①驱动杆和从动杆间依靠柔
顺关节的变形完成运动和能量传递，而变形产生的

弹性势能不可能完全转化为动能，未转化的部分会

引起振动。②柔顺关节会降低系统刚度，在高速运
行时，会造成系统振动。③基于伪刚体法的柔顺关
节模型，不足以完全体现柔顺关节的动态性能，所建

动力学模型存在未建模动态。④惯性参数摄动引起
的模型误差。

针对上述问题，根据式（６）所得系统名义动力
学方程，实际被控系统模型为

［Ｍ（θ）＋ΔＭ（θ）］θ
··

＋［Ｃ（θ，θ
·

）＋ΔＣ（θ，θ
·

）］θ
·

＋
［Ｋ（θ）＋ΔＫ（θ）］＝τ＋ｗ （７）

式中　ΔＭ（θ）———惯性矩阵误差

ΔＣ（θ，θ
·

）———离心力哥氏力矩阵误差

ΔＫ（θ）———刚度项误差
ｗ———系统扰动

将柔顺关节引起的系统振动、未建模动态以及

惯性参数摄动引起的模型误差，定义为系统的综合

扰动 Ｗ，式（７）可以改写为

Ｍ（θ）θ
··

＋Ｃ（θ，θ
·

）θ
·

＋Ｋ（θ）－Ｗ＝τ （８）

其中　Ｗ＝ｗ－ΔＭ（θ）θ
··

－ΔＣ（θ，θ
·

）θ
·

－ΔＫ（θ）
３２　控制策略设计

柔顺关节并联机器人的实际被控系统模型中存

在扰动项。ＰＤ控制虽然结构简单，易于实现，但当

系统存在扰动时，会引起较大误差；而滑模控制方法对

于扰动及参数摄动具有较强的鲁棒性。为抑制扰动，

提高系统的动态性能，设计滑模控制策略，取滑模面为

ｓ＝ｅ· ＋δｅ （９）

其中 ｅ＝θｄ－θ　ｅ
· ＝θ

·

ｄ－θ
·

式中　ｅ、ｅ·———角位移、角速度跟踪误差

θｄ、θ
·

ｄ———期望角位移、角速度

δ———正对角矩阵
对式（９）求导，并将式（８）代入得到

ｓ· ＝θ
··

ｄ＋δｅ
·－Ｍ（θ）－１［τ＋Ｗ－Ｃ（θ，θ

·

）θ
·

－Ｋ（θ）］

（１０）
为保证滑动模态趋近运动的动态品质，引入指

数趋近律

ｓ· ＝－εｓｇｎ（ｓ）－ｋｓ　（ε＞０，ｋ＞０） （１１）
将式（１０）和式（１１）合并，得到控制律为

τ＝Ｍ（θ）［θ
··

ｄ＋δｅ
·－（－εｓｇｎ（ｓ）－ｋｓ）］＋

Ｃ（θ，θ
·

）θ
·

＋Ｋ（θ）＋Ｗｃｓｇｎ（ｓ） （１２）
其中 Ｗｃｓｇｎ（ｓ）为鲁棒因子，用于补偿柔顺关节和惯
性参数摄动引起的综合扰动 Ｗ，增强系统鲁棒性，
Ｗｃ＝ｄ＋η，取 ｄ≥‖Ｗ‖∞，η＞０。

定义李雅普诺夫函数为

Ｖ＝１
２
ｓＴｓ （１３）

将式（１２）代入式（１０）得
ｓ· ＝－εｓｇｎ（ｓ）－ｋｓ＋

Ｍ（θ）－１［－（ｄ＋η）ｓｇｎ（ｓ）－Ｗ］ （１４）
由式（１３）、（１４）得

Ｖ
·

＝ｓＴｓ· ＝－ε｜ｓ｜－ｋｓＴｓ＋Ｍ（θ）－１［－（ｄ＋η）｜ｓ｜－
ｓＴＷ］≤Ｍ（θ）－１［－（ｄ＋η）｜ｓ｜－ｓＴＷ］

由 Ｍ（θ）正定，ｄ＋η＞‖Ｗ‖∞，可得 Ｖ
·

≤０，根
据李雅普诺夫理论，对于扰动，系统渐进稳定。

３３　速度规划
机器人运行中，为保证系统平稳安全，避免位

置、速度和加速度突变，需要选择合适的速度规划曲

线。Ｓ型速度规划方法广泛应用于工业领域，其完
整的速度曲线共分为７段，各段衔接处有过渡段，加
速度连续，避免了冲击，保证了系统运行精度。

直线和圆轨迹速度规划步骤如下：

（１）已知直线轨迹的初始点（ｘｓ，ｙｓ）和终止点
（ｘｅ，ｙｅ），计算直线轨迹的期望运动位移 ｓｌ＝

（ｘｅ－ｘｓ）
２＋（ｙｅ－ｙｓ）槡

２
；已知圆轨迹的圆心（ｘｏ，

ｙｏ）和半径 ｒ，计算圆轨迹的期望运动位移 ｓｃ＝２πｒ。
（２）根据最大速度 ｖｍａｘ、最大加速度 ａｍａｘ、最大

急动度 ｊｍａｘ、起点速度 ｖｓ和终点速度 ｖｅ确定 Ｓ型速
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度曲线是否完整，即是否包含匀加速段、匀减速段和

匀速段。

（３）根据 ｓ、ｖｍａｘ、ａｍａｘ、ｊｍａｘ、ｖｓ和 ｖｅ计算速度曲
线、位移曲线和加速度曲线的各参数值。

（４）根据步骤（３）得到的各曲线参数值，直线轨
迹计算轨迹中各时刻的速度 ｖｌ（ｔ）、位移 ｓｌ（ｔ）和加
速度 ａｌ（ｔ），圆轨迹计算轨迹中各时刻的切向速度
ｖｃ（ｔ）、位移 ｓｃ（ｔ）、切向加速度 ａｔ（ｔ）、向心加速度
ａｎ（ｔ）。

（５）直线轨迹计算轨迹的初始点和终止点连成
的直线关于 Ｘ轴的倾斜角，φ＝ａｒｃｔａｎ（（ｙｅ－ｙｓ）／
（ｘｅ－ｘｓ）），圆轨迹计算轨迹点与圆心连成的直线关
于 Ｘ轴的倾斜角，θ（ｔ）＝ｓｃ（ｔ）／ｒ。

（６）计算动平台中心点在 Ｘ轴和 Ｙ轴上的位移
分量、速度分量和加速度分量。

４　仿真

为验证动力学模型和控制策略的有效性，进行

仿真研究，分析系统的动态特性。

期望轨迹（单位：ｍ）为：①动平台从 Ａ１（０４５，
０２６）点沿直线运动到 Ａ２（０５５，０２６）点。②从 Ａ２
点开始，以 Ａ１点为圆心，作半径为０１的圆，回到 Ａ２
点。③从 Ａ２点沿直线返回 Ａ１点。

期望轨迹用于研究系统对于直线和圆的跟踪性

能，共分为３段，每段轨迹视为点到点的运动，两点间

轨迹为直线或圆，采用Ｓ型速度曲线进行运动规划。
并联机器人的主要惯性参数如表１所示。
柔顺关节参数为：ｔ＝０２ｍｍ，Ｌ＝５０ｍｍ，α＝

２π／３，Ｒ＝３０ｍｍ。

表 １　并联机器人惯性参数

Ｔａｂ．１　Ｉｎｅｒｔｉａｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ

构件 长度／ｍ 质量／ｋｇ 转动惯量／（ｋｇ·ｍ２）
驱动杆 ０４ ０２５２１ ３４×１０－３

从动杆 ０４ ０２５２１ ３４×１０－３

动平台 ００８ ０１８９８ １０１２４×１０－４

定平台 ０９

　　使用 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ的 Ｓ函数实现对期望轨
迹、控制律和被控对象的描述

［１８］
，控制参数为：δ＝

ｄｉａｇ［１００，１００，１００］，Ｗ＝［５ｓｉｎ（２πｔ）　５ｃｏｓ（２πｔ）　
５ｓｉｎ（２πｔ）］Ｔ，ｋ＝１００，ε＝００１，ｖｍａｘ＝００８３３ｍ／ｓ，

ａｍａｘ＝２０ｍ／ｓ
２
，ｖｓ＝０，ｖｅ＝０。

为消除抖振，采用饱和函数 ｓａｔ（ｓ）代替符号函
数 ｓｇｎ（ｓ）［１９］。

ｓａｔ（ｓ）＝
１ （ｓ＞Δ）
ｋｓ （｜ｓ｜≤Δ）
－１ （ｓ＜－Δ{

）

其中 ｋ＝１／Δ，Δ为边界层厚度，饱和函数在边界层
外采用切换控制，在边界层内采用反馈控制。

图３为滑模控制方法所得驱动杆的关节角位移
曲线。从图中可以看出滑模控制的仿真曲线与期望

图 ３　驱动杆关节角位移曲线

Ｆｉｇ．３　Ｊｏｉｎｔａｎｇｕｌａｒｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｃｕｒｖｅｓｏｆｄｒｉｖｅｌｅｖｅｒ
　
轨迹吻合度较高，驱动杆的最大误差绝对值分别为

２７ｍｒａｄ、２５ｍｒａｄ和 ２５ｍｒａｄ，各采样点跟踪速度
较快，无明显的趋近过程，表明建立的含柔顺关节的

动力学模型和趋近律滑模控制策略能够有效实现机

器人的轨迹跟踪控制。

为验证趋近律滑模控制策略的鲁棒性，将其与

ＰＤ控制进行对比。图 ４为滑模控制和 ＰＤ控制得
到的末端轨迹曲线，图 ５为末端轨迹曲线沿 Ｘ轴和
Ｙ轴方向的误差，对末端轨迹误差进行统计分析见
表２。
　　根据图４、５及表２，当被控系统存在扰动时，滑

图 ４　滑模控制和 ＰＤ控制的末端轨迹曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｃｕｒｖｅｓｏｆｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒｏｆ

ｓｌｉｄｉｎｇｍｏｄｅｃｏｎｔｒｏｌａｎｄＰＤｃｏｎｔｒｏｌ
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图 ５　轨迹误差曲线

Ｆｉｇ．５　Ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ
　
模控制策略的各项误差统计值均为微米级别，其中

均方根误差体现各采样点的仿真值与期望值间的偏

差，是衡量控制方法性能的重要指标，ＰＤ控制的均
方根误差为１３０ｍｍ，而滑模控制为 ０５８ｍｍ，明显
小于 ＰＤ控制。研究表明滑模控制策略能有效补偿
　　

柔顺关节和惯性参数摄动引起的扰动，使系统具有

较强的鲁棒性，与 ＰＤ控制相比，具有优越性。

表 ２　误差统计

Ｔａｂ．２　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓｏｆｅｒｒｏｒｓ ｍｍ

参数 控制方法 Ｘ轴 Ｙ轴

最大误差
ＰＤ控制 ０６５ ２１０

滑模控制 ０２１ ０８６

标准差
ＰＤ控制 ０２６ １３０

滑模控制 ００９２ ０５７

均方根误差
ＰＤ控制 １３０

滑模控制 ０５８

５　结论

（１）建立了含大变形柔顺关节的系统伪刚体模
型，运用拉格朗日原理建立动力学方程。分析系统

特性，设计了趋近律滑模控制策略，补偿由柔顺关节

和惯性参数摄动引起的扰动，改善了系统的动态性

能。

（２）动力学模型和控制策略有效实现了柔顺关
节并联机器人的轨迹跟踪，趋近律滑模控制策略使

系统具有较强的鲁棒性，比 ＰＤ控制更为优越。
（３）为宏观大范围运动柔顺关节并联机器人的

相关研究奠定了理论基础。
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ＤｙｎａｍｉｃｓａｎｄＣｏｎｔｒｏｌｏｆＰａｒａｌｌｅｌＲｏｂｏｔｗｉｔｈＣｏｍｐｌｉａｎｔＪｏｉｎｔｓ
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