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含四杆闭链球面机构位置分析方法*
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摘要: 提出了针对含四杆闭链的球面机构位置分析的方法。 通过对机构进行结构单元拆分,将其划分为四杆闭链

球面机构与球面单开链(SOC)基本单元。 基于球面环路方程建立了四杆闭链球面机构约束方程(组),基于坐标变

换和方向余弦矩阵法建立了球面单开链约束方程(组),基于球面三角学建立了整个机构的耦合约束方程(组),进
而获得机构的约束方程组。 提出的方法具有约束建立简便、消元求解容易、少增根的特点,有利于获得机构位置分

析的符号解或数字 符号解。
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Abstract: A method of position analysis for spherical mechanisms with four鄄bar closed鄄loop chains was
proposed. The mechanism was divided into a four鄄bar closed鄄loop mechanism and a single鄄opened鄄chain
(SOC) unit. The constraint equation of the four鄄bar closed鄄loop was established with spherical loop
equation. The constraint equation of SOC was set up with coordinate transformation and direction cosine
matrix. The coupled constraint equation of whole mechanism was built up based on spherical
trigonometry. The proposed method was simple to set up constraint, easy for elimination and less
extraneous root, which was helpful to obtain symbolic solutions or figure鄄symbolic solutions.
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摇 摇 引言

位置分析是机构运动学分析的最基本问题。 建

立机构的位置约束关系,进行机构的位置正反求解,
不仅是为获得机构的运动学约束,也是为进行机构

的速度、加速度等分析打下基础,也为机构的工作空

间求解打下坚实的基础。 长期以来,位置分析都受

到国内外学者的广泛关注,并取得了系统的研究成

果[1 ~ 5]。
对闭链球面机构的位置分析,主要采用球面输

入输出( IO)方程[6 ~ 7] 和球面环路方程[8] 建立机构

约束方程。 文献[6 ~ 7]提出了基于 IO 方程的回路

位置约束方法,以单回路、二回路、三回路机构为研

究对象,阐述了其位置约束的建立过程。 但是该方

法所建立的约束方程次数较高,难以消元化简。
Javad Enferadi 等[8] 给出了一种具有双三角形的球

面并联机器人的位置正解分析方法。 该方法利用球

面几何理论和罗德里格公式的特殊形式建立了 2 个

耦合三角形方程,采用 Bezout 消元法对耦合方程进

行求解,获得了关于输出位置变量的八次多项式。



文献[9]提出了球面环路方程在单回路机构位置分

析上的应用,但尚未拓展至多回路机构。 对于球面

机构的研究目前主要集中在球面四杆机构和 3 自由

度球面并联机构上[10 ~ 14]。
本文利用球面环路方程和方向余弦矩阵法,针

对含四杆闭链的闭链球面机构,提出基于四杆闭链

球面机构与球面单开链( SOC)支链的位置分析方

法,分别对单回路、二回路和三回路机构进行研究,
建立其位置约束方程组。

1摇 含四杆闭链球面机构位置分析方法步骤

摇 摇 对于含四杆闭链的球面机构的位置分析问题,
可以通过对机构进行结构单元拆分,将其划分为四

杆闭链与球面单开链(SOC)基本单元。 在此基础上

运用坐标变换、方向余弦矩阵和球面三角学分别建

立各个单元位置约束方程(组)和机构耦合约束方

程(组),从而建立整个机构的完整位置约束方程组。
具体方法是:基于球面环路方程建立闭链机构

约束方程(组),基于坐标变换和方向余弦阵法建立

球面单开链约束方程(组),基于球面三角学建立整

个机构的耦合约束方程(组)。
记 Si = sin兹i;C i = cos兹i; Sij = sin琢ij;C ij = cos琢ij,

琢ij为 i、j 两点所夹的球心角(即 i、j 两点间杆件的杆

长)。 Si 为运动副节点 i 的位置向量。

2摇 单回路球面四杆机构

图 1 为单回路球面四杆机构简图。 建立如图 1
所示的坐标系 OXYZ,其中 X 轴垂直于 OA、OB 构成

的平面,Z 轴与轴 OB 重合,Y 轴在 OA、OB 构成的平

面内。 四杆机构以 AD 杆为输入,输入参考角为 兹1,
以 BC 杆为输出,输出参考角为 兹2。

图 1摇 单回路球面四杆机构

Fig. 1摇 Single鄄loop spherical four鄄bar mechanism
摇

根据球面三角学多边形回路方程[9] 可得各矢

量 Si( i = 1,2,3,4)的方向余弦分别为

S1 = (0 S12 C12) (1)
S2 = (0 0 1) (2)
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S4 = (S14S1 C14 S14C1) (4)
机构约束方程为

S3S4 = C34 (5)
将 S3、S4 代入式(5)并展开得球面四杆机构输

入 输出方程,即
C12C23C14 - C34 - S12S23C14C2 - S12C23S14C1 -

C12S23S14C1C2 + S23S14S1S2 = 0 (6)
令 tan兹2 = x2,则 S2 = 2x2 / (1 + x2

2 ),C2 = (1 -
x2
2) / (1 + x2

2)。 将 S2、C2 代入式(6)并化简,得球面

四杆机构输入 输出方程

ax2
2 + bx2 + c = 0 (7)

其中 a = C12C23C14 - C34 - S12C23S14C1 +
S12S23C14 + C12S23S14C1

b = 2S23S14S1

c = C12C23C14 - C34 - S12C23S14C1 -
S12S23C14 - C12S23S14C1

当给定机构的输入 兹1,由式(7)可求得机构的

输出

兹2 (= 2arctan - b 依 b2 - 4ac
2 )a (8)

与文献[7]中由 IO 方程式建立机构的约束方

程相比,本文采用球面环路方程建立机构的约束方

程结果更为简洁。 IO 方程获得的是关于 x4
2 的方

程,而采用环路方程获得的是关于 x2
2 的方程,减少

了增根。

3摇 双回路球面机构

(1) Stephenson鄄III 型球面机构

图 2 所示为 Stephenson鄄III 型球面机构,该机构

可以分解为一个球面四杆机构 ABCD 和一个球面二

杆组 EFG 两个结构单元。 分别应用球面环路方程

建立球面四杆机构的位置约束和球面二杆组的位置

约束,再基于球面三角学建立起机构的平台耦合约

束,进而可方便地建立 Stephenson鄄III 型球面机构的

位置约束方程组。
建立如图 2 所示的坐标系统。 基础坐标系同单

回路球面四杆机构坐标系,OXYZ 的 X 轴垂直于

(O,琢12)平面,Z 轴与轴 OB 重合,Y 轴在(O,琢12)平
面内。 二杆组分支坐标系 OX1 Y1Z1 的 X1 轴垂直于

(O,琢12)平面,Z1轴与轴 OE 重合,Y1按右手定则确

定。
根据文献[15],球面坐标系的定点变换可以分
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图 2摇 Stephenson鄄III 型球面机构

Fig. 2摇 Stephenson鄄III spherical mechanism
摇

别表示为绕自身 X、Y、Z 轴变换而得,且绕 X 轴和 Z
轴的变换矩阵分别为

R(X,琢ij) =
1 0 0
0 C ij - Sij
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因此,基础坐标系 OXYZ 到分支坐标系 OX1Y1Z1

的坐标变换为绕 X 轴逆时针旋转 琢25,其变换矩阵

为

R(X,琢25) =
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0 C25 - S25
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根据单回路四杆球面机构分析结果,在基础坐

标系 OXYZ 中向量 S1、S2、S3、S4 由式(1) ~ (4)给

出,且四杆球面机构的约束为

S3S4 = C34 (9)
根据位移旋转理论[10],在坐标系 OX1Y1Z1中向

量 S7 可表示为

S1
7 =R(Z,兹5)R(X,琢56)R(Z,兹6)R(X,琢67)[0摇 0摇 1]T

(10)
则在坐标系 OXYZ 中向量 S7 可表示为

S7 = R(X,琢25)S1
7 (11)

Stephenson鄄III 型球面机构为球面四杆机构分支

与球面二杆组分支通过三角平台 驻CDG 耦合得到,其
耦合约束方程组可以通过球面三角形余弦公式建立

S3S7 = C37

S4S7 = C34C37 - S34S37cos
{ 滓

(12)

式(9)和(12)共同构成机构约束方程组。 它们

是关于变量 兹1、兹2、兹5 和 兹6 的方程组,给定输入参数

兹1,可求解另外 3 个变量。
应用非线性方程组的结式消元算法(Bezout 及

Sylvester 结式消元法),对约束方程组(9)、(12)进

行消元化简可求解得到该机构的位置分析的数

字———符号解。 对比文献[6]给出的输入、输出方

程的封闭形式符号解,对约束方程组运用半角公式

Si = 2xi / (1 + x2
i )摇 C i = (1 - x2

i ) / (1 + x2
i )

对变量 兹i( i = 1,2,5,6)进行化简,文献[6]的约束

方程组的最高次项为 x4
1x4

2x4
6,而本文所建立的约束

方程组的最高次项为 x2
1x2

2x2
6。 由此可见,本文方法

比文献[6]建立约束方程组消元求解更简单、容易,
减少了增根的产生。

(2)双四杆回路球面机构

图 3 所示为文献[7]中的双回路机构(四杆 +
四杆)。 该机构可以划分为四杆回路 ABCD 与单开

链 EF,通过 驻CDF 耦合得到。

图 3摇 双回路球面机构

Fig. 3摇 Double鄄loop spherical four鄄bar mechanism
摇

建立如图 3 所示的坐标系统,其中基础坐标系

OXYZ 的建立同单回路四杆球面机构,分支坐标系

OX1Y1Z1的 X1轴垂直于(O,琢12)平面,Z1轴与轴 OE
重合,Y1按右手定则确定。

基础坐标系 OXYZ 到分支坐标系 OX1Y1Z1的坐

标变换为绕 X 轴逆时针旋转 琢25,其变换矩阵为

R(X,琢25) =
1 0 0
0 C25 - S25
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在基础坐标系 OXYZ 中向量 S6 表示为

S6 = R(X,琢25)R(Z,兹5)R(X,琢56)[0摇 0摇 1] T

(13)
在基础坐标系 OXYZ 中向量 S1、S2、S3、S4 由式(1) ~
(4)给出。

四杆回路分支约束方程为

S3S4 = C34 (14)
三角平台 驻CDF 的约束为

S3S6 = C36

S4S6 = C34C36 - S34S36cos滓
{

1

(15)

式(14)、(15)共同构成机构的约束方程组。
将该约束方程组通过半角变换得到未知变量最
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高次皆为 2 次的约束方程组,而文献[7]所获得的

2 个约束方程组的最高次皆为 4 次。

4摇 三回路球面机构

(1)四杆回路 +二杆组 +单开链球面机构

如图 4 所示,这 2 个三回路机构均可以拆分为

一个四杆回路 ABCD 与一个二杆组 GHI 和一个单开

链 EF 的组合。

图 4摇 四杆回路 +二杆组 +单开链球面机构

Fig. 4摇 Spherical mechanism with four鄄bar loop,
two鄄bar and SOC

摇
建立与前述单回路四杆球面机构相同的基础坐

标系 OXYZ,单开链 EF 分支坐标系为 OX1Y1Z1,二
杆组 GHI 分支坐标系为 OX2Y2Z2。

基础坐标系 OXYZ 到分支坐标系 OX1Y1Z1的坐

标变换为绕 X 轴逆时针旋转 琢25,其变换矩阵为

R(X,琢25) =
1 0 0
0 C25 - S25

0 S25 C
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基础坐标系 OXYZ 到分支坐标系 OX2Y2Z2的变

换矩阵为

R0
2 = R(Z, - 兹2)R(X,琢23)R(Z, - 兹3)R(X,琢37)

在坐标系 OXYZ 中向量 S1、S2、S3、S4 由式(1) ~ (4)
给出。

四杆回路分支约束方程为

S3S4 = C34 (16)
对于单开链 EF,在坐标系 OXYZ 中向量 S6 表

示为

S6 = R(X,琢25)R(Z,兹5)R(X,琢56)[0摇 0摇 1] T

(17)
对于二杆组 GHI,在坐标系 OXYZ 中向量 S9 表

示为

S9 = R0
2R(Z, - 兹7)R(X, - 琢78)·

R(Z, - 兹8)R(X, - 琢89)[0摇 0摇 1] T (18)

机构通过三角形约束进行耦合:
对 驻ABE,其约束方程组为

S2S5 = C25

S1S5 = C12C25 - S12S25cos滓
{

1

(19)

对 驻BCI,其约束方程组为

S2S9 = C29

S3S9 = C23C29 - S23S29cos滓
{

2

(20)

对 驻FHI,其约束方程组为

S6S8 = C68

S6S9 = C89C68 - S89S68cos滓
{

3

(21)

式(16)、(19)、(20)和(21)共同构成机构的约

束方程组。 这一约束方程组可经非线性方程组的结

式消元算法(Bezout 及 Sylvester 结式消元法)进行求

解。
(2) 双四杆回路 +单开链球面机构

对于图 5 所示的三回路球面机构,可以将其拆分

为:四杆回路 ABCD、四杆回路 EFGH 和单开链 CI。

图 5摇 双四杆回路 +单开链球面机构

Fig. 5摇 Spherical mechanism with double
four鄄bar loop and SOC

摇
机构基础坐标系 OXYZ 与四杆回路 ABCD 分支

坐标系重合,建立方法同单回路四杆球面机构。 单

开链 CI 分支坐标系为 OX1Y1Z1,四杆回路 EFGH 分

支坐标系为 OX2Y2Z2。 基础坐标系 OXYZ 到分支坐

标系 OX1Y1Z1的变换矩阵为

R0
1 = R(Z,兹2)R(X,琢23)R(Z,兹3)R(X,琢34)

基础坐标系 OXYZ 到分支坐标系 OX2Y2Z2的变

换矩阵为

R0
2 = R(X,琢25)R(Z, - 兹5)R(X,琢56)

对于单开链 CI,向量 S9 在基础坐标系 OXYZ 中
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可表示为

摇 S9 = R0
1R(Z, - 兹4)R(X,琢49)[0摇 0摇 1] T (22)

四杆回路 ABCD 的约束方程为

S3S4 = C34 (23)
式(23)中的 S3、S4 由式(1)、(2)给出。

四杆回路 EFGH 的约束方程为

S7S8 = C78 (24)
式(24)中的 S7、S8 由四杆回路 EFGH 的分支坐

标系建立,并将其用变换矩阵R0
2 转换到基础坐标系

OXYZ。
该球面机构的三角形约束为

对 驻CDI,其约束方程组为

S3S9 = C39

S4S9 = C34C39 - S34S39cos滓
{

1

(25)

对 驻GHI,其约束方程组为

S7S9 = C79

S8S9 = C78C79 - S78S79cos滓
{

2

(26)

对 驻BEF,其约束方程组为

S2S6 = C26

S5S6 = C25C26 - S25S26cos滓
{

3

(27)

方程(组)(23) ~ (27)共同构成该三回路球面

机构的约束方程组。 对此方程组进行消元求解即可

获得机构位置分析问题的解。
文献[7]将图 4a 机构划分为 3 个四杆回路,将

图 4b 和图 5 机构划分为 2 个四杆回路和 1 个五杆

回路,分别建立各个回路之间的 IO 约束方程,再通

过三角平台耦合建立回路之间的耦合约束方程。 通

过 IO 回路建立机构的回路约束方程比本文通过开

链建立机构约束方程的过程要复杂,尤其是建立四

杆以上的回路的 IO 约束方程次数很高,增加了消元

求解的复杂度,难以求解获得机构的位置分析符号

解或者数字 符号解。

5摇 实例

以图 2 所示的 Stephenson鄄III 型球面机构为例。
假定机构参数为:琢12 = 135毅、琢23 = 85毅、 琢34 = 70毅、
琢41 = 85毅、 琢25 = 135毅、 琢56 = 85毅、 琢67 = 75毅、 琢73 =
90毅,机构的输入参数为 兹1 = 60毅。

由方程(1) ~ (4)得到向量 S1、S2、S3、S4,并代

入方程(9)、(11)、(12),利用三角函数半角公式变

换,得到机构约束方程组为

a11 t26 + b11 t6 + c11 = 0

a22 t26 + b22 t6 + c22 = 0

a33 t22 + b33 t2 + c33

ì

î

í

ï
ï

ïï = 0

(28)

其中摇 a11 = a1 t25 + a2 t5 + a3 摇 b11 = a4 t25 + a5 t5 + a6

c11 = a7 t25 + a8 t5 + a9 摇 a22 = b1 t25 + b2 t5 + b3

b22 = b4 t25 + b5 t5 + b6 摇 c22 = b7 t25 + b8 t5 + b9

ti = tan(兹i / 2)摇 ( i = 1,2,5,6)
ai、bi( i = 1,2,…,9)和 a33、b33、c33 是包含机构

结构参数和输入参数 兹1 的常量。
由方程组(28)经消元运算得到机构位置正解

方程为

d1 t85 + d2 t75 + d3 t65 + d4 t55 + d5 t45 +
d6 t35 + d7 t25 + d8 t5 + d9 = 0 (29)

其中, d1,d2,…, d8仅是 t2 的函数,且

t2 =
- b33 依 b2

33 - 4a33c33
2a33

(30)

将机构结构参数代入式(29),经计算得到机构

位置正解分析 t5 的 8 个实数解,再利用 tan(兹5 / 2) = t5
求出关节转角 兹5 的 8 个解: - 61郾 933 3毅、33郾 064 1毅、
83郾 840 8毅、 175郾 218毅、 - 143郾 514毅、 - 61郾 806 1毅、
65郾 466 5毅、85郾 531 9毅。

关节转角 兹6 为

兹6 =
a22c11 - a11c22
a11b22 - a22b11

(31)

6摇 结论

(1)提出了对于含四杆闭链的球面机构的位置

分析的一般方法。 通过对机构进行结构单元拆分,
将其划分为四杆闭链与球面单开链( SOC)基本单

元,基于球面环路方程建立四杆闭链球面机构约束

方程(组),基于坐标变换和方向余弦阵法建立球面

单开链约束方程(组),基于球面三角学建立整个机

构的耦合约束方程(组)。
(2)应用本文方法分别对单回路球面机构、双

回路球面机构和三回路球面机构的位置分析问题建

立了机构约束方程(组),阐述了基于四杆闭链 +
SOC 单开链的含四杆闭环球面机构的位置分析方

法。 通过与文献[6 ~ 7]结果的对比,表明本文所提

出的方法具有约束建立简便、消元求解容易、少增根

的特点,有利于获得机构位置分析的符号解或数字

符号解。
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