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主销后倾角对独立悬架汽车自激摆振极限环特性的影响
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　　【摘要】　考虑前轮定位参数应用拉格朗日方程建立了独立悬架汽车摆振系统 ４自由度模型。基于该模型，应

用数值分析方法仿真分析了主销后倾角影响自激摆振中多极限环的速度区间及其数值特性。结果表明，随着后倾

角增大，自激摆振中出现多极限环的速度区间提前，而且随着后倾角增大，不稳定极限环幅值减少，稳定极限环的

幅值增大，但频率变化不大。研究结果为减小汽车自激摆振和多极限环现象控制提供了理论参考。
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　　引言

前轮定位参数对汽车摆振影响很复杂，理论上

的研究还处于线性范围内
［１～２］

，不合理的前轮定位

参数将增大汽车自激摆振速度区间，加大自激摆振

中极限环幅值，严重影响汽车操纵稳定性，对此国内

外学者进行了广泛研究，并取得了一系列成果
［３～９］

。

但前轮定位参数对汽车自激摆振中多极限环特性影

响未见文献报导。

文献［１０～１１］对前轮主销后倾角对摆振中

Ｈｏｐｆ分叉行为进行了较为系统的前期研究，但当时
未能找到摆振系统中多环现象。本文考虑前轮定位

参数与转向系干摩擦建立独立悬架汽车自激摆振动

力学模型，分析前轮主销后倾角对自激摆振中多极

限环动态特性影响。

１　考虑定位参数与转向系干摩擦的自激摆
振模型

１１　考虑定位参数与干摩擦的摆振系统动力学模型

在汲取前述研究成果的基础上
［４～５］

，考虑定位



参数与转向系干摩擦的影响建立独立悬架汽车摆振

动力学模型如图 １所示，选用的转向系干摩擦模型
如图２所示，且假设如下：①忽略悬架及转向系统运
动副间隙对摆振的影响，只考虑悬架定位参数与转

向系运动副干摩擦。②忽略悬置以上结构参数的影
响，将簧载质量等效到左右独立悬架车轮上。③假
设车轮直线行驶速度不变。

图 １　独立悬架汽车自激摆振动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｍｏｄｅｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅｓｈｉｍｍｙｗｉｔｈ

ｉｎｄｅｐｅｎｄｅｎｔｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
　

图 ２　干摩擦模型

Ｆｉｇ．２　Ｍｏｄｅｌｏｆｄｒｙｆｒｉｃｔｉｏｎ
　
１２　考虑定位参数的摆振系统运动微分方程

根据图 １、２动力学模型，应用拉格朗日方程建
立独立悬架前桥摆振系统运动方程。

对于有阻尼振动系统，拉格朗日方程为
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式中　ｑｉ———广义坐标　　ｑ
·

ｉ———广义速度

Ｔ———系统动能，是广义坐标的函数
Ｕ———系统势能，是广义坐标的函数
Ｄ———系统耗散能，是广义坐标的函数
Ｑｉ———对应广义坐标 ｑｉ的广义力
Ｊ１、Ｊ２———左、右前轮绕主销的转动惯量
Ｊ３———中间摇臂总成绕其转动轴的当量转动

惯量

Ｊ４———转向器总成转换到其输入端的当量转
动惯量

θ１、θ２———左、右轮绕主销的摆角
θ３———转向机构中间摇臂的摆角
θ４———方向盘转角
ｋ１、ｋ２———左、右轮与中间摇臂之间的连接角

刚度

ｋ３———中间摇臂与转向器间的当量连接角刚
度

ｋ４———转向器与转向盘间的当量连接角刚度
ｋ５———轮胎垂直刚度
ｋα———左、右前轮与中间摇臂之间的放大系数
ｋβ———中间摇臂与转向器之间的放大系数
μ———滚动阻尼系数　　ｒ———主销后倾角
Ｌ———转向节有效长度
ｃ１、ｃ２———左、右轮与中间摇臂之间的连接角

阻尼系数

ｃｌ１、ｃｒ２———左、右轮总成绕主销的当量角阻尼
系数

ｃ′３———中间摇臂与转向器之间的当量连接角
阻尼系数

ｃ′４———转向器与转向盘之间的当量连接角阻
尼系数

ｃ３———中间摇臂总成绕其转动轴的当量角阻
尼系数

ｃ４———转向器总成转换到其输入端的当量角
阻尼系数

汽车摆振系统所受４个广义力分量为
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Ｍ１２＝Ｍ１１ （９）
式中　ｆ———轮胎拖距　　Ｒ———轮胎滚动半径

Ｍ１１、Ｍ１２———左、右轮主销处干摩擦力矩
ＦＹ１、ＦＹ２———左、右轮动态侧偏力

摆振系统方程中轮胎模型选用 Ｐａｃｊｋａ魔术公
式

［３］
，即
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式中　α１、α２———左、右车轮侧偏角，绕正 ｚ轴为正
Ｓｘ、Ｓｙ、Ｂ、Ｃ、Ｄ、Ｅ———轮胎魔术公式常数

由实验结果拟合而得
［１２］
。其中，Ｓｘ＝０ｒａｄ，Ｓｙ＝

０Ｎ，Ｂ＝０２３１１ｒａｄ－１，Ｃ＝１３，Ｄ＝－３２６７８ｋＮ，
Ｅ＝－０５３２０。

轮胎滚动非完整约束方程
［６］
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式中　σ———轮胎松弛长度
ａ———轮胎印迹半长度

根据以上分析，由拉格朗日方程导出系统的动

力学微分方程为
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２　多极限环特性仿真与分析

２１　主销后倾角影响摆振的数值计算
以某国产小型厢式运输车作为样车，运用以上

数学模型，关于前轮主销后倾角对自激摆振的多环

速度区间及动特性影响进行了数值分析，其中样车

数值计算所需参数如表１所示。
图３ａ为样车摆振系统在不同初始激励下在速

度ｖ＝２３ｋｍ／ｈ时首次出现２个稳定极限环相图。

表 １　计算所需样车参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓａｍｐｌｅｖｅｈｉｃｌｅ

参数 数值

左、右前轮总成绕主销的转动惯量 Ｊ１、

Ｊ２／ｋｇ·ｍ
２·ｒａｄ－１

１５

中间摇臂总成绕其转动轴的当量转动

惯量 Ｊ３／ｋｇ·ｍ
２·ｒａｄ－１

６

转向器总成转换到其输入端的当量转

动惯量 Ｊ４／ｋｇ·ｍ
２·ｒａｄ－１

１２

左、右前轮总成绕其主销的当量角阻尼

系数 ｃｌ１、ｃｒ２／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ ５０

中间摇臂总成绕其转动轴的当量角阻

尼 ｃ３／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ ２０

转向器总成转换到其输入端的当量角

阻尼系数 ｃ４／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ ６０

左、右前轮与中间摇臂之间的当量连接

角刚度 ｋ１、ｋ２／Ｎ·ｍ·ｒａｄ
－１ ３８０００

中间摇臂与转向器之间的当量连接角

刚度 ｋ３／Ｎ·ｍ·ｒａｄ
－１ ６００００

转向器与转向盘之间的当量连接角刚

度 ｋ４／Ｎ·ｍ·ｒａｄ
－１ ７００００

轮胎的垂直刚度 ｋ５／Ｎ·ｍ·ｒａｄ
－１ １２０００００

左、右前轮与中间摇臂之间的当量连接

角阻尼系数 ｃ１、ｃ２／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ ２０

中间摇臂与转向器之间的当量连接角

阻尼系数 ｃ′３／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ １０

转向器与转向盘之间的当量连接角阻

尼系数 ｃ′４／Ｎ·ｍ·ｓ·ｒａｄ
－１ １０

右、左前轮的载重 Ｆｚ１、Ｆｚ２／Ｎ ３５００

车轮滚动半径 Ｒ／ｍ ０３５

轮胎滚动阻力系数 μ ００１５

左右前轮与中间摇臂之间的放大系数ｋα １４１４９

中间摇臂与转向器之间的放大系数 ｋβ ００３４７

轮胎拖距 ｆ／ｍ ００６

转向节有效长度 Ｌ／ｍ ０１５

轮胎印迹半长度 ａ／ｍ ０２

轮胎松弛长度 σ／ｍ ０６５

干摩擦力矩 Ｍ０／Ｎ·ｍ ８０

图３ｂ为样车摆振系统在不同初始激励下，最后一次
出现２个稳定极限环相图，此时速度 ｖ＝９５ｋｍ／ｈ。

图 ３　α＝２°右轮摆角的相图

Ｆｉｇ．３　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｒｉｇｈｔｗｈｅｅｌｗｈｅｎα＝２°
（ａ）ｖ＝２３ｋｍ／ｈ　（ｂ）ｖ＝９５ｋｍ／ｈ

　
图４ａ为样车摆振系统在不同初始激励下在低

速区间首次出现２个稳定极限环的相图，此时速度
ｖ＝１８ｋｍ／ｈ；图４ｂ为样车摆振系统在不同初始激励

７第 １２期　　　　　　　　　　魏道高 等：主销后倾角对独立悬架汽车自激摆振极限环特性的影响



下在低速区间最后一次出现 ２个稳定极限环的相
图，此时速度为 ｖ＝４３ｋｍ／ｈ。图４ｃ为样车摆振系统
在不同初始激励下在高速区间首次出现２个稳定极

限环的相图，此时速度 ｖ＝８８ｋｍ／ｈ；图 ４ｄ为样车摆
振系统在不同初始激励下在高速区间最后一次出现

２个稳定极限环的相图，此时速度为 ｖ＝１２６ｋｍ／ｈ。

图 ４　α＝４°右轮摆角的相图

Ｆｉｇ．４　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｒｉｇｈｔｗｈｅｅｌｗｈｅｎα＝４°
（ａ）ｖ＝１８ｋｍ／ｈ　（ｂ）ｖ＝４３ｋｍ／ｈ　（ｃ）ｖ＝８８ｋｍ／ｈ　（ｄ）ｖ＝１２６ｋｍ／ｈ

　
　　图 ５ａ为样车摆振系统在不同初始激励下在低
速区间首次出现 ２个稳定极限环的相图，此时速
度 ｖ＝１５ｋｍ／ｈ；图 ５ｂ为样车摆振系统在不同初始
激励下在低速区间最后一次出现 ２个稳定极限环
的相图，此时速度 ｖ＝３１ｋｍ／ｈ。图 ５ｃ为样车摆振

系统在不同初始激励下在高速区间首次出现 ２个
稳定极限环的相图，此时速度 ｖ＝１２２ｋｍ／ｈ；图 ５ｄ
为样车摆振系统在不同初始激励下在高速区间最

后一次出现 ２个稳定极限环的相图，此时速度 ｖ＝
１５４ｋｍ／ｈ。

图 ５　α＝６°右轮摆角的相图

Ｆｉｇ．５　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｒｉｇｈｔｗｈｅｅｌｗｈｅｎα＝６°
（ａ）ｖ＝１５ｋｍ／ｈ　（ｂ）ｖ＝３１ｋｍ／ｈ　（ｃ）ｖ＝１２２ｋｍ／ｈ　（ｄ）ｖ＝１５４ｋｍ／ｈ

　

图 ６　不同主销后倾角时极限环幅值与速度的分岔图

Ｆｉｇ．６　Ｂｉｆｕｒｃａｔｉｏｎｏｆａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｏｆｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｓｖｓｓｐｅｅｄ
（ａ）α＝２°　（ｂ）α＝４°　（ｃ）α＝６°

　

　　若仅将摆振理解成是一种稳定极限环振动现
象，那么激励的结果都将只出现小的或者大的稳定

极限环。实际中只有当激励大到能够克服不稳定极

限环幅值的束缚时，才能激发大的摆振。

通过数值方法找到摆振系统出现双环的速度区

间，及其对应的不稳定极限环的幅值，结果如图６和
表２所示。

图７是后倾角 α＝２°时在 ｖ＝２３ｋｍ／ｈ时样车摆
振系统在不同初始值下的相图。在极限环１内外邻
域内取任意初始值时其相轨迹均趋向于极限环 １，
说明极限环１是稳定极限环；在极限环２内邻域内

表 ２　不同后倾角时不稳定极限环的性质

Ｔａｂ．２　Ｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃｓｏｆｕｎｓｔａｂｌｅｌｉｍｉｔｃｙｃｌｅｖｓｃａｓｔｅｒ

α＝２° α＝４° α＝６°

速度／

ｋｍ·ｈ－１
不稳定极限

环幅值／（°）

速度／

ｋｍ·ｈ－１
不稳定极限

环幅值／（°）

速度／

ｋｍ·ｈ－１
不稳定极限

环幅值／（°）
１８ ７４２ １５ ７１３

２３ ４６５ １８ ４８５

２３ ８１７ ３１ ４６４ ２３ ３４９

３１ ４７７ ４３ ２４３ ３１ ２３５

４３ ３６９ ８８ ２４１ １２２ ２３９

８８ ４３４ ９５ ２７５ １２６ ２６５

９５ ５４１ １２６ ５１６ １５４ ４７３
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图 ７　不同初始值时右轮摆角相图

Ｆｉｇ．７　Ｐｈａｓｅｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｏｆｒｉｇｈｔｗｈｅｅｌｖｓｉｎｉｔｉａｌｖａｌｕｅ
　
取任意初始值时其相轨迹趋向于极限环 １，在极限
环２外邻域取任意初始值时其相轨迹趋向于极限环
３，说明极限环２为不稳定极限环；在极限环 ３内外
邻域内取任意初始值时其相轨迹均趋向于极限环

３，说明极限环３为稳定极限环。
２２　计算结果分析

（１）α＝２°时，样车摆振系统在不同初始激励下
首次出现两个稳定极限环的相图（图 ３ａ）。此时大
环幅值为 １０１１°，频率为 ４１０Ｈｚ；小环幅值为
１４７°，频率为４７３Ｈｚ；样车摆振系统在不同初始激
励下最后一次出现两个稳定极限环的相图（图 ３ｂ）。
此时大环幅值为６０°，频率为 ４５０Ｈｚ；小环幅值为
１５０°，频率为５１１Ｈｚ。

（２）α＝４°时，样车摆振系统在不同初始激励下
在低速区间首次出现两个稳定极限环的相图

（图４ａ）。此时大环幅值为 １２４８°，频率为 ４０６Ｈｚ；
小环幅值为１４８°，频率为 ４６８Ｈｚ。样车摆振系统
在不同初始激励下在低速区间最后一次出现两个稳

定极限环的相图（图 ４ｂ），此时大环幅值为 １８２９°，
频率为４２２Ｈｚ；小环幅值为 １９３°，频率为 ４６５Ｈｚ。
样车摆振系统在不同初始激励下在高速区间首次出

现两个稳定极限环的相图（图４ｃ），此时大环幅值为
１１５７°，频率为４３９Ｈｚ；小环幅值为 １９６°，频率为
４９３Ｈｚ。样车摆振系统在不同初始激励下在高速
区间最后一次出现两个稳定极限环的相图（图 ４ｄ），
此时大环幅值为 ５４８°，频率为 ４６５Ｈｚ；小环幅值
为１４９°，频率为５２７Ｈｚ。

（３）α＝６°时，样车摆振系统在不同初始激励下
在低速区间首次出现两个稳定极限环的相图

（图５ａ）。此时大环幅值为 １３７７°，频率为 ４０５Ｈｚ；
小环幅值为１４９°，频率为４６６Ｈｚ。样车摆振系统在
　　

不同初始激励下在低速区间最后一次出现两个稳定

极限环的相图（图５ｂ）。此时大环幅值为２２６３°，频
率为４１９Ｈｚ；小环幅值为 １９２°，频率为 ４５７Ｈｚ。
样车摆振系统在不同初始激励下在高速区间首次出

现两个稳定极限环的相图（图５ｃ），此时大环幅值为
９９３°，频率为 ４５３Ｈｚ；小环幅值为 １８４°，频率为
５１７Ｈｚ。样车摆振系统在不同初始激励下在高速
区间最后一次出现两个稳定极限环的相图（图 ５ｄ），
此时大环幅值为 ５４５°，频率为 ４７７Ｈｚ；小环幅值
为１４６°，频率为５４２Ｈｚ。

图３～５结果表明，摆振发生有时与初始激励有
关，大的激励能够产生大的摆振，小的激励能够产生

小的摆振。

（４）从表２中可知，当后倾角为 ２°时，出现不稳
定极限环的速度区间为［２３，９５］；当后倾角为 ４°时，
出现不稳定极限环的速度区间为［１８，４３］和［８８，
１２６］；当后倾角为 ６°时，出现不稳定极限环的速度
区间为［１５，３１］和［１２２，１５４］。从表中可知，对于同
一速度随着后倾角的增大，不稳定极限环的幅值减

少，即系统越容易产生大的摆振。

（５）图６ａ为后倾角 α＝２°时极限环幅值与速度
的分岔图，此时出现双环的速度区间为［２３，９５］；
图６ｂ为后倾角 α＝４°时极限环幅值与速度的分岔图，
此时出现双环的速度区间为［１８，４３］和［８８，１２６］；图６ｃ
为后倾角α＝６°极限环幅值与速度的分岔图，此时出现
双环的速度区间为［１５，３１］和［１２２，１５４］。

通过图 ６对比表明随着后倾角的增大，出现不
稳定极限环的速度区间提前了，大的稳定极限环的

幅值增大了。

３　结论

（１）通过建立考虑定位参数与干摩擦独立悬架
摆振模型，找到自激摆振中存在多极限环现象。

（２）随着后倾角增加，摆振中出现多环的速度
区间提前，不稳定极限环的幅值减少，大的稳定极限

环的幅值增大，频率变化不大，这说明后倾角增大，

系统更容易发生大角度的摆振。

（３）随着后倾角增大，汽车出现自激摆振速度
区间及幅值将增大，因此，在保证高速回正特性时，

要适量控制前轮主销后倾角。
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