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基于解域的四精确点球面４Ｒ机构函数综合
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　　【摘要】　提出了一种基于解域的四精确点球面４Ｒ机构函数综合方法。首先通过相对运动转换将函数综合转

换为位置综合。接着给出了球面布氏曲线的方程式及布氏点的计算和分类方法。最后通过具体的示例建立了机

构类型解域，将无穷多机构解表示在有限的环形区域内，从而使设计者能够直观准确地了解机构的类型及其分布

区间。
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　　引言

对于给定两连架杆若干组对应角位移的球面

４Ｒ机构函数综合有许多综合方法［１～９］
。Ｃｈｉａｎｇ利

用相对极理论对 ４、５个精确点问题进行了研
究

［１～４］
。ＣｅｒｖａｎｔｅｓＳáｎｃｈｅｚ以球面四杆机构输入输

出角的关系为基础，对３～６个精确点的问题进行了
研究，尤其在 ６个精确点问题上，以 １０阶多项式代
替以前的１６阶多项式，使计算大大简化［５～６］

。王德

伦等对多于５个精确点的问题给出了球面曲线的自
适应圆弧拟合方法，建立了球面运动近似函数综合

的数学模型和鞍点规划求解方法
［８］
。褚金奎等提

出了一种球面四杆机构函数综合的傅里叶级数法，

建立了球面四杆机构输入输出函数的数值图谱

库
［９］
。对于给定条件的 ４个精确点的情况，由于在

球面布氏曲线上任意选取球面圆点及圆心点都可得

到球面四杆机构，因此有无穷多机构解。要求设计

者了解全部机构解的类型及性能特性并能直观、准

确、快速地选出满足设计要求的机构是很困难的，而

上述方法均没有解决这些问题。

本文提出一种基于解域的四精确点球面 ４Ｒ机
构函数综合方法。首先通过相对运动转换将函数综



合转换为位置综合，并给出球面布氏曲线的表达式

及任意布氏点的计算方法。然后通过对布氏点的分

类，建立点的球坐标参数和机构解的映射关系，以期

得到机构类型解域及性能曲线图，从而将无穷多机

构解表示在有限的区域内。

１　函数综合向位置综合的转换

用运动转换法将函数综合转换为位置综合，并

给出转换后连杆点位置参数的表达式。为了叙述和

运算方便，本文采用球坐标表示球面上的一点，但在

进行坐标变换时仍采用直角坐标表示。

１１　球面上刚体位置的表示
球面上任意一点 Ｐ的坐标可以表示为

ｘ＝ｒｃｏｓβｃｏｓα
ｙ＝ｒｃｏｓβｓｉｎα
ｚ＝ｒｓｉｎ{ β

（１）

其中 ｒ为球半径，取 ｒ＝１，这并不影响公式的推导。
因此点 Ｐ的位置可以由参数（α，β）表示，α为经度，
β为纬度，其中 －１８０°≤α≤１８０°，－９０°≤β≤９０°，
如图１所示。

图 １　空间点的球坐标表示

Ｆｉｇ．１　Ｓｐｈｅｒｉｃａｌｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆａｓｐａｔｉａｌｐｏｉｎｔ
　
在球面上运动的一个刚体，其位置由刚体上一

点 Ｐ以及任选的一段圆弧

)

ＰＬ的方位来确定。方位

角 θ定义为圆弧

)

ＰＬ和过 Ｐ点的纬线 ｌＰ的夹角。设
纬线 ｌＰ在 Ｐ点处的切线为 ＰＱ，过 ＰＱ及 Ｏ点的平

面为 ＯＰＱ，过圆弧

)

ＰＬ及 Ｏ点的平面为 ＯＰＬ，则方位
角 θ即为平面 ＯＰＱ和 ＯＰＬ所构成的二面角，如图 ２
所示。

１２　相对运动转换
球面４Ｒ机构的示意图如图 ３所示。其中，ＯＡ、

ＯＢ、Ａ和 Ｂ为 ４个转动副的中心点，其轴线交于点
Ｏ。ＯＡ、ＯＢ为固定铰链点，Ａ、Ｂ为动铰链点。输入

杆的转角 φ为圆弧ＯＡ

)

Ａ和ＯＡＯ

)

Ｂ的夹角，即为平面

ＯＡＯＡ和 ＯＯＢＯＡ构成的二面角∠ＡＯＡＯＢ。同理可定
义输出杆的转角 ψ。杆长以两个转动副轴线的夹角
表示，分别为 γ１、γ２、γ３和 γ４。

函数综合就是综合出一个球面四杆机构，使其

图 ２　球面上运动刚体位置的确定

Ｆｉｇ．２　Ｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｏｆｒｉｇｉｄｂｏｄｙｉｎｓｐｈｅｒｅ
　

图 ３　球面 ４Ｒ机构示意图

Ｆｉｇ．３　Ａｓｐｈｅｒｉｃａｌ４Ｒｌｉｎｋａｇｅ
　
两连架杆的输入、输出角满足给定的关系，即满足当

其输入杆转角为 φ１、φ２、…、φＮ时，相应的输出杆转
角为 ψ１、ψ２、…、ψＮ，ＯＡＥｉ和 ＯＡＦｉ（ｉ＝１，２，…，Ｎ）分
别表示输入杆和输出杆的位置，如图４所示。

图 ４　球面四杆机构函数综合模型

Ｆｉｇ．４　Ｆｕｎｃｔｉｏｎｓｙｎｔｈｅｓｉｓｍｏｄｅｌｏｆｓｐｈｅｒｉｃａｌ４Ｒｌｉｎｋａｇｅ
　
建立如图 ４所示坐标系 Ｏｘｙｚ，即 Ｏ为坐标原

点，ｘ轴与 ＯＯＡ重合，在平面 ＯＯＡＯＢ内作 ｙ轴与 ｘ
轴垂直，过 Ｏ点按右手坐标系得与平面 ＯＯＡＯＢ垂直
的 ｚ轴。运用机架转换法需要给定机架 γ４的长度，
则固定铰链点 ＯＡ（０，０）和 ＯＢ（γ４，０）的坐标为已知。
要综合球面四杆机构即要确定动铰链点 Ａ和 Ｂ的
坐标。

图４中 ＯＡＥ１Ｆ１ＯＢ表示球面四杆机构的第一位
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置，ＯＡＥｉＦｉＯＢ（ｉ＝２，３，…，Ｎ）表示球面四杆机构的
第 ｉ位置。输入杆在第 ｉ位置相对于第 １位置的转
角为 φ１ｉ＝φｉ－φ１。根据相对运动转换法，将第 ｉ位
置的机构 ＯＡＥｉＦｉＯＢ予以刚化，并绕 ｘ轴旋转 －φ１ｉ
角，使第 ｉ位置的连架杆 ＯＡＥｉ转到与第 １位置的连
架杆 ＯＡＥ１重合，则 ＯＡＥｉＦｉＯＢ转到 ＯＡＥ′ｉＦ′ｉＯＢｉ位置。

经过转换，可以把第１位置的连架杆ＯＡＥ１看作
机架，另一个连架杆ＯＢＦ１为相对连杆，原机架ＯＡＯＢ
为相对连架杆。因此对动铰链点 Ａ和 Ｂ的求解即
为机架转换后给定连杆若干位置求球面圆心点和圆

点的位置综合问题。

第１位置连杆面上点 Ｐ１可取点 ＯＢ，坐标为

（Ｐ１ｘ，Ｐ１ｙ，Ｐ１ｚ）
Ｔ＝（ｃｏｓγ４，ｓｉｎγ４，０）

Ｔ
，写成球坐标表

示为 Ｐ１（γ４，０），按上述方位角的定义方位角 θ１即
为 ψ１，相对第１位置的转角 θ１１＝θ１－θ１＝０。

第 ｉ位置连杆面上的相应点 Ｐｉ是由 Ｐ１点绕 ｘ
轴旋转 －φ１ｉ得到的，坐标为

Ｐｉｘ
Ｐｉｙ
Ｐ











ｉｚ

＝

１ ０ ０
０ ｃｏｓφ１ｉ ｓｉｎφ１ｉ
０ －ｓｉｎφ１ｉ ｃｏｓφ１









ｉ

Ｐ１ｘ
Ｐ１ｙ
Ｐ１











ｚ

＝

ｃｏｓγ４
ｃｏｓφ１ｉｓｉｎγ４
－ｓｉｎφ１ｉｓｉｎγ











４

（２）

写成球坐标表示为 Ｐｉ（ａｒｃｔａｎ（ｃｏｓφ１ｉｔａｎγ４），ａｒｃｓｉｎ
（－ｓｉｎφ１ｉｓｉｎγ４））。

根据上述对方位角的定义可知 θｉ即为纬线 ｌｉ

在 Ｐｉ点处的切线 ＰｉＱｉ与弧ＰｉＦ′

)

ｉ在 Ｐｉ点处切线的夹
角，即由平面 ＯＰｉＱｉ和平面 ＯＰｉＥ′ｉ所形成的二面角，
如图５所示。设这两条切线的单位方向向量分别为
ｕｉ＝（ｕｉｘ，ｕｉｙ，ｕｉｚ）

Ｔ
，ｖｉ＝（ｖｉｘ，ｖｉｙ，ｖｉｚ）

Ｔ
，则有

θｉ＝ａｒｃｃｏｓ（ｕｉｘｖｉｘ＋ｕｉｙｖｉｙ＋ｕｉｚｖｉｚ） （３）

图 ５　第 ｉ位置 Ｐｉ的定义

Ｆｉｇ．５　ＤｅｆｉｎｉｔｉｏｎｏｆｔｈｅｉｔｈｐｏｉｎｔＰｉ
　
取 Ｃｉ（０，０，Ｐｉｚ）为 ｚ轴与纬线 ｌｉ所在平面的交

点，则平面 ＯＰｉＣｉ的单位法向量与 ｕｉ相等，因此有

ｕｉ＝

ｕｉｘ
ｕｉｙ
ｕ











ｉｚ

＝
ＯＰｉ×ＯＣｉ
｜ＯＰｉ｜｜ＯＣｉ｜

＝
（－ｃｏｓφ１ｉｓｉｎγ４，ｃｏｓγ４，０）

Ｔ

ｃｏｓ２φ１ｉｓｉｎ
２γ４＋ｃｏｓ

２γ槡 ４

（４）
建立如图 ５所示的坐标系 ＯＢｘｎｉｙｎｉｚｎｉ，其中 ＯＢ

为坐标原点，ｘｎｉ轴与 ＯＯＢ重合，ｚｎｉ轴沿弧ＯＢＢ

)

ｉ在 ＯＢ
点处的切线方向，则该切线的单位方向向量为 ｖｎｉ＝

（０，０，１）Ｔ。
为了在坐标系 Ｏｘｙｚ中表示单位向量 ｖｎｉ，首先

将坐标系 Ｏｘｙｚ绕自身的 ｚ轴旋转角度 γ４到达坐标
系Ｏｘｍｙｍｚｍ。再将Ｏｘｍｙｍｚｍ绕 ｘｍ轴旋转（ψｉ－９０°），
即可到达坐标系 ＯＢｘｎｉｙｎｉｚｎｉ。因此得到在坐标系
Ｏｘｙｚ中单位向量 ｖ０ｉ的表达式

ｖ０ｉ＝

ｖ０ｉｘ
ｖ０ｉｙ
ｖ０











ｉｚ

＝

ｃｏｓγ４ －ｓｉｎγ４ ０

ｓｉｎγ４ ｃｏｓγ４ ０








０ ０ １

１ ０ ０
０ ｓｉｎψｉ ｃｏｓψｉ
０ －ｃｏｓψｉ ｓｉｎψ









ｉ











０
０
１

（５）
在坐标系 Ｏｘｙｚ中将向量 ｖ０ｉ绕 ｘ轴旋转 －φ１ｉ即

可得到向量 ｖｉ的表达式

ｖｉ＝

ｖｉｘ
ｖｉｙ
ｖ











ｉｚ

＝

１ ０ ０
０ ｃｏｓφ１ｉ ｓｉｎφ１ｉ
０ －ｓｉｎφ１ｉ ｃｏｓφ１









ｉ

ｖ０ｉｘ
ｖ０ｉｙ
ｖ０











ｉｚ

＝

－ｃｏｓψｉｓｉｎγ４
ｓｉｎφ１ｉｓｉｎψｉ＋ｃｏｓψｉｃｏｓφ１ｉｃｏｓγ４
ｃｏｓψｉｃｏｓφ１ｉ－ｃｏｓψｉｃｏｓγ４ｓｉｎφ１











ｉ

（６）

式（６）中 ψｉ、γ４和 φ１ｉ均为已知，因此方位角 θｉ可由
式（３）得到，第 ｉ位置相对于第１位置的转角为θ１ｉ＝
θｉ－θ１。

通过上述相对运动转换，就可以把函数综合转

换为位置综合问题来求解，得到位置综合所需要的

连杆在第 ｉ个位置其上点 Ｐ的坐标 Ｐｉ（ｉ＝２，３，…，
Ｎ）及连杆相对于第 １位置的转角 θ１ｉ（ｉ＝２，３，…，
Ｎ）。当 Ｎ＝４时，即为四位置综合问题。

２　四位置综合方法

对于四位置问题，其圆点和圆心点的分布曲线

称为球面布尔梅斯特曲线。首先用一种简便的方法

推导出球面布氏曲线方程式，然后给出布氏点的计

算方法并对其进行分类，以便建立机构解域。

２１　球面布氏曲线方程式的推导
如图６所示，连杆第 ｉ位置由连杆面上的点 Ｐｉ

２０２ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１２年



（αｉ，βｉ）（ｉ＝２，３，４）以及连杆相对于第 １位置的转
角 θ１ｉ确定。设在坐标系 ｘｙｚ中刚体上任一点在位置

１处的坐标为（ｘ１，ｙ１，ｚ１）
Ｔ
，当刚体运动到位置ｉ时相

应的该点坐标为 （ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）
Ｔ
。从 （ｘ１，ｙ１，ｚ１）

Ｔ
到

（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）
Ｔ
的变换可以看作以下 ３个转动的结果：

①先将 ＯＰ１向 ｘ轴转拢。②再绕 ｘ轴旋转 θ１ｉ＝θｉ－
θ１。③最后将 ｘ轴转开至 ＯＰｉ。

图 ６　刚体球面运动示意图

Ｆｉｇ．６　Ｓｐｈｅｒｉｃａｌｍｏｔｉｏｎｏｆｒｉｇｉｄｂｏｄｙ
　
第１个过程可以看作先绕 ｚ轴旋转 α１，再绕 ｙ

轴旋转 β１；第３个过程可以看作先绕 ｙ轴旋转 βｉ，再

绕 ｚ轴旋转 αｉ。则从（ｘ１，ｙ１，ｚ１）
Ｔ
到（ｘｉ，ｙｉ，ｚｉ）

Ｔ
的

变换式可以写为

ｘｉ
ｙｉ
ｚ











ｉ

＝ＲαｉｚＲ
βｉ
ｙＲ

θ１ｉ
ｘＲ

β１
ｙＲ

α１
ｚ

ｘ１
ｙ１
ｚ











１

＝Ｃ１ｉ

ｘ１
ｙ１
ｚ











１

（７）

注意到所有的变换都是在同一坐标系 ｘｙｚ中进
行的，因此后一个变换矩阵要左乘到前一个变换矩

阵。

矩阵 Ｃ１ｉ为球面运动刚体从位置 １到位置 ｉ的
位移矩阵，有

Ｃ１ｉ＝

Ｃ１１ｉ Ｃ１２ｉ Ｃ１３ｉ
Ｃ２１ｉ Ｃ２２ｉ Ｃ２３ｉ
Ｃ３１ｉ Ｃ３２ｉ Ｃ３３











ｉ

（８）

其中 Ｃ１１ｉ＝ｃｏｓαｉｃｏｓβｉｃｏｓα１ｃｏｓβ１＋
ｓｉｎα１（ｓｉｎαｉｃｏｓθ１ｉ＋ｃｏｓαｉｓｉｎβｉｓｉｎθ１ｉ）－
ｃｏｓα１ｓｉｎβ１（ｓｉｎαｉｓｉｎθ１ｉ－ｃｏｓαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ１２ｉ＝ｃｏｓαｉｃｏｓβｉｓｉｎα１ｃｏｓβ１－
ｃｏｓα１（ｓｉｎαｉｃｏｓθ１ｉ＋ｃｏｓαｉｓｉｎβｉｓｉｎθ１ｉ）－
ｓｉｎα１ｓｉｎβ１（ｓｉｎαｉｓｉｎθ１ｉ－ｃｏｓαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ１３ｉ＝ｓｉｎβ１ｃｏｓαｉｃｏｓβｉ＋
ｃｏｓβ１（ｓｉｎαｉｓｉｎθ１ｉ－ｃｏｓαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ２１ｉ＝ｓｉｎαｉｃｏｓβｉｃｏｓα１ｃｏｓβ１－
ｓｉｎα１（ｃｏｓαｉｃｏｓθ１ｉ－ｓｉｎαｉｓｉｎβｉｓｉｎθ１ｉ）＋
ｃｏｓα１ｓｉｎβ１（ｃｏｓαｉｓｉｎθ１ｉ＋ｓｉｎαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ２２ｉ＝ｓｉｎαｉｃｏｓβｉｓｉｎα１ｃｏｓβ１＋
ｃｏｓα１（ｃｏｓαｉｃｏｓθ１ｉ－ｓｉｎαｉｓｉｎβｉｓｉｎθ１ｉ）＋
ｓｉｎα１ｓｉｎβ１（ｃｏｓαｉｓｉｎθ１ｉ＋ｓｉｎαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ２３ｉ＝ｓｉｎβ１ｓｉｎαｉｃｏｓβｉ－
ｃｏｓβ１（ｃｏｓαｉｓｉｎθ１ｉ＋ｓｉｎαｉｓｉｎβｉｃｏｓθ１ｉ）

Ｃ３１ｉ＝ｓｉｎβｉｃｏｓα１ｃｏｓβ１－ｓｉｎα１ｃｏｓβｉｓｉｎθ１ｉ－
ｃｏｓα１ｓｉｎβ１ｃｏｓβｉｃｏｓθ１ｉ

Ｃ３２ｉ＝ｓｉｎβｉｃｏｓα１ｃｏｓβ１－ｓｉｎα１ｃｏｓβｉｓｉｎθ１ｉ－
ｃｏｓα１ｓｉｎβ１ｃｏｓβｉｃｏｓθ１ｉ

Ｃ３３ｉ＝ｓｉｎβ１ｓｉｎβｉ＋ｃｏｓβ１ｃｏｓβｉｃｏｓθ１ｉ
设待求的球面圆心与圆点矢量分别为 ａ０ ＝

（ｘ０，ｙ０，ｚ０）
Ｔ
和 ａｃ＝（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）

Ｔ
，第 ｉ位置时的球面

圆点矢量为 ａｃｉ＝（ｘｃｉ，ｙｃｉ，ｚｃｉ）
Ｔ
，则有

ａｃｉ＝Ｃ１ｉａｃ （９）
考虑到杆长不变，因此有约束条件｜ａｃ１－ａ０｜＝

｜ａｃｉ－ａ０｜（ｉ＝２，３，４），得到
ｘ０ｘｃ＋ｙ０ｙｃ＋ｚ０ｚｃ＝ｘ０ｘｃｉ＋ｙ０ｙｃｉ＋ｚ０ｚｃｉ （１０）

将式（９）代入式（１０）并把 ｘ０、ｙ０和 ｚ０看作未知
数，整理得

（Ａｉ１ｘｃ＋Ａｉ２ｙｃ＋Ａｉ３ｚｃ）ｘ０＋（Ａｉ４ｘｃ＋Ａｉ５ｙｃ＋Ａｉ６ｚｃ）ｙ０＋
（Ａｉ７ｘｃ＋Ａｉ８ｙｃ＋Ａｉ９ｚｃ）ｚ０＝０（ｉ＝２，３，４） （１１）

其中　Ａｉ１＝Ｃ１１ｉ－１　Ａｉ２＝Ｃ１２ｉ　Ａｉ３＝Ｃ１３ｉ　Ａｉ４＝Ｃ２１ｉ
Ａｉ５＝Ｃ２２ｉ－１　Ａｉ６＝Ｃ２３ｉ　Ａｉ７＝Ｃ１３ｉ　Ａｉ８＝Ｃ３２ｉ

Ａｉ９＝Ｃ３３ｉ－１
令

Ｄｉ＝Ａｉ１ｘｃ＋Ａｉ２ｙｃ＋Ａｉ３ｚｃ　Ｅｉ＝Ａｉ４ｘｃ＋Ａｉ５ｙｃ＋Ａｉ６ｚｃ
Ｆｉ＝Ａｉ７ｘｃ＋Ａｉ８ｙｃ＋Ａｉ９ｚｃ　（ｉ＝２，３，４）

则式（１１）变为
Ｄｉｘ０＋Ｅｉｙ０＋Ｆｉｚ０＝０　（ｉ＝２，３，４） （１２）

使式（１２）齐次线性方程组有非零解，其系数矩
阵的行列式的值必须为零，即

Ｄ２ Ｅ２ Ｆ２
Ｄ３ Ｅ３ Ｆ３
Ｄ４ Ｅ４ Ｆ４

＝０ （１３）

将式（１３）展开，整理得
Ｈ１ｘ

３
ｃ＋Ｈ２ｙ

３
ｃ＋Ｈ３ｚ

３
ｃ＋Ｈ４ｘ

２
ｃｙｃ＋Ｈ５ｘ

２
ｃｚｃ＋Ｈ６ｘｃｙ

２
ｃ＋

Ｈ７ｘｃｚ
２
ｃ＋Ｈ８ｙ

２
ｃｚｃ＋Ｈ９ｙｃｚ

２
ｃ＋Ｈ１０ｘｃｙｃｚｃ＝０ （１４）

其中 Ｈ１＝｜Ａ２１Ａ３４Ａ４７｜
Ｈ２＝｜Ａ２２Ａ３５Ａ４８｜　Ｈ３＝｜Ａ２３Ａ３６Ａ４９｜

Ｈ４＝｜Ａ２１Ａ３４Ａ４８｜＋｜Ａ２１Ａ３５Ａ４７｜＋｜Ａ２２Ａ３４Ａ４７｜
Ｈ５＝｜Ａ２１Ａ３４Ａ４９｜＋｜Ａ２１Ａ３６Ａ４７｜＋｜Ａ２３Ａ３４Ａ４７｜
Ｈ６＝｜Ａ２１Ａ３５Ａ４８｜＋｜Ａ２２Ａ３４Ａ４８｜＋｜Ａ２２Ａ３５Ａ４７｜
Ｈ７＝｜Ａ２１Ａ３６Ａ４９｜＋｜Ａ２３Ａ３４Ａ４９｜＋｜Ａ２３Ａ３６Ａ４７｜
Ｈ８＝｜Ａ２２Ａ３５Ａ４９｜＋｜Ａ２２Ａ３６Ａ４８｜＋｜Ａ２３Ａ３５Ａ４８｜
Ｈ９＝｜Ａ２２Ａ３６Ａ４９｜＋｜Ａ２３Ａ３５Ａ４９｜＋｜Ａ２３Ａ３６Ａ４８｜
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Ｈ１０＝｜Ａ２１Ａ３５Ａ４９｜＋｜Ａ２１Ａ３６Ａ４８｜＋｜Ａ２２Ａ３４Ａ４９｜＋
｜Ａ２２Ａ３６Ａ４７｜＋｜Ａ２３Ａ３４Ａ４８｜＋｜Ａ２３Ａ３５Ａ４７｜

为简化书写，上式中只写出对角线上的元素，例如用

｜Ａ２１Ａ３４Ａ４７｜表示行列式

Ａ２１ Ａ２４ Ａ２７
Ａ３１ Ａ３４ Ａ３７
Ａ４１ Ａ４４ Ａ４７

。

由于圆点（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）必在球面上，因此还必须
满足

ｘ２ｃ＋ｙ
２
ｃ＋ｚ

２
ｃ＝１ （１５）

联立式（１４）、（１５），即得到球面布尔梅斯特圆
点曲线的方程式

Ｈ１ｘ
３
ｃ＋Ｈ２ｙ

３
ｃ＋Ｈ３ｚ

３
ｃ＋Ｈ４ｘ

２
ｃｙｃ＋Ｈ５ｘ

２
ｃｚｃ＋Ｈ６ｘｃｙ

２
ｃ＋

　　Ｈ７ｘｃｚ
２
ｃ＋Ｈ８ｙ

２
ｃｚｃ＋Ｈ９ｙｃｚ

２
ｃ＋Ｈ１０ｘｃｙｃｚｃ＝０

ｘ２ｃ＋ｙ
２
ｃ＋ｚ

２
ｃ

{
＝１

（１６）
２２　布氏点的计算及分类

在得到了球面圆点曲线的方程式以后，需要求

解该方程以得到球面圆点的坐标（ｘｃ，ｙｃ，ｚｃ）及圆心
点坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０）。

将 ｘｃ＝ｃｏｓβｃｃｏｓαｃ，ｙｃ＝ｃｏｓβｃｓｉｎαｃ及 ｚｃ＝ｓｉｎβｃ
代入式（１６），已知式（１６）中的第 ２式自动满足，因
此可得以球坐标 αｃ、βｃ表示的球面圆点曲线的方程

Ｈ１ｃｏｓ
３βｃｃｏｓ

３αｃ＋Ｈ２ｃｏｓ
３βｃｓｉｎ

３αｃ＋Ｈ３ｓｉｎ
３βｃ＋

Ｈ４ｃｏｓ
３βｃｃｏｓ

２αｃｓｉｎαｃ＋Ｈ５ｃｏｓ
２βｃｃｏｓ

２αｃｓｉｎβｃ＋

Ｈ６ｃｏｓ
３βｃｓｉｎ

２αｃｃｏｓαｃ＋Ｈ７ｓｉｎ
２βｃｃｏｓαｃｃｏｓβｃ＋

Ｈ８ｃｏｓ
２βｃｓｉｎ

２αｃｓｉｎβｃ＋Ｈ９ｓｉｎ
２βｃｓｉｎαｃｃｏｓβｃ＋

Ｈ１０ｃｏｓ
２βｃｃｏｓαｃｓｉｎαｃｓｉｎβｃ＝０ （１７）

由文献［１０～１１］知 αｃ可取［－１８０°，１８０°］内
的任意值，因此可以把 αｃ作为已知量，把 βｃ作为未
知量，则式（１７）可以写为

Ｎ１ｃｏｓ
３βｃ＋Ｎ２ｓｉｎ

３βｃ＋Ｎ３ｓｉｎβｃｃｏｓ
２βｃ＋

Ｎ４ｃｏｓβｃｓｉｎ
２βｃ＝０ （１８）

其中

Ｎ１＝Ｈ１ｃｏｓ
３αｃ＋Ｈ２ｓｉｎ

３αｃ＋Ｈ４ｃｏｓ
２αｃｓｉｎαｃ＋

Ｈ６ｓｉｎ
２αｃｃｏｓαｃ
Ｎ２＝Ｈ３

Ｎ３＝Ｈ５ｃｏｓ
２αｃ＋Ｈ８ｓｉｎ

２αｃ＋Ｈ１０ｃｏｓαｃｓｉｎαｃ
Ｎ４＝Ｈ７ｃｏｓαｃ＋Ｈ９ｓｉｎαｃ

式（１８）两边同除以ｃｏｓ３βｃ，得

Ｎ２ｔａｎ
３βｃ＋Ｎ４ｔａｎ

２βｃ＋Ｎ３ｔａｎβｃ＋Ｎ１＝０ （１９）
对于一个确定的 αｃ，可计算出Ｎ１、Ｎ２、Ｎ３和Ｎ４，

因此式（１９）为关于 ｔａｎβｃ的一元三次方程，由此可
求出 βｃ（－π／２＜β≤π／２），即得到球面圆点坐标
（αｃ，βｃ）。求出圆点坐标之后，将 ｘｃ＝ｃｏｓβｃｃｏｓαｃ，

ｙｃ＝ｃｏｓβｃｓｉｎαｃ和ｚｃ＝ｓｉｎβｃ代入式（１２），并考虑到圆
心点也必须位于球面上，即满足

ｘ２０＋ｙ
２
０＋ｚ

２
０＝１ （２０）

则联立式（１２）和式（２０）可求出与球面圆点相对应
的球面圆心点坐标（ｘ０，ｙ０，ｚ０），写为球坐标为（α０，
β０）。连接圆心点与固定铰链点 ＯＡ可得一个连架
杆（主动杆），连接对应的圆点与固定铰链点 ＯＢ可
得另一连架杆（从动杆），则可综合出一个球面四杆

机构，因此每个机构解可用球面圆点曲线上的一个

点来表示，即可用 αｃ来表示。但由于式（１９）为一
元三次方程，计算得到的 βｃ可能有 １个、２个（含二
重根）或３个，因此 αｃ与机构解并不是一一对应的，
一个 αｃ可能对应着 １个、２个或 ３个机构。为了建
立机构解域，对式（１９）计算所得 βｃ的值进行探讨，
根据一元三次方程实根的特点对计算所得球面圆点

坐标进行分类。

令 ｔａｎβｃ＝ｋ－Ｎ４／（３Ｎ２），代入式（１９）整理可得
缺项的一元三次方程

ｋ３＋ｐｋ＋ｑ＝０ （２１）

其中 ｐ＝
Ｎ３
Ｎ２
－
Ｎ２４
３Ｎ２２

ｑ＝
２Ｎ３４
２７Ｎ３２

＋
Ｎ１
Ｎ２
－
Ｎ３Ｎ４
３Ｎ２２

令 Ｄ＝（ｑ／２）２＋（ｐ／３）３，由 Ｃａｒｄａｎｏ公式得知，
式（２１）的一元三次方程的实根为：

当 Ｄ＞０时，有一个实根和一对共轭复根，ｋ１＝
３

－ｑ／２＋槡槡 Ｄ＋
３

－ｑ／２－槡槡 Ｄ为实根，ｋ２、ｋ３为一对
共轭复根。

当 Ｄ＝０时，有３个实根且有２个实根相等

ｋ１＝－
３４槡ｑ　ｋ２＝ｋ３＝

３ｑ／槡 ２
当 Ｄ＜０时，有３个不相等实根

ｋ１＝２ －ｐ／槡 ３ｃｏｓ（γ／３）

ｋ２＝－ －ｐ／槡 ３［ｃｏｓ（γ／３） 槡＋３ｓｉｎ（γ／３）］

ｋ３＝－ －ｐ／槡 ３［ｃｏｓ（γ／３） 槡－３ｓｉｎ（γ／３）］

其中 γ＝ａｒｃｔａｎ（－２ －槡 Ｄ／ｑ）
取一定步长 Δαｃ，令 αｃ在［－１８０°，１８０°］内连

续取值，解方程式（２１），并由 ｔａｎβｃ＝ｋ－Ｎ４／（３Ｎ２）
得到 βｃ的值，从而求得球面圆点坐标（αｃ，βｃ）。将
由 ｋ１计算得到的圆点编为第 １组，由 ｋ２计算得到
的圆点编为第２组，由 ｋ３计算得到的圆点编为第 ３
组。通过具体的示例来阐述机构类型解域的建立。

３　综合示例

给定两连架杆的 ４组对应角位移为（φｉ，ψｉ）

（ｉ＝１，２，３，４）：（５０°，８０°），（３４０°，１８０°），
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（７９０°，３７０°），（１２３０°，５９０°）。取机架长度γ４＝
４０°，建立如图４所示坐标系，根据相对运动转换法，
计算转换后连杆点的坐标及方位角，如表１所示。

表 １　转换后的四位置参数

Ｔａｂ．１　Ｆｏｕｒｐｏｓｉｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｉｎｖｅｒｔｅｄｃｏｕｐｌｅｒ

位置 ｉ 经度 αｉ／（°） 纬度 βｉ／（°） 方位角 θｉ／（°）

１ ４０００００ ０ ８００００

２ ３６２７４７ －１８１５７５ －５００７３

３ １３０２２８ －３８１６２０ －３２４７８１

４ －２１５０１１ －３４５７９４ －６５７６４４

　　对于表１给定的转换后的 ４个位置参数，可用
四位置综合方法得到类似于式（１７）的球面布氏曲
线的方程式。取步长 Δαｃ＝１°，令 αｃ在［－１８０°，
１８０°］内连续取值，即可计算得到球面圆点（αｃ，βｃ）
和与之对应的圆心点（α０，β０）。图 ７给出了计算得
到的球面布氏曲线。

图 ７　球面布氏曲线

Ｆｉｇ．７　ＳｐｈｅｒｉｃａｌＢｕｒｍｅｓｔｅｒｃｕｒｖｅｓ
　
在球面布氏曲线上任取一组点可得到一个连架

杆，两个连架杆组成一个球面四杆机构。在位置综

合中需要选取２个连架杆，因此类型图为一平面区
域，其中每个点代表１个机构，该点的每个坐标代表
１个连架杆［１１～１２］

。而在函数综合中，由于机架是给

定的，也就是转换后的一个连架杆是已知的，只需在

布氏曲线上选取一组点，得到另１个连架杆，然后与
已知的连架杆相连即可得到１个球面四杆机构。因
此函数综合中只需 １个坐标就可以表示 １个机构，
圆上的点只需１个角度就可以确定（不考虑半径），
因此可以把机构类型分布区间表示在圆上。以 αｃ
为坐标，它的取值为［－１８０°，１８０°］，正好对应了圆
的一周，且由于 αｃ为球面圆点曲线上点的经度坐
标，因此能更形象地表示点所在球上的位置。由此

得到如图８所示的机构类型分布图。其中，机构类
型分类沿用平面四杆机构的分类方法，按照杆长条

件分为８类［１３～１５］
。图８中最外面的数字代表 αｃ的

取值，外圈对应着第 １组机构，即前面由 ｋ１计算出
的球面圆点综合所得的机构；中间一圈对应着第 ２

组机构；内圈对应着第 ３组机构。圆心 Ｏ表示已知
的连架杆，从中可以直观准确地得到综合所得全部

机构的类型及分布区间。

图 ８　机构类型解域

Ｆｉｇ．８　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｔｙｐｅｍａｐ
１．曲柄摇杆　２．双曲柄　３．双摇杆　４．三摇杆（外 内摆动）　

５．摇杆曲柄　６．三摇杆（外 外摆动）　７．三摇杆（内 外摆动）　

８．三摇杆（内 内摆动）

　

由图８可知，在该组设计初值下，不存在摇杆曲
柄机构和内 内摆动的三摇杆机构，因此在该设计初

值下不能得到这２种机构；曲柄摇杆机构的分布区
间为［－１７６°，－１５４°］、［－１３９°，－１３３°］、［２６°，
３９°］和［１２８°，１５１°］。如果要选择曲柄摇杆机构，
则球面圆点的经度坐标 αｃ只能在这 ４个区间内取
值。另外，前３个区间每个 αｃ对应着 １个机构，最
后一个区间每个 αｃ对应着 ３个机构。因此在区间
［１２８°，１５１°］内选取机构时，只有在外圈取值才能
得到曲柄摇杆机构。以 αｃ＝１３５°为例，由图 ８可
知此角度对应着 ３个机构，在外圈选取可得到曲
柄摇杆机构，在中间选取可得到内 外摆动的三摇

杆机构，在内圈选取可得到双曲柄机构。设计者

可按照不同的机构类型要求，对综合得到的机构

进行取舍。

通过开发的球面机构综合与分析软件能精确地

计算出综合所得机构的尺寸参数，并进行动态仿真。

表２中给出了 αｃ＝１３５°在外圈选取时对应的曲柄摇
杆机构的尺寸参数，该球面机构如图９所示。

表 ２　综合所得机构的尺寸参数

Ｔａｂ．２　Ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓ （°）

类型 γ１ γ２ γ３ γ４

曲柄摇杆 ２９４８８２ １０３４７６０ ９４６４７５ ４０００００

　　按照设计要求，综合所得机构应满足当主动杆
以 φ１为起点分别转过 ２９°、７４°和 １１８°时，对应的从
动杆分别转过 １０°、２９°和 ５１°。表 ３给出了该机构
在精确点处主从动杆转角的 ４组对应关系，可以看

５０２第 １０期　　　　　　　　　　　　　杨通 等：基于解域的四精确点球面 ４Ｒ机构函数综合



图 ９　综合所得机构

Ｆｉｇ．９　Ｓｙｎｔｈｅｓｉｚｅｄｓｐｈｅｒｉｃａｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
出其很好地满足了设计要求。

４　结束语

研究了四精确点球面 ４Ｒ机构函数综合的问
题，给出了一种不同于其他方法的基于解域的综合

　　

表 ３　精确点处转角的对应关系

Ｔａｂ．３　Ｃｏｒｎｅｒｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｓｆｏｒｆｏｕｒｐｒｅｃｉｓｉｏｎｐｏｉｎｔｓ

（°）

ｉ φｉ Δφ１ｉ ψｉ Δψ１ｉ

１ ５３１５０８ ０ ２１６９１５ ０

２ ８２１５０８ ２９ ３１６９１５ １０

３ １２７１５０８ ７４ ５０６９１５ ２９

４ １７１１５０８ １１８ ７２６９１５ ５１

方法。建立了机构类型解域及性能曲线。从解域图

中可以直观准确地得到综合所得机构的类型及分布

区间，从而使设计者有针对性地选择球面圆点和圆

心点，避免了机构选取的盲目性。计算过程及图形

显示通过开发的软件来实现，所得的结果表明上述

推导的公式是正确的。该方法是一种利用现代计算

手段解决传统函数综合问题的具有实际应用价值的

有效方法。
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