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　　【摘要】　推导了分形维数、分形粗糙度的近似解析解，修正了结合部法向接触刚度相关公式。编写了求解域

扩展系数的通用 Ｍａｔｌａｂ程序，推导出结合部切向接触刚度的解析解。以 ＸＨＫ５１４０型自动换刀计算机数控立式镗

铣床上的结合部为研究对象，以测试试件的实验结果为基准，按照相似振型相关性、固有频率定量比较的原则，对

结合部法向与切向接触刚度的理论解进行了验证。验证表明理论模型的振型与实验的振型都一致，理论与实验固

有频率的相对误差在 －１６８％ ～１６８％之间。
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　　引言

文献［１］提出结合部法向接触刚度的改进接触
模型，但存在３个缺陷：①结合部法向接触刚度相关
公式有４处不合理。②虽给出域扩展系数与自变量
Ｄ之间的超越方程，但未给出求解该方程的具体方

法。③没有给出通过实验识别结合部２个重要表征
参数（分形维数、分形粗糙度）的方法。

本文修正文献［１］的 ３个缺陷，编写求解域扩
展系数的通用 Ｍａｔｌａｂ程序，给出识别结合部 ２个重
要表征参数的方法，推导结合部切向接触刚度的解

析解，对文献［１］中的结合部法向接触刚度、本文切



向接触刚度的理论解进行有效性验证。

１　结合部法向刚度相关公式的修正

文献［１］中的结合部法向接触刚度相关公式有
４处不合理，分别如下。

文献［１］中的轮廓标准差应为［２］

σ２＝∫
ωｈ

ωｌ

Ｐ（ω）ｄω＝Ｇ
２（Ｄ－１）
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１
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（Ｌ４－２Ｄ－ω２Ｄ－４ｈ ） （１）

文献［１］中的无量纲系数应为［３］

ｂ＝９π
２

４
（２）

文献［１］中的结合部法向总载荷应为
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文献［１］中的结合部无量纲法向总载荷应为
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７
４π－

３
４Ｇ

１
２（ｌｎγ）

１
２ψ

１ (１６
Ａｒ )３

３
４
·

(ｌｎ Ａｒ

３ψ
１
４ａ

)
ｃ

＋６Ｋφψ
１ (１６
Ａｒ )３

３
４
ａ

１
４

ｃ （４）

２　域扩展系数的 Ｍａｔｌａｂ求解和结合部切向
刚度

　　域扩展系数与 Ｄ之间的超越方程［１］
为

ψ１－０５Ｄ－（１＋ψ－０５Ｄ）
Ｄ－２
Ｄ ＝２－Ｄ

Ｄ
（５）

文献［１，４］均只提到使用二分法可求解的方
程（５），但二分法的计算相当麻烦［５］

。文献［４］虽直
接给出 Ｄ为１～２、步长００１时，对应的１０１个ψ，但
高端数控机床结合部的高精度建模对 Ｄ的小数点后
几位数提出更高的要求，因而文献［４］提供的１０１个离
散数据不能满足工程实际需要。

为解决上述问题，如在 ＭａｔｌａｂＲ２００９ｂ语言
ＣｏｍｍａｎｄＷｉｎｄｏｗ窗口的指令行输入一行代码（在
ＦｉｌｅＰｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓＣｏｍｍａｎｄ Ｗｉｎｄｏｗ Ｐｒｅｆｅｒｅｎｃｅｓ
Ｎｕｍｅｒｉｃｆｏｒｍａｔ中选择 ｌｏｎｇ，在 Ｎｕｍｅｒｉｃｄｉｓｐｌａｙ中选
择 ｌｏｏｓｅ）

ｅｖａｌ（ｓｏｌｖｅ（‘ｐｈｉ^（１－０５１２７）－（１＋ｐｈｉ^

（－０５１２７））^（（１２７－２）／１２７）＝（２－１２７）／
１２７’））

按回车键，可求得当 Ｄ＝１２７时，对应的 ψ为
２２１６８１７０７９１９８０５５，此值与文献 ［４］提供的
２２１６８吻合。

两个球体单峰１、２之间互相作用的切向接触刚
度

［６］
为

ｋｔ＝
８

槡π

３

１－
Ｑ

槡 ｆＰ 槡
Ｇ′ａ （６）

式中　Ｑ———单峰承受的切向载荷
ｆ———结合部的摩擦因数
Ｐ———单峰承受的法向载荷
Ｇ′———两接触粗糙表面复合切变模量
ａ———接触点的实际接触面积

１
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＝
２－μ１
Ｇ１

＋
２－μ２
Ｇ２

（７）

值得注意的是，式（７）不同于文献［７］中的公式。
将 ａ与截面积 ａ′之间的关系

ａ＝ａ′
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代入式（６）得
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８
２槡π
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实际接触面积与名义载荷近似呈正比
［６］
，即
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Ｑ
ａ
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Ａｒ
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式中　Ｑ———结合部切向总载荷
Ａｒ———结合部真实接触面积

由式（１０）、式（１１）可得
Ｑ
Ｐ
＝Ｑ
Ｐ
＝β （１２）

将式（１２）代入式（９）得

ｋｔ＝
８
２槡π

３

１－β
槡 ｆ 槡Ｇ′ａ′ （１３）

值得一提的是，式（１３）与文献［８～９］的计算式也不同。
微接触截面积分布函数为

ｎ（ａ′）＝０５Ｄψ１－０５Ｄａ′ｌ
０５Ｄａ′－１－０５Ｄ　（０＜ａ′≤ａ′ｌ）

（１４）
机械结合部的切向总刚度可以表示为
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将式（１４）代入式（１５）得

Ｋｔ＝

槡４ ２Ｄψ
１－０５Ｄ

槡π（１－Ｄ）

３

１－β
槡 ｆ

Ｇ′ａ′ｌ
０５Ｄ
·

　　（ａ′ｌ
０５－０５Ｄ－ａ′ｃ

０５－０５Ｄ
）　（１＜Ｄ≤２）

槡 槡２＋ １０

槡π

３

１－β
槡 ｆ

Ｇ′ａ′槡ｌｌｎ
ａ′ｌ
ａ′ｃ
　（Ｄ＝１











 ）

（１６）
最大微接触截面积 ａ′ｌ和最大接触点的实际接

触面积 ａｌ之间的关系、ａ′ｃ和 ａｃ之间的关系分别为
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将式（１７）、式（１８）代入式（１６）得
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由式（１７）得
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式中　Ａａ———结合部表观接触面积
将式（２０）代入式（１９），可得式（１９）的无量纲形

式为

Ｋｔ ＝

８Ｄψ１＋０２５Ｄ
２－Ｄ

槡π（１－Ｄ）

３

１－β
槡 (ｆ ２－Ｄ

Ｄ
Ａ )ｒ

０５Ｄ

·

[ (　　 ２－Ｄ
Ｄ ψ

０５Ｄ－１Ａ )ｒ

０５－０５Ｄ

－ａ０５－０５Ｄ ]ｃ

　　（１＜Ｄ≤２）

槡２＋２５

槡π

３

１－β
槡 ｆ

槡５－１
２
Ａ

槡 ｒｌｎ
（槡５－１）Ａ


ｒ

２ａｃ
　（Ｄ＝１















 ）

（２１）

ａｃ ＝
ａｃ
Ａａ
＝ [１２ ２９－２Ｄ

９π３－Ｄ
Ｇ２Ｄ (－２ Ｅ )Ｈ

２

ｌｎ ]γ
１
Ｄ－１

（２２）

其中 Ｋｔ ＝
Ｋｔ

Ｇ′ Ａ槡 ａ
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　Ｇ ＝ Ｇ
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３　分形参数的识别方法

粗糙表面１、２的连续功率谱密度函数分别为

Ｐ１（ω）＝
Ｇ２Ｄ１－２１

２ｌｎγ１
ω２Ｄ１－５ （２３）

Ｐ２（ω）＝
Ｇ２Ｄ２－２２

２ｌｎγ２
ω２Ｄ２－５ （２４）

式中　Ｇｉ———表面 ｉ的分形粗糙度，ｉ＝１，２
Ｄｉ———表面 ｉ的分形维数，ｉ＝１，２

在法、切向载荷作用下，两个粗糙表面１、２组成
一个结合部，该结合部的连续功率谱密度函数

［１０］
为

Ｐ（ω）＝Ｐ１（ω）＋Ｐ２（ω）＝
Ｇ２Ｄ－２

２ｌｎγ
ω２Ｄ－５ （２５）

式中　Ｇ———结合部的分形粗糙度
Ｄ———结合部的分形维数
ω———空间频率

不失一般性，设Ｄ１＜Ｄ２。当Ｇ１＝Ｇ２＝３×１０
－１０ｍ、

γ１＝γ２＝１５时，粗糙表面 １、２和结合部的连续功
率谱密度函数如图１所示。

图 １　３种连续功率谱密度函数

Ｆｉｇ．１　ＴｈｒｅｅｋｉｎｄｓｏｆｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＰＳＤｆｕｎｃｔｉｏｎｓ
　
令 Ｐ１（ω）＝Ｐ２（ω） （２６）
由图１和式（２６），可解得唯一解为

ω＝ω （２７）
由式（２７）可得两个粗糙表面 １、２组成一个结

合部的分形维数、分形粗糙度
［１１］
分别为

Ｐ（ω）≈Ｐ１（ω）≥Ｐ２（ω）　（Ｄ＝Ｄ１；Ｇ＝Ｇ１；ω≤ω
）

（２８）
Ｐ（ω）≈Ｐ２（ω）＞Ｐ１（ω）　（Ｄ＝Ｄ２；Ｇ＝Ｇ２；ω＞ω

）

（２９）
由式（２５）可得直线方程
ｌｇＰ（ω）＝（２Ｄ－５）ｌｇω＋（２Ｄ－２）ｌｇＧ－

ｌｇ（２ｌｎγ） （３０）
令 ２Ｄ－５＝ｋ （３１）

ｌｇＧ＝－ｇ （３２）
将式（３１）、式（３２）代入式（３０）得
ｌｇＰ（ω）＝ｋｌｇω－（２Ｄ－２）ｇ－ｌｇ（２ｌｎγ） （３３）
令 －（２Ｄ－２）ｇ－ｌｇ（２ｌｎγ）＝ｂ （３４）
将式（３４）代入式（３３）得

ｌｇＰ（ω）＝ｋｌｇω＋ｂ （３５）
直线方程（３５）如图２所示。

根据式（３１），Ｄ由 ｋ决定。根据式（３４），ｇ由
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图 ２　结合部的常用对数连续功率谱密度函数

Ｆｉｇ．２　ＬｏｇａｒｉｔｈｍｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓＰＳＤｆｕｎｃｔｉｏｎｏｆｊｏｉｎｔｉｎｔｅｒｆａｃｅ
　
ｂ、Ｄ决定，因为 Ｄ由 ｋ决定，所以 ｇ由 ｂ、ｋ决定。根
据式（３２），Ｇ由 ｇ决定，故 Ｇ由 ｂ、ｋ决定。

４　法切向刚度理论解的实验验证

４１　测试试件的设计
根据 ＸＨＫ５１４０型机床横梁 立柱结合部的结构

及几何尺寸，设计如图３所示含结合部的结构，两个
Ｍ１２内六角头螺栓将测试试件１、２连接。

图 ３　哑铃状测试试件

Ｆｉｇ．３　Ｄｕｍｂｂｅｌｌｔｅｓｔｓｐｅｃｉｍｅｎ
　

４２　动力学实验装置
动力学测试设备为比利时 ＬＭＳＴｅｓｔＬａｂＲｅｖ

１０Ｂ型机械振动测试分析仪，实验目的是在自由 自

由条件下将实验结果与有限元模型进行比较，要求

支撑柔软，连接点的运动幅度要小，选运动幅度最小

的点作为支撑点，唯一激振点选择上试件 ４个角点
中的任一个，用力锤沿两螺栓孔中心连线的方向（ｙ
轴）从右向左激振，或从上向下（ｚ轴）激振，每次有
效激振５次，取平均值，拾激振点为如图 ４所示的
７２个节点，每次使用７个３向加速度传感器。

４３　分形参数实验识别及法切向刚度的计算

本文的结合部以空气为介质，采用三峡大学机

械与材料学院的 Ｐｈｏｅｎｉｘ４０００型研磨抛光机磨削方
式加工、ＣＨ３ＣＯＣＨ３清洗两接触表面并吹干。试件
的参数见表 １。本文采用异种配对表面，不同于文
献［１２］的同种配对表面。

图 ４　７２个拾激振节点

Ｆｉｇ．４　７２ｎｏｄｅｓｏｆｐｉｃｋｉｎｇｖｉｂｒａｔｉｏｎ
　

表 １　两金属表面参数

Ｔａｂ．１　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｔｗｏｍｅｔａｌｌｉｃｓｕｒｆａｃｅｓ

参数
数值

ＨＴ２５０表面１ ４５号钢表面２

Ｅ／ＧＰａ １１６ ２０５

μ ０２７ ０３

ρ／ｋｇ·ｍ－３ ７３４０ ７８３３

σ／μｍ ０６２６ ０６３４

Ｙ／ＭＰａ ２４０ ３５３

Ｈ／ＭＰａ ７００ ５００

ｆ ０３ ０３

γ １５ １５

　　采用英国 Ｔａｙｌｏｒ Ｈｏｂｓｏｎ公司的 Ｔａｌｙｓｕｒｆ５
１２０型表面轮廓仪，放大倍率为 １０００，采样长度为
１５ｍｍ，采样间距为 １μｍ，采样段数为 ５，最小二乘
滤波，离散化采样点数为１５０００。

设采样长度 Ｔ＝１５ｍｍ；频率间隔为 Δｆ＝１／Ｔ；
采样表面轮廓高度的离散数据点数 ｌ为 １５０００；采
样间隔 Δｘ为 １μｍ；空间采样点数为 Ｎｓ＝Ｔ／Δｘ＝

１５０００，取 Ｎｓ＝２
１４＞ｌ；采样频率为 ｆｓ＝１／Δｘ；最高频

率为 ｆｍａｘ，本文取 ｆｍａｘ＝ｆｓ／２；设定频率变化范围为
ｆ＝ｆｍａｘ（０：Ｎｓ／２－１）／Ｎｓ；对表面轮廓信号的表达式
ｚ（ｘ）进行补零的傅里叶变换，将 ｚ（ｘ）的尾部补零
使 ｚ（ｘ）的长度达到 Ｎｓ，可得补零的傅里叶变换
Ｙ＝ＦＦＴ（ｚ，Ｎｓ）；根据 Ｙ得到功率谱密度函数

Ｐ（ω）＝｜Ｙ｜２／Ｎｓ；对实测数据（ｌｇω，ｌｇＰ（ω））进行
最小二乘法的 １次多项式拟合，可得常用对数功
率谱密度函数（图 ２）。
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　　工件磨削时的情况见表 ２，不均匀刻度功率谱
法运用的是国际单位，采用的符号是斜率 ｋ１、纵截
距 ｂ１、分形粗糙度的指数 ｇ１、分形维数 Ｄ１、分形粗糙
度 Ｇ１；均匀刻度功率谱法以长度单位 μｍ为出发
点，运用的符号是 ｋ２、ｂ２、ｇ２、Ｄ２、Ｇ２。这两种方法识
　　

别的５个参数分别为 ｋ１＝－２１５１９，ｂ１＝－７９８７８，

Ｄ１＝１４２４１，ｇ１＝９５２５５，Ｇ１＝２９８２０×１０
－１０ｍ；

ｋ２＝－２１５１９，ｂ２ ＝－２８９９０，Ｄ２ ＝１４２４１，ｇ２ ＝

３５２５５，Ｇ２＝２９８２０×１０
－１０ｍ。故结合部的２个重

要表征参数为 Ｄ＝１４２４１，Ｇ＝２９８２０×１０－１０ｍ。

表 ２　工件磨削时的分析结果

Ｔａｂ．２　Ａｎａｌｙｚｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓｏｆｇｒｉｎｄｉｎｇｔｅｓｔｓｐｅｃｉｍｅｎ

结果 不均匀刻度功率谱法 均匀刻度功率谱法

原始轮廓

滤波轮廓

实测与拟合 ＰＳＤ

　　将 Ｄ＝１４２４１代入式（５）并编写 Ｍａｔｌａｂ程序，
得 ψ＝２０６３３５４８６０５０８６９０。

在每个螺栓均承受拧紧力矩 Ｔ＝３０Ｎ·ｍ时，将
表１的数据和 Ｄ＝１４２４１，Ｇ＝２９８２０×１０－１０ｍ，
ψ＝２０６３３５４８６０５０８６９０代入文献［１］的有关公
式、式（２１），可得结合部的法、切向接触刚度分别为
Ｋｎ＝１４７２×１０

１０Ｎ／ｍ，Ｋｔ＝２１２８×１０
９Ｎ／ｍ。

在每个螺栓均承受拧紧力矩 ６０Ｎ·ｍ时，同理
得 Ｋｎ＝３５２８×１０

１０Ｎ／ｍ，Ｋｔ＝２５０８×１０
９Ｎ／ｍ。

在每个螺栓均承受拧紧力矩 ９０Ｎ·ｍ时，同理
得 Ｋｎ＝１１８８×１０

１１Ｎ／ｍ，Ｋｔ＝２７６４×１０
９Ｎ／ｍ。

４４　理论模态与实验模态的比较
通过法、切向刚度解析解与有限元分析相结合的

手段，建立机械结构有限元分析模型
［１３］
。采用

ＭＳＣＦＥＡ２００５ｒ２有限元软件，在每个螺栓均承受拧紧
力矩３０Ｎ·ｍ工况下，两种模型识别振型与实验识别
振型的比较见表３，其中实验、刚性连接模型、本文模
型的前６阶振型均分别为绕 ｚ轴旋转、绕 ｙ轴旋转、
绕 ｘ轴旋转、沿 ｘ轴平动、沿 ｙ轴平动、沿 ｚ轴平动。
在拧紧力矩３０Ｎ·ｍ工况下，试件的实验频率响应函
数如图５所示。在每个螺栓均分别承受拧紧力矩３０、
６０、９０Ｎ·ｍ工况下，两种模型识别固有频率与实验固
有频率的比较如表４所示。在拧紧力矩９０Ｎ·ｍ工况
下，刚性连接模型前６阶固有频率皆大于实验前６阶
固有频率，其相对误差在１７５％ ～２３５％之间。本文
模型的相对误差在 －１６８％ ～１６８％之间。
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表 ３　两种模型振型与实验振型的比较

Ｔａｂ．３　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓ’ｖｉｂｒａｔｉｏｎｓｈａｐｅｓｗｉｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ

阶号 实验振型 刚性连接模型振型 本文模型振型

１

２

３

４
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续表 ３

阶号 实验振型 刚性连接模型振型 本文模型振型

５

６

表 ４　两种模型固有频率与实验固有频率的比较

Ｔａｂ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｗｏｍｏｄｅｌｓ’ｎａｔｕｒａｌｆｒｅｑｕｅｎｃｉｅｓｗｉｔｈｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌｒｅｓｕｌｔｓ

拧紧力矩 Ｔ／Ｎ·ｍ 各种方法结果 ｆ１ ｆ２ ｆ３ ｆ４ ｆ５ ｆ６

实验固有频率／Ｈｚ ５３０９４０３ ７２９２０６５ １０４５３１７３ ２３１７６１９０ ２３６６４１６４ ２８９８１７５８
３０ 本文固有频率／Ｈｚ ５７１６９ ６４３５７ １０６３００ ２１３９９０ ２３６０１０ ３２３８２０

相对误差／％ ７６７５０ －１１７４３８ １６９１６ －７６６８２ －０２６６９ １１７３２４
实验固有频率／Ｈｚ ５４２２８１３ ７８１８０３５ １０７２３０５８ ２３２８０３８９ ２４０７１４６６ ２９８４３３８６

６０ 本文固有频率／Ｈｚ ５７８９６ ６６５７１ １０９７００ ２１７０６０ ２４３３９０ ３４２７４０
相对误差／％ ６７６３８ －１４８４９４ ２３０２９ －６７６２７ １１１１４ １４８４６２
实验固有频率／Ｈｚ ５４８９７２５ ８１４６３２４ １０８３１５０９ ２３３０８２０７ ２４２５８１９６ ３０２１６７０８
刚性固有频率／Ｈｚ ６６００１ ９５９０２ １３２６２０ ２７３８００ ２９９４９０ ３６４１５０

９０ 本文固有频率／Ｈｚ ５８２８７ ６７７７５ １１１５４０ ２１８７００ ２４７４９０ ３５２９４０
刚性连接误差／％ ２０２２６４ １７７２４３ ２２４３９１ １７４６９４ ２３４５９３ ２０５１２８
相对误差／％ ６１７４７ －１６８０３０ ２９７７３ －６１７０４ ２０２３３ １６８０２９

图 ５　试件的实验频率响应函数

Ｆｉｇ．５　ＥｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌＦＲＦｏｆｔｅｓｔｓｐｅｃｉｍｅｎ

５　结束语

本文的相对误差比文献［１２］大，因为结合部弹
簧模型的各弹簧相互独立，无法模拟它们之间的相

互作用，即忽略各粘弹性单元之间及粘弹性单元的

坐标之间的耦合关系，而结合部的法、切向特性相互

影响，模态包含振型、有阻尼固有频率、阻尼比，本文

未计及阻尼，而文献［１２］考虑了阻尼。若要减小相
对误差，可引进虚材料

［１４］
和较完整的赫兹接触理

论
［１５～１６］

研究结合部。
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