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齿轮结合面切向接触刚度分形计算模型研究

陈　奇　赵　韩　黄　康
（合肥工业大学机械与汽车工程学院，合肥 ２３０００９）

　　【摘要】　在机械结合面切向接触刚度分形模型的基础上，结合两圆柱体接触强度分形模型，建立了齿轮结合

面的切向接触刚度分形计算模型。该模型综合考虑齿轮接触面的微观特性和宏观特性，其计算结果与测量仪器的

分辨率无关，具有尺度独立性。仿真结果显示：齿轮结合面的切向接触刚度与分形维数、材料的特性参数、齿轮的

齿数成正比，与粗糙度幅值成反比。
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　　引言

切向接触刚度对接触体动力学性能有重要影

响。张学良提出了基于分形理论的结合面切向接触

刚度模型的计算方法
［１～３］

，该方法不同于以前仅考

虑接触体的宏观特性计算公式，而从接触体的微观

形态上考虑切向刚度的计算，用此方法建立的切向

刚度模型与接触表面的分形维数、粗糙度幅值和材

料特性等参数有关。该计算模型最大的优点是具有

尺度独立性，即计算结果与接触体的取样长度和测

量仪器的分辨率无关，因此提高了切向接触刚度的

计算准确度和效率。

上述模型主要是用来计算球体和平面接触时的

切向接触刚度计算，而对于两曲面接触形式的接触

刚度计算不能直接应用。主要由于其使用了接触体

的法向载荷和接触面积的分形模型公式。根据研究

发现
［４］
，不同曲面接触时，接触体的法向载荷与接

触面积的关系不同。

本文在现有切向接触刚度模型公式的基础上，

结合作者前期研究成果，研究两圆柱体结合面的切

向接触刚度分形模型，并应用到齿轮结合面的切向

接触刚度计算。

１　齿轮结合面切向接触刚度分形模型的建立

１．１　结合面切向接触刚度模型

结合面切向接触刚度模型公式
［１～３］

为
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式中　Ｋｔ———无量纲切向接触刚度
Ｄ———结合面的分形维数
ν———材料的泊松比 Ｔｍ———总切向载荷，Ｎ

Ａｒ———结合面间的无量纲真实接触面积
Ｐ———总法向载荷，Ｎ
μ———接触面的摩擦因数
ａｃ———无量纲结合面间的临界接触面积

由该模型可知
［１］
，结合面的切向接触刚度与总

法向载荷 Ｐ、分形维数 Ｄ成正比，与参数 ｈ成反比，
其中，ｈ＝Ｔｍ／Ｐ。
１．２　齿轮表面接触承载能力的分形模型

因式（１）与结合面间的 Ａｒ 有直接关系，而 Ｐ与

Ａｒ 也满足一定公式
［５～８］

，但对于不同形状的接触

体，Ｐ与 Ａｒ 的关系不同，在前期研究成果基础

上
［４］
，经推导得到齿轮接触时的 Ｐ与 Ａｒ 满足如下

关系：设 ａｃ为单个微凸体由弹性变形变化到塑性变
形的临界接触面积，ａｌ为最大接触点面积。齿轮接
触面接触力与接触面积关系分为下述两种情况：

（１）当 Ｄ≠１５时
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式中　Ｐｍ———无量纲总法向载荷
Ａａ———名义接触面积，由谱特性参数 ωｌ确定
λ０Ｇ———齿轮表面接触系数
Ｃ２———常数，Ｃ２＝０５

ｘ———综合曲率系数 Ｅ———弹性模量，Ｎ／ｍｍ２

Ｒ１、Ｒ２———两齿轮接触处的曲率半径，ｍｍ
（“＋”为外接触，“－”为内接触）

当 Ｄ≠１５时，两齿面轮廓接触时的名义载荷
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其中 Ａｒ ＝Ａｒ／Ａａ
式中　Ａｒ———两齿面间的总真实接触面积和

［９］

Ｇ———无量纲粗糙度幅值
———齿轮材料的特性参数
Ｋ———齿轮硬度 Ｈ与屈服强度 σｙ的相关系

数，Ｈ＝Ｋσｙ

ｇ１（Ｄ）、ｇ２（Ｄ）为与分形维数有关的常数
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当 Ｄ＝１５时，两齿面轮廓接触时的名义载荷
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式（２）～（６）即齿轮表面接触承载能力的分形
模型。

１．３　齿轮结合面的切向刚度模型建立

由式（２）～（６）建立了 Ｐｍ －Ａ

ｒ 之间的关系，再

结合式（１）即建立了 Ｋｔ －Ｐ

ｍ －Ａ


ｒ 之间的关系，即

建立齿轮结合面的切向接触刚度分形模型。

２　分形模型仿真与分析

通过 Ｍａｔｌａｂ编程，建立无量纲切向接触刚度
Ｋｔ 与无量纲总法向载荷 Ｐ


ｍ 之间的关系，并研究在

不同分形维数 Ｄ、无量纲粗糙度幅值 Ｇ、材料的特
性参数 、齿轮齿数 Ｚ及啮合形式对切向刚度的影
响。

２．１　分形维数Ｄ对无量纲切向接触刚度Ｋｔ 的影响

图 １　分形维数对切向接触刚度的影响

Ｆｉｇ．１　ＴａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙＤ

（Ｒ１＝１００，Ｒ２＝６０，Ｇ ＝１０
－１０，＝２６７×１０－３，

ν＝０３，ｈ＝００２，μ＝０２）

由图１可知，随着 Ｄ增加，切向接触刚度增大。
磨削表面分形维数与 Ｒａ的关系近似换算式为

Ｄ＝１５２８／Ｒ００４２ａ （７）
式中　Ｒａ———粗糙度，μｍ

因此减小粗糙度，提高齿轮表面质量可增加分

形维数，从而提高切向接触刚度。
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２２　无量纲粗糙度幅值 Ｇ对无量纲切向接触刚度
Ｋｔ 的影响
由图２可得，随着 Ｇ的减小，切向接触刚度增

加。Ｇ减小，即减小齿面粗糙度，因此提高齿轮表
面质量，可提高切向接触刚度。此结论与 ２１节所
得结论一致。

图 ２　无量纲粗糙度幅值对切向接触刚度的影响

Ｆｉｇ．２　ＴａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙＧ

（Ｒ１＝１００，Ｒ２＝６０，Ｄ＝１５４，＝２６７×１０
－３，

ν＝０３，ｈ＝００２，μ＝０２）
　
２３　参数 对无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 的影响

由图３可得：随着材料特性参数 增加，切向
接触刚度增大。研究表明

［１０］
：材料的特性参数与接

触体的较软材料的屈服强度成正比，因此提高接触

齿轮较软一方的屈服强度，可提高齿轮结合面间的

切向接触刚度。

图 ３　材料特性参数对切向接触刚度的影响
Ｆｉｇ．３　Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙ

（Ｒ１＝１００，Ｒ２＝６０，Ｄ＝１５４，Ｇ ＝１０
－１０，

ν＝０３，ｈ＝００２，μ＝０２）
　

２４　齿数 Ｚ对无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 的影响
取三对渐开线齿轮啮合对，齿数分别为 ２５和

８３、４０与８３、８３和８３。各啮合对齿轮其余参数均相
同。利用上述模型可得到无量纲切向接触刚度与无

量纲总法向载荷之间关系如图４所示。
由图４可得，不论是外啮合还是内啮合，当大齿

轮的齿数 Ｚ２不变时，随着小齿轮齿数 Ｚ１的增加，即
齿轮尺寸的增加，切向接触刚度增大。

２５　啮合形式对无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 的影响

由图５可得，当其余条件都相同时，内啮合时齿
轮切向接触刚度大于外啮合时齿轮切向接触刚度。

图 ４　齿数对切向接触刚度的影响
Ｆｉｇ．４　ＴａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄｂｙＺ
（Ｒ１＝１００，Ｄ＝１５４，Ｇ ＝１０

－１０，＝２６７×１０－３，

ν＝０３，ｈ＝００２，μ＝０２）

（ａ）外啮合　（ｂ）内啮合
　

图 ５　啮合形式对切向接触刚度的影响
Ｆｉｇ．５　Ｔａｎｇｅｎｔｉａｌｃｏｎｔａｃｔｓｔｉｆｆｎｅｓｓｉｎｆｌｕｅｎｃｅｄ

ｂｙｃｏｎｔａｃｔｔｙｐｅ
（Ｄ＝１１，Ｇ ＝１０－１０，＝２６７×１０－３，

ν＝０３，ｈ＝００２，μ＝０２）
　

３　结论

（１）在机械结合面切向接触刚度分形模型的基
础上，结合前期研究成果，建立了齿轮结合面的切向

接触刚度计算分形模型。该模型综合考虑齿轮接触

面的微观特性（分形维数 Ｄ、无量纲粗糙度幅值 Ｇ、
材料的特性参数 等参数）和宏观特性（齿轮的尺
寸及齿数、啮合形式），且该模型的计算结果与测量

仪器的分辨率无关，具有尺度独立性。

（２）齿轮结合面的切向接触刚度与分形维数
Ｄ、材料的特性参数 、齿轮的齿数 Ｚ成正比，而与
无量纲粗糙度幅值 Ｇ成反比。

（３）内啮合时比外啮合时齿轮切向接触刚度
大。
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