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基于自适应步长 ＲＲＴ的双机器人协同路径规划

李　洋　徐　达　周　诚
（陆军装甲兵学院兵器与控制系，北京 １０００７２）

摘要：针对快速随机扩展树（Ｒａｐｉｄｌｙｅｘｐｌｏｒｉｎｇｒａｎｄｏｍｔｒｅｅ，ＲＲＴ）方法的步长确定过分依赖于程序调试，需耗费大量

时间，且固定步长存在碰撞检测失效问题，提出了自适应步长 ＲＲＴ方法。通过建立构型空间与工作空间的范数相

容不等式，把工作空间中产生的步长约束在允许范围内，进而实现有效的碰撞检测；提出了随机树被动生长方法，

实现了双机器人在各自构型空间中的协同路径规划。仿真对比结果表明，采用自适应步长 ＲＲＴ方法进行双机器人

路径规划时，随机树的每一次生长所产生的位移不超过设定值，保证了碰撞检测的有效性，相比传统的固定步长

ＲＲＴ，自适应步长 ＲＲＴ方法无需多次调试就能确定步长，提高了机器人的路径规划速度。
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０　引言

ＲＲＴ作为具有概率完备性的规划方法［１－４］
广泛

应用于机器人的路径规划。该方法省略了在 Ｃ
ｓｐａｃｅ（构型空间）中建立障碍物模型的过程，只需在
节点处进行碰撞检测，其运行速度快，对于高维空间



的路径规划优势更加明显。目前，国内外学者针对

ＲＲＴ提出了多种改进方法，ＬＩＮ等［５］
提出了一种自

适应步长 ＲＲＴ，该方法可根据障碍物自动调整随机
树的生长方向，可快速生成避障路径。ＷＡＮＧ等［６］

提出了变步长 ＲＲＴ方法，在随机树的生长过程中，
加入了贪婪思想，使随机树以固定步长增量尽可能

生长，加快了 ＲＲＴ算法的收敛速度，但无法控制在
Ｗ ｓｐａｃｅ（工作空间）中的步长大小。文献［７－１０］
提出了自适应维度 ＲＲＴ，通过降低 Ｃ ｓｐａｃｅ的局部
维度，提高算法的运行速度，但该方法没有考虑节点

之间的碰撞问题，无法保证碰撞检测的有效性。刘

成菊等
［１１］
将势函数引入到 ＲＲＴ算法中，减少了

ＲＲＴ算法的随机性，在局部搜索过程中具有良好的
避障效果。

目前，ＲＲＴ及其改进方法的相关研究主要集中
在移动机器人的路径规划，在双机器人的协同路径

规划方面，ＲＲＴ相关应用较少。对于高维空间的运
动规划，ＲＲＴ方法虽然省去了在 Ｃ ｓｐａｃｅ中建立障
碍物模型的过程，但只在节点处进行碰撞检测难以

保证其有效性
［１２－１５］

；利用 ＲＲＴ进行双机器人协同
路径规划时，在每个节点处两个机器人末端执行器

的相对位置必须保持固定
［１６－１７］

，而双机器人的随机

树却在各自的 Ｃ ｓｐａｃｅ中随机生长，若要保持双机
器人之间的协调，需在不同的 Ｃ ｓｐａｃｅ中对机器人
随机树的生长进行协调控制。

本文提出一种自适应步长 ＲＲＴ方法，通过构建
Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ中步长的范数不等式，把随机
树每一次生长产生的位移约束在给定范围内，确保

碰撞检测的有效性，通过被动生长算法控制两个机

器人随机树的协调生长，完成双机器人在 Ｗ ｓｐａｃｅ
中的协调运动，以实现双机器人协同路径规划。

１　双机器人运动学模型建立与求解

１１　双机器人旋量模型
建立的双机器人模型如图 １所示，双机器人系

统由机器人 Ｒ１、Ｒ２组成，其基座坐标系分别为 Ｓ１和
Ｓ２，取 Ｓ１为惯性坐标系，Ｓ２在惯性坐标系下的描述为

１Ｓ２＝Ｒｚ（π）Ｔｘ（ｌｘ）Ｔｙ（ｌｙ）Ｓ２ （１）

其中 Ｒｚ（π）＝

－１ ０ ０ ０
０ －１ ０ ０
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

Ｔｘ（ｌｘ）＝

１ ０ ｌｘ ０

０ １ ０ ０
０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

　Ｔｙ（ｌｙ）＝

１ ０ ０ ０
０ １ ｌｙ ０

０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

图 １　双机器人模型

Ｆｉｇ．１　Ｍｏｄｅｌｓｏｆｄｕａｌｒｏｂｏｔ
　
通过

１Ｓ２可以将机器人 Ｒ１和 Ｒ２的运动学统
一在惯性坐标系 Ｓ１中表达，故只需在机器人 Ｒ１、
Ｒ２各自的基座坐标系下建立运动学模型即可。建
立机器人 Ｒ１的运动旋量模型，如图 ２所示，Ｒ１的
惯性坐标系 Ｓ与基座坐标系重合，Ｔ为工具坐标
系，关节 １和 ５绕 ｚ轴方向旋转，其余关节绕 ｙ轴
方向旋转，ｒｉ为各关节轴线所在位置，建立关节的
运动旋量坐标

ξ１＝［０ ０ １ ０ ０ ０］

ξ２＝［０ １ ０ －ｌ１ ０ ０］

ξ３＝［０ １ ０ －（ｌ１＋ｌ２） ０ ０］

ξ４＝［０ １ ０ －（ｌ１＋ｌ２＋ｌ３） ０ ０］

ξ５＝［０ ０ １ －ｌ５ ０ ０］

ξ６＝［０ １ ０ －（ｌ１＋ｌ２＋ｌ３＋ｌ４） ０ ０

















］

（２）

图 ２　机器人 Ｒ１的运动旋量模型

Ｆｉｇ．２　ＴｗｉｓｔｍｏｄｅｌｏｆｒｏｂｏｔＲ１
　
将关节的旋量坐标映射为指数形式
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ｅξ１θ１＝

ｃｏｓθ１ ｓｉｎθ１ ０ ０

ｓｉｎθ１ －ｃｏｓθ１ ０ ０

０ ０ １ ０













０ ０ ０ １

ｅξ２θ２＝

ｃｏｓθ２ ０ ｓｉｎθ２ －ｌ１ｓｉｎθ２
０ １ ０ ０

－ｓｉｎθ２ ０ ｃｏｓθ２ ｌ１（１－ｃｏｓθ２）













０ ０ ０ １

ｅξ３θ３＝

ｃｏｓθ３ ０ ｓｉｎθ３ －（ｌ１＋ｌ２）ｓｉｎθ３
０ １ ０ ０

－ｓｉｎθ３ ０ ｃｏｓθ３ （ｌ１＋ｌ２）（１－ｃｏｓθ３）













０ ０ ０ １

ｅξ４θ４＝

ｃｏｓθ４ ０ ｓｉｎθ４ －（ｌ１＋ｌ２＋ｌ３）ｓｉｎθ４
０ １ ０ ０
－ｓｉｎθ４ ０ ｃｏｓθ４ （ｌ１＋ｌ２＋ｌ３）（１－ｃｏｓθ４）













０ ０ ０ １

ｅξ５θ５＝

ｃｏｓθ５ －ｓｉｎθ５ ０ －ｌ５ｓｉｎθ５
ｓｉｎθ５ ｃｏｓθ５ ０ ０

０ ０ １ ｌ５（１－ｃｏｓθ５）













０ ０ ０ １

ｅξ６θ６＝
ｃｏｓθ６ ０ ｓｉｎθ６ －（ｌ１＋ｌ２＋ｌ３＋ｌ４）ｓｉｎθ６
０ １ ０ ０
－ｓｉｎθ６ ０ ｃｏｓθ６ （ｌ１＋ｌ２＋ｌ３＋ｌ４）（１－ｃｏｓθ６）













０ ０ ０ １

１２　正向运动学

根据串联机器人的 ＰＯＥ公式［１８］
，计算 Ｒ１的正

向运动学方程

ｇ１（θ）＝ｅ
ξ^１θ１ｅξ^２θ２…ｅξ^６θ６Ｔ＝

ｒ１１ ｒ１２ ｒ１３ ｐ１
ｒ２１ ｒ２２ ｒ２３ ｐ２
ｒ３１ ｒ３２ ｒ３３ ｐ３













０ ０ ０ １
（３）

其中　ｒ１１＝－ｃ６（ｓ１ｓ５－ｃ１ｃ５ｃ２３４－ｃ１ｓ６ｓ２３４）
ｒ２１＝－ｃ６（ｃ１ｓ５－ｓ１ｃ５ｃ２３４－ｓ１ｓ６ｓ２３４）

ｒ３１＝－ｓ６ｃ２３４－ｃ５ｃ６ｓ２３４
ｒ１２＝－ｃ５ｓ１－ｃ１ｓ５ｃ２３４　ｒ２２＝ｃ１ｃ５－ｓ１ｃ５ｃ２３４
ｒ３２＝ｓ５ｓ２３４　ｒ１３＝ｃ１ｃ６ｓ２３４－ｓ６（ｓ１ｓ５－ｃ１ｃ５ｃ２３４）

ｒ２３＝ｃ６ｓ１ｓ２３４－ｓ６（ｃ１ｓ５＋ｓ１ｃ５ｃ２３４）

ｒ３３＝ｃ６ｃ２３４－ｃ５ｓ６ｓ２３４
ｐ１＝ｌ５ｓ１＋ｌ２ｃ１ｓ２＋ｌ３（ｃ１ｃ２ｃ３＋ｃ１ｓ２ｃ３）＋

ｌ４（ｃ１ｃ２ｃ３ｓ４＋ｃ１ｃ２ｓ３ｃ４＋ｃ１ｓ２ｃ３ｃ４－ｃ１ｓ２ｓ３ｓ４）

ｐ２＝－ｌ５ｃ１＋ｌ２ｓ１ｓ２＋ｌ３（ｓ１ｃ２ｓ３＋ｓ１ｓ２ｃ３）＋

ｌ４（ｓ１ｃ２ｃ３ｓ４＋ｓ１ｃ２ｓ３ｃ４＋ｓ１ｓ２ｃ３ｃ４－ｓ１ｓ２ｓ３ｓ４）

ｐ３＝ｌ１＋ｌ２ｃ２＋ｌ３ｃ２３＋ｌ４ｃ２３４
式中 ｃｉ＝ｃｏｓθｉ，ｓｉ＝ｓｉｎθｉ，ｃｉｊ＝ｃｏｓ（θｉ＋θｊ），ｓｉｊ＝ｓｉｎ（θｉ＋
θｊ），下文同。

为实现双机器人协同路径规划，须将机器人 Ｒ１
和 Ｒ２的正向运动学统一在同一个坐标系下描述，
由于机器人 Ｒ１和 Ｒ２具有相同的结构，所以机器人
Ｒ２的正向运动学 ｇ２（θ）在 Ｓ２中描述与 ｇ１（θ）相同，
通过式（１）可将 ｇ２（θ）在惯性坐标系 Ｓ下表述为

ｇ２（θ）＝
１Ｓ２ｇ１（θ） （４）

１３　逆向运动学
机器人 Ｒ１和 Ｒ２后 ３个关节的轴线不相交于

一点，因此无法求解逆向运动学的解析解
［１９］
。本文

采用 Ｎｅｗｔｏｎ Ｒａｐｈｓｏｎ迭代法［２０］
，首先给出一组估

计解 θ０和误差 Δ，通过多次迭代找到一组接近 θ０且
误差小于 Δ的数值解 θｔ，θ０的选取在下文中会进行
详细的说明。

１４　雅可比矩阵
雅可比矩阵定义了机器人单个关节速度对末端

执行器速度的贡献度，将机器人 Ｃ ｓｐａｃｅ中的关节
速度映射到 Ｗ ｓｐａｃｅ的矩阵函数，是构建 Ｃ ｓｐａｃｅ
和 Ｗ ｓｐａｃｅ中步长关系的关键。机器人 Ｒ１末端
执行器速度与关节速度的映射关系为

Ｖ＝Ｊ（θ）θ′ （５）

其中 Ｊ（θ）＝［ξ′１ ξ′２ ξ′３ ξ′４ ξ′５ ξ′６］ （６）

式中　θ′———关节速度
Ｊ（θ）———雅可比矩阵
ξ′ｉ———当前位型下第 ｉ个关节的运动副旋量

机器人 Ｒ１的６个关节皆为转动副，因此有

ξ′ｉ＝
ω′ｉ
ｒ′ｉ×ω′[ ]

ｉ

　（ｉ＝１，２，…，６） （７）

其中 　ω′ｉ＝ｅ
θ１ω^１ｅθ２ω^２…ｅθｉ－１ω^ｉ－１ωｉ∈Ｒ

３×１

ｒ′ｉ＝ｅ
θ１ξ^１ｅθ２ξ^２…ｅθｉ－１ξ^ｉ－１ｒｉ（０）∈Ｒ

３×１

ω^ｉ＝

０ －ω３ ω２
ω３ ０ －ω１
－ω２ ω１











０

　ξ^ｉ＝
ω^ｉ ｖｉ[ ]０ ０

ω′１＝［０ ０ １］Ｔ　ω′２＝ω′３＝ω′４＝［－ｓ１ ｃ１ １］Ｔ

ω′５＝［－ｓ２３４ ０ ｃ２３４］
Ｔ

ω′６＝［－ｃ５－ｃ２３４ｃ１ｓ５ ｃ１ｃ５－ｃ２３４ｓ１ｃ５ ｓ２３４ｓ５］
Ｔ

ｒ′１×ω′１＝［０ ０ ０］Ｔ

ｒ′２×ω′２＝［－ｌ１ｃ１ －ｌ１ｓ１ ０］Ｔ

ｒ′３×ω′３＝［－ｃ１（ｌ２ｃ２＋ｌ１） －ｓ１（ｌ２ｃ２＋ｌ１） ｓ２ｌ２］
Ｔ

ｒ′４×ω′４＝

－ｃ１（ｌ３ｃ２３＋ｌ２ｃ２＋ｌ１）

－ｓ１（ｌ３ｃ２３＋ｌ２ｃ２＋ｌ１）

ｌ２ｓ２３＋ｌ３ｓ











２
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ｒ′５×ω′５＝［－ｌ５ｃ２３４ｃ１ ｌ１ｓ２３４－ｌ５ｃ２３４ｓ１ ｌ５ｓ２３４ｃ１］
Ｔ

ｒ′６×ω′６＝

ｓ２３４ｓ１ｃ５（ｌ３ｓ２３＋ｌ２ｓ２）－（ｃ１ｃ５－ｃ２３４ｓ１ｓ５）（ｌ４ｃ２３４＋ｌ３ｓ２３＋ｌ２ｃ２＋ｌ１）

－ｓ２３４ｓ５（ｌ２ｃ１ｓ２＋ｌ４（ｃ２３ｓ４＋ｃ２３ｃ４）＋ｌ３（ｃ１ｃ２ｓ３＋ｃ１ｃ３ｓ２））－（ｓ１ｃ５＋ｓ５ｃ１ｃ２３４）（ｌ４ｃ２３４＋ｌ３ｃ２３ｌ２ｃ２＋ｌ１）

（ｃ１ｃ５＋ｓ１ｓ５ｃ２３４）（ｌ２ｃ１ｓ２＋ｌ４（ｃ２３ｓ４＋ｓ２３ｃ４）＋ｌ３（ｃ１ｃ２ｓ３＋ｃ１ｓ２ｃ３）＋ｓ１（ｓ１ｃ５＋ｃ１ｃ５ｃ２３４）（ｌ３ｓ２３＋ｌ２ｓ２











））

２　传统 ＲＲＴ算法

采用固定步长 ＲＲＴ方法对机器人路径进行规
划，需要在 Ｃ ｓｐａｃｅ中确定步长，对于多自由度的
关节型机器人，Ｃ ｓｐａｃｅ通常为６维，因此无法在Ｃ
ｓｐａｃｅ中进行碰撞检测，碰撞检测只能在 Ｗ ｓｐａｃｅ
中的节点处进行，虽然在 Ｃ ｓｐａｃｅ中 ＲＲＴ的步长
为固定的 Δθ，但是通过正向运动学将 Δθ映射到
Ｗ ｓｐａｃｅ中所产生的位移 Δｐ却无法固定。

如图３所示，在 Ｃ ｓｐａｃｅ中随机树以固定步长

Δθ从节点１生长到节点２所引起的位移Δｐ大于障
碍物 Ｗ ｏｂｓ的尺寸，而在 Ｗ ｓｐａｃｅ中节点 １和节
点２并没有与障碍物发生碰撞，ＲＲＴ算法会通过这
次碰撞检测，但在机器人从节点 １向节点 ２运动的
过程中却发生了碰撞，由此可见，利用固定步长

ＲＲＴ方法对多自由度关节型机器人进行路径规划，
无法确保生成一条避障路径。

图 ３　Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ中的步长关系

Ｆｉｇ．３　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｏｆｓｔｅｐｓｉｚｅｉｎＣ ｓｐａｃｅａｎｄＷ ｓｐａｃｅ
　

３　自适应步长 ＲＲＴ

３１　Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ的范数不等式构建
ＲＲＴ方法以固定步长Δθ在Ｃ ｓｐａｃｅ中进行随

机树的生长无法控制在 Ｗ ｓｐａｃｅ中所产生的位移

Δｐ，为了解决这一问题引入算子范数，构建 Ｃ
ｓｐａｃｅ和Ｗ ｓｐａｃｅ中步长的范数不等式，实现在 Ｃ
ｓｐａｃｅ中控制 Ｗ ｓｐａｃｅ中 Δｐ的目的。给定两个向

量范数‖·‖ａ∈Ｒ
ｍ
，‖·‖ｂ∈Ｒ

ｎ
和矩阵 Ａ∈Ｒｍ×ｎ，从

属于两个向量范数的矩阵算子范数为

‖Ａ‖ａ，ｂ＝ｍａｘ
ｘ≠０

‖Ａｘ‖ａ

‖ｘ‖ｂ
（８）

可得到范数不等式

‖Ａｘ‖ａ≤‖Ａ‖ａ，ｂ·‖ｘ‖ｂ （９）

机器人 Ｒ１的 Ｃ ｓｐａｃｅ中步长 Δθ∈Ｒ６，Ｗ
ｓｐａｃｅ中所对应的位移 Δｐ∈Ｒ３，因此只需构造从属
于向量 Δｐ和 Δθ的矩阵算子范数，就可建立
Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ的范数不等式，即构造一个矩
阵 Ａ∈Ｒ３×６，满足 Δｐ＝ＡΔθ即可通过不等式约束

Δｐ的最大值，达到在 Ｃ ｓｐａｃｅ中控制步长的目的。
矩阵 Ａ的构造过程如下：

设机器人末端执行器的位置为 Ｐ，其速度 Ｐ
·

为

Ｐ
·

＝ωｓ×Ｐ＋νｓ （１０）

其中 ωｓ＝［ω′１ ω′２ … ω′６］θ
·

ｉ

νｓ＝［ｒ′１×ω′１ ｒ′２×ω′２ … ｒ′６×ω′６］θ
·

ｉ

根据雅可比矩阵式（１０）可改写为

Ｐ
·

＝∑
６

ｉ＝１
（ω′ｉ×Ｐ＋ν′ｉ）θ

·

ｉ＝

［ω^′１ｐ＋ν′１｜… ｜^ω′６ｐ＋ν′６］Δθ
·

（１１）
式（１１）两边同乘以 Δｔ可得

Δｐ＝∑
６

ｉ＝１
（ω′ｉ×Ｐ＋ν′ｉ）θ

·

ｉ＝

［ω^′１ｐ＋ν′１｜… ｜^ω′６ｐ＋ν′６］Δθ （１２）

令矩阵 Ａ＝［ω^′１ｐ＋ν′１｜… ｜^ω′６ｐ＋ν′６］∈Ｒ
３×６
，可

得到 Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ范数不等式

‖Δｐ‖ｗ≤‖Ａ‖ｗ，ｃ‖Δθ‖ｃ （１３）
式中　‖Δｐ‖ｗ———Ｗ ｓｐａｃｅ中的范数

‖Δθ‖ｃ———Ｃ ｓｐａｃｅ中的范数

取 ｗ＝２，则‖Δｐ‖２＝ Δｐ２ｘ＋Δｐ
２
ｙ＋Δｐ

２

槡 ｚ为 Ｗ
ｓｐａｃｅ中的位移，由于机器人 Ｒ１和 Ｒ２的构型空间
为６维，‖Δθ‖ｃ没有明确的物理意义，为了方便计

算‖Ａ‖ｗ，ｃ，令 ｃ＝１，则‖Ａ‖ｗ，ｃ＝‖Ａ‖２，１。当在

Ｗ ｓｐａｃｅ中给定了步长最大值 Δｐｍａｘ，在 Ｃ ｓｐａｃｅ
中每一个步长 Δθ都会自动调整以满足式（１３），所
引起的位移 Δｐ总是小于 Δｐｍａｘ，实现了在 Ｃ ｓｐａｃｅ
中控制步长的目的。

３２　Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ范数相容不等式改进
在式（１３）中 Δｐ特指双机器人末端执行器的位

１６３第 ３期　　　　　　　　　　　　李洋 等：基于自适应步长 ＲＲＴ的双机器人协同路径规划



移，当在 Ｃ ｓｐａｃｅ中给定一个步长 Δθ机器人发生
位移的最大位置不一定为末端执行器，也有可能发

生在关节处，所以仅对机器人末端执行器的位移进

行约束无法保证碰撞检测的有效性，因此需改进范

数不等式。

选用长方体包围盒对双机器人的连杆进行模型

等效，设第 ｉ个连杆的顶点集合 Ｌｉ＝｛ｐｉ１，ｐｉ２，…，
ｐｉ８｝，ｉ＝１，２，…，６，则产生最大位移的位置必然在集
合 Ｌｉ中，所以有

‖Δｐｍａｘ‖ｗ＝ｍａｘ‖Δｐｉｊ‖ｗ　（Δｐｉｊ∈Ｌｉ） （１４）
将式（１４）代入式（１３）可得
ｍａｘ‖Δｐｉｊ‖ｗ≤ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ‖Δθ‖ｃ （１５）

其中　Ａ＝［［ω′１］ｐｉｊ＋ν′１｜…｜［ω′６］ｐｉｊ＋ν′６］∈Ｒ
２４×６

ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ∈Ｒ
３×６

由此得到改进 Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ范数不等
式为

‖Δｐｉｊ‖ｗ≤ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ‖Δθ‖ｃ （１６）
式中 ｗ、ｃ的取值参考３１节。

通过式（１６）可以控制机器人任意位置由 Δθ所
引起的最大位移 Δｐｉｊ，完成双机器人的全局性避障。
３３　随机树被动生长

为了保持机器人之间的协调，在 Ｗ ｓｐａｃｅ中，
随机树每一个节点的机器人末端执行器相对位置必

须保持不变，因此两个机器人在 Ｗ ｓｐａｃｅ中必须共
享一颗随机树 Ｓ＿ｔｒｅｅ，但是在 Ｃ ｓｐａｃｅ中，机器人
Ｒ１和 Ｒ２的随机树却是各自生长，故 ＲＲＴ算法无法
控制双机器人随机树的生长产生相同的 Ｓ＿ｔｒｅｅ。引
入随机树被动生长方法，使机器人 Ｒ２的随机树跟
随机器人 Ｒ１随机树的生长，在机器人 Ｒ２的随机树
生长的同时，完成对 Ｓ＿ｔｒｅｅ的复制，如图 ４所示，假
设机器人 Ｒ１的随机树为主动生长树Ａ＿ｔｒｅｅ，机器人
Ｒ２的随机树为被动生长树 Ｐ＿ｔｒｅｅ，当 Ａ＿ｔｒｅｅ在 Ｃ
ｓｐａｃｅ中生长出一个新的节点 Ａ＿ｎｏｄｅ时，通过正向
运动学将该节点映射到 Ｗ ｓｐａｃｅ中，完成共享随机
树 Ｓ＿ｔｒｅｅ的生长并产生新的共享节点 Ｓ＿ｎｏｄｅ，而 Ｐ＿
ｔｒｅｅ新节点 Ｐ＿ｎｏｄｅ的正向运动学须满足

ｇ１（Ａ＿ｎｏｄｅ）＝
１Ｓ２ｇ２（Ｐ＿ｎｏｄｅ）＝Ｓ＿ｎｏｄｅ（１７）

因此机器人 Ｒ２随机树 Ｐ＿ｔｒｅｅ只能根据式（１７）
进行生长，通过机器人 Ｒ２的逆向运动学反解出 Ｐ＿
ｎｏｄｅ，为了避免机器人 Ｒ２的关节位移产生跳动，估
计解 θ０应取在 Ｐ＿ｔｒｅｅ中 Ａ＿ｎｏｄｅ的父节点 Ａｎｅａｒ＿
ｎｏｄｅ所对应的节点 Ｐｎｅａｒ＿ｎｏｄｅ。此时 Ｐ＿ｎｏｄｅ为 Ｐ＿
ｔｒｅｅ的新节点，若 Ｐ＿ｎｏｄｅ通过碰撞检测，则把 Ｐ＿
ｎｏｄｅ加入到机器人 Ｒ２随机树 Ｐ＿ｔｒｅｅ中，完成一次
双机器人随机树的生长。

图 ４　随机树被动生长

Ｆｉｇ．４　Ｐａｓｓｉｖｅｇｒｏｗｉｎｇｏｆｒａｎｄｏｍｔｒｅｅ
　
３４　双机器人自适应步长 ＲＲＴ算法

基于３２节所建立的范数不等式和３３节提出
的随机树被动生长方法，建立双机器人自适应步长

ＲＲＴ算法，首先确定机器人在 Ｗ ｓｐａｃｅ中所允许
的最大位移，令 ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ‖Δθ‖ｃ＝Δｐｍａｘ，代入
式（１６）可得
‖Δｐｉｊｍａｘ‖ｗ≤ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ‖Δθ‖ｃ＝Δｐｍａｘ

（１８）
在构型空间中的步长为

‖Δθ‖ｃ＝
‖Δｐｍａｘ‖ｗ

ｍａｘ‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ
（１９）

式中‖Δｐｍａｘ‖ｗ为算法的初始设定值，随机树每一

次生长都会更新‖Ａｉｊ‖ｗ，ｃ，从而使步长 Δθ自动满
足式（１９），此时 Δθ的取值即控制了机器人工作空
间步长 Δｐｉｊｍａｘ又可以保证随机树的生长速率。为了

提高算法的搜索效率，采用双向搜索方法
［２１］
，双机

器人自适应步长 ＲＲＴ算法的伪代码为
Ｆ＿ＪＴｒｅｅ１＝θ１ｉｎｔ，Ｓ＿ＪＴｒｅｅ

１＝θ１ｇｏａｌ，Δｐｍａｘ
Ｆ＿ＪＴｒｅｅ２＝θ２ｉｎｔ，Ｓ＿ＪＴｒｅｅ

２＝θ２ｇｏａｌ
Ｆ＿ＷＴｒｅｅ＝ｐｉｎｔ，Ｓ＿ＷＴｒｅｅ＝ｐｇｏａｌ

Ｗｈｉｌｅｎ＜ｎｍａｘｄｏ

θ１ｒａｎｄ＝ｓａｍｐｌｉｎｇ（）

θ１ｎｅａｒ＝ＧｅｔＮｅａｒｅｓｔＰｏｉｎｔＯｎＴｒｅｅ（Ｆ＿ＪＴｒｅｅ
１
，θ１ｒａｎｄ）

ｄ＝ｇｅｔＤｒｅｃｔｉｏｎ（θ１ｎｅａｒ，θ
１
ｒａｎｄ）

‖Δθ‖ｃ＝Ｓｔｅｐｓｉｚｅ（Δｐｍａｘ，ｄ，θ
１
ｎｅａｒ）

θ１ｎｅｗ＝Ｇｒｏｗ（Ｆ＿Ｔｒｅｅ
１
，θ１ｎｅａｒ，ｄ，‖Δθ‖ｃ）

ｐｎｅｗ＝ＦＫ（θ
１
ｎｅｗ）
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θ２ｎｅｗ＝ＩＫ（ｐｎｅｗ，θ
２
ｉｄｘ）

ｉｆＣｏｌｌｉｓｉｏｎＦｒｅｅＡｎｄＣｈｅｃｋＪｏｉｎｔＬｉｍｉｔｓ（θ１ｎｅｗ，θ
２
ｎｅｗ，

ｐｍａｘ）＝Ｔｒｕｅ

　Ｔｒｅｅ＿Ａｄｄ（θ１ｎｅｗ，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ
１
）

　Ｔｒｅｅ＿Ａｄｄ（θ２ｎｅｗ，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ
２
）

　Ｔｒｅｅ＿Ａｄｄ（ｐｎｅｗ，Ｆ＿ＷＴｒｅｅ）

　ｉｆＣｏｎｎｅｃｔＴｏＯｔｈｅｒＴｒｅｅ（θ１ｎｅｗ，θ
２
ｎｅｗ，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ

１
，

Ｓ＿ＪＴｒｅｅ１，Δｐｍａｘ）＝Ｔｒｕｅ
　　ｒｅｔｕｒｎＰａｔｈ＿Ｊ（Ｓ＿ＪＴｒｅｅ，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ）
　　ｒｅｔｕｒｎＰａｔｈ＿Ｗ（Ｓ＿ＷＴｒｅｅ，Ｆ＿ＷＴｒｅｅ）
　ｅｌｓｅ
　　ＥｘｃｈａｎｇｅＴｒｅｅｓ（Ｓ＿ＪＴｒｅｅ１，Ｓ＿ＪＴｒｅｅ２，Ｆ＿

ＪＴｒｅｅ１，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ２）
　ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｉｆ

　ｅｎｄｗｈｉｌｅ
　ＲｅｔｕｒｎＮｕｌｌ

在 Ｃ ｓｐａｃｅ中分别定义以机器人 Ｒ１、Ｒ２起始
点和目标点为根的随机树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ１、Ｓ＿ＪＴｒｅｅ１、Ｆ＿
ＪＴｒｅｅ２、Ｓ＿ＪＴｒｅｅ２，在 Ｗ ｓｐａｃｅ中定义机器人 Ｒ１、Ｒ２
的共享树 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ、Ｓ＿ＷＴｒｅｅ，在对随机树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ１

进行生长时，引入范数不等式，通过 Ｓｔｅｐｓｉｚｅ（）计算
并且约束步长 Δθ，Ｓｔｅｐｓｉｚｅ（）的伪代码为

Ａ＝ｍａｘ‖Ａｉｊ（θ）‖ｗ，ｃ

‖Δθ‖ｃ＝
‖Δｐｍａｘ‖ｗ

Ａ
ｄ

Ｒｅｔｕｒｎ‖Δθ‖ｃ

算法实质上为式（１９）的计算过程，其中涉及到
ｗ、ｃ的取值，前文已有 ｗ＝２，ｃ＝１，则 Ａｉｊ的算子范数
定义如下

‖Ａｉｊ‖１，２ (＝ｍａｘ ∑
ｉ
｜ａｉｊ｜)２ １／２

（２０）

Ａｉｊ的算子范数求解伪代码为
　ｍａｘ＝０
　Ｊ＝Ｊａｃｃ（θｎｅｗ）
　ｆｏｒｉ＝１ｔｏ６
　　ｆｏｒｊ＝１ｔｏ８
　　　ｆｏｒｋ＝１ｔｏｉ
　　　　ｔｅｍｐ＝‖ωｉ×ｐｉｊ＋νｉ‖２

　　　　ｉｆｔｅｍｐ＞ｍａｘ
　　　　　ｍａｘ＝ｔｅｍｐ
　　　　ｅｎｄｉｆ
　　　ｅｎｄｆｏｒ
　　ｅｎｄｆｏｒ
　ｅｎｄｆｏｒ
　Ｒｅｔｕｒｎｍａｘ

算法中的第 ２行是雅可比矩阵的求解，ωｉ和 νｉ
已经在前文中定义。

双机器人自适应步长 ＲＲＴ算法的 ９～１５行为
机器人 Ｒ２随机树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ２被动生长的过程，当机器
人 Ｒ１的随机树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ１产生新的节点 θ１ｎｅｗ时，首先
通过正向运动学在 Ｗ ｓｐａｃｅ中进行共享树 Ｆ＿
ＷＴｒｅｅ的生长产生新的节点 ｐｎｅｗ，然后求解 ｐｎｅｗ的逆

向运动学产生机器人 Ｒ２随机树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ２的新节点

θ２ｎｅｗ，若 θ
１
ｎｅｗ、θ

２
ｎｅｗ和 ｐｎｅｗ通过关节限制检测和碰撞检

测，则把新节点加入到各自的随机树中，完成 Ｆ＿
ＪＴｒｅｅ１、Ｆ＿ＪＴｒｅｅ２和 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ的一次生长。

算法第１６行为树 Ｆ＿ＪＴｒｅｅ１和 Ｓ＿ＪＴｒｅｅ１融合的判
别条件，由于在 Ｃ ｓｐａｃｅ中进行随机树的融合无法
控制机器人在 Ｗ ｓｐａｃｅ中的运动轨迹，如图 ５所
示，在 Ｃ ｓｐａｃｅ中随机树在节点 θ１ｎｅｗ和 θ

２
ｎｅｗ处进行

融合时，以自适应步长的方式在方向 ｄ上进行融合，
而在 Ｗ ｓｐａｃｅ中所对应的节点 ｐｎｅｗ和 ｐｉｄｘ无法按期
望的直线轨迹（图５中的虚线轨迹）融合，机器人在
ｐｎｅｗ和 ｐｉｄｘ之间的轨迹是一条无法控制的曲线（图 ５
中的实线轨迹），故本文在 Ｗ ｓｐａｃｅ中完成随机树
的融合，其伪代码为

ｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ
［θ２ｎｅａｒ，ｉｄｘ］＝ＦｉｎｄＮｅａｒｅｓｔＯｎＳ＿ＪＴｒｅｅ

１
（θ１ｎｅｗ，Ｓ＿

ＪＴｒｅｅ１）

θ２０＝ＧｅｔＮｏｄｅＯｎＦ＿ＪＴｒｅｅ
２
（θ１ｎｅｗ，Ｆ＿ＪＴｒｅｅ

２
）

ｐｉｄｘ＝ＧｅｔｐｏｉｎｔＯｎＦ＿ＷＴｒｅｅ
１
（ｉｄｘ，Ｆ＿ＷＴｒｅｅ１）

ｄ＝ＧｅｔＤｉｒｅｃｔｉｏｎ（ｐｉｄｘ，ｐｎｅｗ）
ｄｉｓｔ＝ＧｅｔＤｉｓｔａｎｃｅ（ｐｉｄｘ，ｐｎｅｗ）
Ｒ ＝ＧｅｔＰｏｓｅ（ｐｎｅｗ）
ｗｈｉｌｅｆｌａｇ＝ｔｒｕｅ
　ｓ＝Ｓｔｅｐｓｉｚｅ（Δｐｍａｘ，ｄ，θ

１
ｎｅｗ）

　ｔｅｍｐ＝ｐｎｅｗ＋ｓ

　θ１ｔｅｍｐ＝ＩＫ（ｔｅｍｐ，Ｒ，θ
１
ｎｅｗ）

　θ２ｔｅｍｐ＝ＩＫ（ｔｅｍｐ，Ｒ，θ
２
０）

　ｉｆＣｏｌｌｉｓｉｏｎＦｒｅｅＡｎｄＣｈｅｃｋＪｏｉｎｔＬｉｍｉｔｓ
　　（θ１ｔｅｍｐ，θ

２
ｔｅｍｐ）＝Ｔｒｕｅ

　　ｉｆＤｉｓｔａｎｃｅ（ｔｅｍｐ，θ１ｎｅｗ）＜ｄ

　　　θ１ｎｅｗ＝θ
１
ｔｅｍｐ

　　　θ２ｎｅｗ＝θ
２
ｔｅｍｐ

　　　ｐｎｅｗ＝ｔｅｍｐ
　　　ｃｏｎｔｉｎｕｅ
　　ｅｌｓｅ
　　　ｂｒｅａｋ
　　ｅｎｄｉｆ
　ｅｌｓｅ
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　　　ｆｌａｇ＝ｆａｌｓｅ
　ｅｎｄｉｆ
ｅｎｄｗｈｉｌｅ

图 ５　随机树的融合

Ｆｉｇ．５　Ｍｅｒｇｉｎｇｏｆｒａｎｄｏｍｔｒｅｅ
　
算法首先找出随机树 Ｓ＿ＷＴｒｅｅ１中距离 ｐｎｅｗ１最

近的点 ｐｉｄｘ，并确定随机树的融合方向 ｄ，算法的９～
１２行是以自适应步长的方式，在 ｐｎｅｗ和 ｐｉｄｘ之间插入
ｎ个节点，而后检测这些节点能否通过关节限制检
测和碰撞检测，若通过检测则随机树 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ、Ｓ＿
ＷＴｒｅｅ融合，机器人 Ｒ１和 Ｒ２在工作空间中走出以
ｐｎｅｗ１、ｐｉｄｘ为端点的直线轨迹；若其中有节点发生碰撞
或者超出关节限制，则随机树 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ、Ｓ＿ＷＴｒｅｅ无
法融合，继续进行随机树的生长。

当随机树 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ、Ｓ＿ＷＴｒｅｅ完成融合时，自适
应步长 ＲＲＴ算法结束，得到双机器人的协同运动
路径。

图 ７　步长为 ０５ｒａｄ的 ＲＲＴ与自适应步长 ＲＲＴ路径规划对比

Ｆｉｇ．７　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐａｔｈｐｌａｎｎｉｎｇｂｙＲＲＴｗｉｔｈｓｔｅｐｓｉｚｅｏｆ０５ｒａｄａｎｄｓｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅｓｔｅｐｓｉｚｅＲＲＴ

４　仿真

４１　单次仿真
在 Ｍａｔｌａｂ中搭建双机器人模型，如图 ６所示，

在双机器人的 Ｗ ｓｐａｃｅ中分别设置 ４个球形障碍

物，半径分别为０１、０１、０１５、０２ｍ，和一个长方体
障碍物，尺寸为 １６ｍ×０４ｍ×０４ｍ，最小半径为
０１ｍ，故设置 Δｐｍａｘ为０１ｍ，即机器人 Ｒ１和 Ｒ２在
Ｗ ｓｐａｃｅ中的步长不能超过 ０１ｍ，否则碰撞检测
将会失效，无法保证机器人有效避障，起点的坐标为

（０１５，０６，０），终点的坐标为（－０５５，０６，０６）。
在模型中分别利用自适应步长 ＲＲＴ算法和 ＲＲＴ算
法进行路径搜索并进行对比。

图 ６　双机器人仿真环境

Ｆｉｇ．６　Ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｅｎｖｉｒｏｎｍｅｎｔｏｆｄｕａｌｒｏｂｏｔ
　
图７为自适应步长 ＲＲＴ算法和步长为 ０５ｒａｄ

的 ＲＲＴ算法进行一次路径搜索的结果，其中以起始
点为根的随机树为 Ｆ＿ＷＴｒｅｅ，以目标点为根的随机
树为 Ｓ＿ＷＴｒｅｅ，当两棵树达到融合条件时，随机树停
止生长，经过圆滑处理产生一条距离最短的最终路

径。由于 ＲＲＴ算法的步长为 ０５ｒａｄ，因此在工作空
间中产生的步长也相对较大，所用的迭代次数较少，

虽然 ＲＲＴ算法成功地生成了一条路径，但从图７ａ可
发现，ＲＲＴ算法在工作空间中所产生的步长具有明显
的跳动，在 Ｗ ｓｐａｃｅ中的步长最大值为 ０１５５７ｍ，
大于 Δｐｍａｘ，无法保证碰撞检测的有效性。自适应步
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长 ＲＲＴ所产生的步长具有很强的稳定性，且工作空
间中最大步长为 ００２３６ｍ，小于 Δｐｍａｘ，实现了双机
器人的避障路径规划。

进一步减小 ＲＲＴ算法的步长并与自适应步长
ＲＲＴ算法进行对比，其结果如图８所示，图８ａ为步长
为０３ｒａｄ的 ＲＲＴ的路径搜索结果，相对于步长为

０５ｒａｄ的ＲＲＴ，步长为０３ｒａｄ的ＲＲＴ在Ｗ ｓｐａｃｅ中
产生的步长平均值大幅减小，但仍然存在较大的步长

跳动，步长最大值为０１１２９ｍ，大于 Δｐｍａｘ，仍然无法
保证碰撞检测的有效性，图８ｂ为自适应步长 ＲＲＴ算
法第２次的路径搜索结果，保持了在 Ｗ ｓｐａｃｅ中步
长的稳定性，最大步长为００３２７ｍ，小于 Δｐｍａｘ。

图 ８　步长为 ０３ｒａｄ的 ＲＲＴ与自适应步长 ＲＲＴ路径规划对比

Ｆｉｇ．８　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐａｔｈｐｌａｎｎｉｎｇｂｙＲＲＴｗｉｔｈｓｔｅｐｓｉｚｅｏｆ０３ｒａｄａｎｄｓｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅｓｔｅｐｓｉｚｅＲＲＴ
　

　　将 ＲＲＴ算法的步长缩小到 ０１ｒａｄ并再次与自
适应步长 ＲＲＴ算法进行对比，结果如图 ９所示，在
Ｃ ｓｐａｃｅ中０１ｒａｄ是一个非常小的步长，意味着机
器人６个关节所产生的角度变化的总和为 ０１ｒａｄ，
因此随机树的每一次生长在 Ｗ ｓｐａｃｅ中所产生的
步长会非常小，如图９ａ所示，步长最大值为０００１９ｍ，
虽然远小于 Δｐｍａｘ，但过小的步长使随机树的生长速

度变慢，导致迭代次数剧增，是步长为 ０３ｒａｄ的 １２
倍。在相对严格的融合条件下，两棵随机树难以融

合，在可接受的时间内无法搜索出一条避障路径。

自适应步长 ＲＲＴ算法的第 ３次路径搜索仍然保持
了步长稳定的特性，且迭代次数约为步长 ０１ｒａｄ
ＲＲＴ算法的１／２，同时兼顾了随机树生长速度和步
长大小的控制。

图 ９　步长为 ０１ｒａｄ的 ＲＲＴ与自适应步长 ＲＲＴ路径规划对比

Ｆｉｇ．９　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｐａｔｈｐｌａｎｎｉｎｇｂｙＲＲＴｗｉｔｈｓｔｅｐｓｉｚｅｏｆ０１ｒａｄａｎｄｓｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅｓｔｅｐｓｉｚｅＲＲＴ
　

　　通过对 ＲＲＴ算法步长的多次调整，确定０２ｒａｄ
为 ＲＲＴ算法在当前仿真环境下的步长匹配值，进行
一次路径搜索，其结果如图１０所示。

算法的最大步长为 ００４２３ｍ，迭代次数为 ３０
次，基本与自适应步长 ＲＲＴ算法相近，步长仍有轻
微跳动，最大步长已经控制在 Δｐｍａｘ的范围内，可以

满足碰撞检测的要求。使用 ＲＲＴ算法进行路径搜
索时，从上述的仿真过程可以发现，找到合适的步长

通常需要多次调试才能够确定，而自适应步长 ＲＲＴ
只需要指定 Δｐｍａｘ，就可自动调整 Ｃ ｓｐａｃｅ中的步
长来控制 Ｗ ｓｐａｃｅ中产生步长，当机器人的工作环
境发生变化时，只需根据环境模型指定新的 Δｐｍａｘ就
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图 １０　步长为 ０２ｒａｄ的 ＲＲＴ路径规划

Ｆｉｇ．１０　ＰａｔｈｐｌａｎｎｉｎｇｂｙＲＲＴｗｉｔｈｓｔｅｐｓｉｚｅｏｆ０２ｒａｄ
　
可再次进行路径搜索，而固定步长 ＲＲＴ算法需再次
对步长进行多次的调试。另外，传统的 ＲＲＴ算法存
在步长过大所导致的碰撞检测失效问题，而自适应

步长 ＲＲＴ算法，通过式（１６）把机器人的关节、连杆
和末端执行器的位移全部约束在 Δｐｍａｘ内，可得到机
　　

器人全局性的无碰撞路径。

４２　多次仿真
分别对自适应步长 ＲＲＴ和步长 ０５、０３、０１、

０２ｒａｄ的 ＲＲＴ进行５０次仿真，其结果如表１所示。
表中 ｐｍａｘ为 Ｗ ｓｐａｃｅ中步长的最大值，当 ｐｍａｘ大于

Δｐｍａｘ时，算法失效。从表 １可以看出，ＲＲＴ算法随
着步长的减小，ｐｍａｘ的最大值和平均值也随之减小，
但迭代次数会不断增加。当步长为 ０５ｒａｄ时，ＲＲＴ
算法的步长较大，失效次数为 ３７次，失效概率为
７４％，当进一步减小步长至 ０３ｒａｄ时，虽然 ｐｍａｘ的
平均值降到可接受的范围内，但仍有 １４次失效，失
效概率为 ２８％。当步长为 ０１ｒａｄ时，失效次数虽
然为０，但过小的步长导致迭代次数的剧增，而自适
应步长 ＲＲＴ既保证了算法的失效概率为 ０，同时又
控制了算法的迭代次数。当取 ＲＲＴ的步长为
０２ｒａｄ时，可得到与自适应步长 ＲＲＴ相接近的最
大步长与迭代次数。

表 １　不同步长 ＲＲＴ与自适应步长 ＲＲＴ步长、迭代次数和失效次数

Ｔａｂ．１　Ｍａｘｉｍｕｍｓｔｅｐｓｉｚｅ，ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓａｎｄｉｎｖａｌｉｄｔｉｍｅｓｏｆＲＲＴａｎｄｓｅｌｆａｄａｐｔｉｖｅｓｔｅｐｓｉｚｅＲＲＴ

ｐｍａｘ最大值／ｍ ｐｍａｘ平均值／ｍ 迭代次数平均值 失效次数

自适应步长 ＲＲＴ ００４３７ ００２０４ ５１８ ０

步长为０５ｒａｄ的 ＲＲＴ ０２８５６ ０１１３８ １１３ ３７

步长为０３ｒａｄ的 ＲＲＴ ０１５６３ ００８２４ １８６ １４

步长为０２ｒａｄ的 ＲＲＴ ００８８１ ００４３１ ３０２ ０

步长为０１ｒａｄ的 ＲＲＴ ００２１７ ０００９１ ９８４ ０

５　结束语

针对 ＲＲＴ算法无法控制双机器人在 Ｗ ｓｐａｃｅ
中步长的问题，提出了自适应步长 ＲＲＴ算法。通过
构建 Ｃ ｓｐａｃｅ和 Ｗ ｓｐａｃｅ的范数不等式，把随机
树每一次生长所产生的机器人位移约束在给定范围

内，在利用自适应步长 ＲＲＴ进行路径规划时，只需
根据机器人的工作环境指定 Δｐｍａｘ，省去了 ＲＲＴ算
法为确定步长而进行多次调试的耗时过程；提出了

随机树被动生长方法，实现了双机器人末端执行器

同位置不同构型的路径规划，结合自适应步长 ＲＲＴ
算法完成了双机器人的协同路径规划。
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