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摘要：使用位移流形理论综合了具有 ２Ｔ１Ｒ与 ２Ｒ１Ｔ两种运动模式的并联机构。选取一种具有此类运动模式变换

的机构，分析了其自由度变换时的位形特征，使用螺旋理论分析了其在不同运动模式下的自由度特征，分析了支链

驱动副选取的可行性。结果表明，该并联机构具有 ２Ｔ１Ｒ与 ２Ｒ１Ｔ两种运动模式。在两种运动模式的一般位形下，

使用３个驱动副可以实现对机构的控制；在两种运动模式的变换位形下，支链２连接动平台和定平台的２个转轴共

线，机构自由度为 ４。在支链 １中增加辅助驱动副，此驱动副只在机构运动模式变换时工作，可以实现并联机构在

２Ｔ１Ｒ与 ２Ｒ１Ｔ两种运动模式之间变换。
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０　引言

近些年关于并联机构的型综合研究主要集中在

通过并联机构型综合，降低机构的耦合来提升并联

机构运动性能和可控性
［１］
，增大机构的耦合来提升

机构刚度
［２］
，提升并联机构的可重构性以适应不同

的工作需要
［３］
。

具有２Ｔ１Ｒ运动模式的并联机构在工业装配机
器人、姿态调节器、并联机床、工作台等领域应用比

较广泛
［４－５］

。具有 ２Ｒ１Ｔ运动模式的并联机构，适



合应用于在曲面上工作的操作手，具有刚度高、精确

度高、灵巧性强等特点
［６］
。文献［７］对 ２Ｒ并联机构

进行了运动解耦方面的设计。文献［８］对 ２Ｒ２Ｔ完
全解耦的并联机构进行了综合。具有多种运动模式

的并联机构使用较少的驱动可实现多种运动模式，

以较少的成本可以提升机器适应实际工业生产中多

样的需求。具有多种运动模式的并联机构，也称为

具有多种操作模式、位移子群可变、具有运动分岔或

者可重构并联机构。其特征为：较少的驱动副可以

实现多种运动模式；运动模式变换时不需要对机构

进行重新组装，因而可以快速实现机构重构；一些此

类并联机构在进行运动模式变换时，需要通过机构

的奇异位形
［９］
。ＤＹＭＯ并联机构具有 ４种不同的 ３

自由度运动模式
［１０］
。文献［１１］使用虚拟运动链，先

对不同运动模式的并联机构支链进行型综合，选择两

种运动模式共有的支链结构作为可选支链，再结合不

同运动模式支链装配的几何条件，综合了具有多种运

动模式的并联机构。文献［１２］使用具有多种运动模
式的单环机构综合了可实现３Ｒ２Ｔ与２Ｒ３Ｔ［１３］两种运
动模式相互转变的并联机构。文献［１４］综合了实现
３Ｔ、３Ｒ、２Ｒ１Ｔ、２Ｔ１Ｒ三自由度运动模式相互转换的
并联机构。这些并联机构可以实现多种运动模式变

换，绝大多数需要使用含有多个驱动副的单环机构。

文献［１５］基于方位特征集，使用可变自由度支链、
定自由度支链、六自由度支链综合了具有两转两平

移和一转三平移的并联机构
［１６］
。

然而，目前实现２Ｔ１Ｒ与２Ｒ１Ｔ运动模式转变的
并联机构较少，本文使用位移流形理论对此类型的

并联机构进行综合。

１　分支运动链综合

使用 Ｏｘｙｚ表示笛卡尔坐标系，其原点为 Ｏ，正
交基为（ｘ，ｙ，ｚ）。使用（Ａ，ｚ）表示通过空间中一点
Ａ，方向平行于 ｚ的直线，结合运动副类型表示运动
副的方向和运动副轴线上的点。平行于 ｚ轴过点 Ｎ
的转动副对应的位移子群用｛Ｒ（Ｎ，ｚ）｝表示。平行
于轴线 ｚ的转动副表示为ｚＲ。一条串联运动链由构
件１，２，…，ｉ－１，ｉ组成。构件 ｉ的可允许的位移可
以表示为运动链中运动副所表示的位移子群的乘

积。一个构件通过
ｚＲｚＲｚＲ运动链与定平台相连，这

个运动链产生一个平面 ３维位移子群｛Ｇ（ｚ）｝。如
果运动链产生的相对于定平台的运动不具有群的结

构，就称其产生一个位移流形。

｛Ｇ（ｚ）｝表示平面位移子群，ｚ表示平面位移运
动所在平面的法线方向。｛Ｇ（ｚ）｝可以被分解成为
７种乘积形式［１７］

，即

｛Ｇ（ｚ）｝＝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｚ）｝＝
｛Ｒ（Ｎ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝＝
｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝＝
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝＝
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝＝
｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝＝
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｚ）｝ （１）

｛Ｇ（ｚ）｝具有 ７种等效运动链。它们是ｘＰｙＰｚＲ、
ｚＲｘＰｙＰ、ｘＰｚＲｙＰ、ｚＲｚＲｘＰ、ｚＲｘＰｚＲ、ｘＰｚＲｚＲ和ｚＲｚＲｚＲ。
１１　构造定自由度运动链

ＨＥＲＶＥ［１８］给出了位移子群两两求交以及乘法
运算的运算结果，并指出位移子群求交集的运算满

足一般集合论中的求交法则。而在更多情况下由运

动链（多个运动副组合而成）生成的刚体运动并不

能满足位移群的代数结构，而只是其中的位移子

流形。

运动副和运动链可直接作为位移子群或位移子

流形的生成元（或生成算子）；相应地，运动链末端

相对于固定端的任一运动，无论其多么复杂，都可以

表示成若干位移子群或位移子流形以及它们之间的

乘积形式。通常情况下，运动链末端的运动可由运

动链中所有低副生成的位移子群的乘积来决定。这

些位移子群的乘积可能仍然是位移子群，但在大多

数情况下这个乘积不具有群的代数结构，只是一个

位移子流形。

Ｍ＝Ｍ１‖…Ｍｋ表示由 ｋ条串联的运动链 Ｍ１，
Ｍ２，…，Ｍｋ组成的并联机构，它们都与共同的动平台
和定平台相连接。用符号 Ｃ表示机构末端的运动，
则并联机构动平台的运动可表示为

ＣＭ：＝ＣＭ１∩ＣＭ２∩…∩ＣＭｋ （２）
由式（２）可知，动平台的运动应该是并联机构

支链运动的交集。

定理 １：任意位移子群的乘积运动 Ａ·Ｂ可能构
成位移子群，也可能不具有群的代数结构，只是一个

位移子流形。一般情况下不满足交换律，即 Ａ·Ｂ≠
Ｂ·Ａ。但是如果满足交换律 Ａ·Ｂ＝Ｂ·Ａ，则 Ａ·Ｂ也是
位移子群

［１９］
。

由于并联机构的动平台运动模式需从 ２Ｔ１Ｒ向
２Ｒ１Ｔ转变，根据式（２）的求交运算可知，并联机构
的分支运动链，应至少可以实现 ２Ｒ２Ｔ的运动。
２Ｔ１Ｒ是平面位移子群｛Ｇ（ｚ）｝。｛Ｒ（ｘ）｝是一维转
动子群。２Ｒ２Ｔ不属于 ＨＥＲＶＥ［１８］枚举出的刚体运
动中存在的全部１２种位移子群。因而，根据定理 １
可知２Ｒ２Ｔ是位移流形。具有 ２Ｒ２Ｔ位移流形的支
链，可以通过对具有 ２Ｔ１Ｒ平面位移子群的支链进
行等效替代得到：

ｘＰｙＰｚＲｘＲ、ｚＲｘＰｙＰｘＲ、ｘＰｚＲｙＰｘＲ、
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ｚＲｚＲｘＰｘＲ、ｚＲｘＰｚＲｘＲ、ｘＰｚＲｚＲｘＲ、ｚＲｚＲｚＲｘＲ。
由于 ６自由度支链不给动平台施加约束，因而

也可用来实现 ２Ｒ１Ｔ运动模式向 ２Ｔ１Ｒ运动模式转
变的并联机构的构造。ＧＯＧＵ［２０］使用进化形态理
论，对６自由度分支运动链进行了综合，具体运动链
结构如表１所示，表１中２２～２４号支链中存在局部
自由度，表１中其他的运动链中不存在局部自由度。
除了表１中的运动链以外，还有一些运动链中含有
与２个以上构件相连的构件，即复杂运动链，也具有
６自由度。

表 １　６自由度支链等效运动链

Ｔａｂ．１　Ｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｏｆｆｉｘｅｄｓｉｘ

ｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍｂｒａｎｃｈｅｓｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎ

序号 运动链

１ Ｐ‖Ｒ⊥Ｐ‖Ｒ⊥Ｐ‖Ｒ

２ Ｐ⊥Ｐ⊥Ｐ－Ｓ

３ Ｐ⊥Ｐ⊥Ｒ－Ｓ

４ Ｐ⊥Ｐ‖Ｒ－Ｓ

５ Ｐ‖Ｒ⊥Ｐ－Ｓ

６ Ｐ‖Ｒ⊥Ｐ－Ｓ

７ Ｐ⊥Ｒ⊥Ｒ－Ｓ

８ Ｐ‖Ｒ⊥Ｒ－Ｓ

９ Ｐ‖Ｒ‖Ｒ－Ｓ

１０ Ｒ⊥Ｐ⊥‖Ｐ－Ｓ

１１ Ｒ‖Ｐ⊥Ｐ－Ｓ

１２ Ｒ⊥Ｐ⊥⊥Ｒ－Ｓ

序号 运动链

１３ Ｒ⊥Ｐ‖Ｒ－Ｓ

１４ Ｒ‖Ｐ‖Ｒ－Ｓ

１５ Ｒ‖Ｐ⊥Ｒ－Ｓ

１６ Ｒ⊥Ｒ⊥Ｐ－Ｓ

１７ Ｒ‖Ｒ‖Ｐ－Ｓ

１８ Ｒ⊥Ｒ‖Ｐ－Ｓ

１９ Ｒ⊥Ｒ‖Ｒ－Ｓ

２０ Ｒ‖Ｒ⊥Ｒ－Ｓ

２１ Ｒ⊥Ｒ⊥Ｒ－Ｓ

２２ Ｐ－Ｓ－Ｓ

２３ Ｒ－Ｓ－Ｓ

２４ Ｓ－Ｐ－Ｓ

１２　基于位移流形理论选取变自由度分支运动链
一般情况下，并联机构支链结构可以根据位移

子群或位移流形的生成元得到。定自由度支链位移

流形为

｛Ｒ（Ｏ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝ （３）
根据动平台具有的运动模式，构造变自由度运

动链生成元为

｛Ｒ（Ｏ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝∩
（｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｙ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝∪
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝）

（４）
由于｛Ｒ（Ｏ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝、｛Ｔ１（ｙ）｝

｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝平面位移子群在位移流形求交
时，转动副 Ｒ所过的点在 ｘｏｙ、ｙｏｚ平面可任意选取，
得到

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝∩
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｙ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝∪
（｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝∩

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝

（５）
由于｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝

与｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｙ）｝｛Ｒ（Ｂ，
ｚ）｝的交集中必定不含有｛Ｒ（Ｎ，ｙ）｝，得到
（｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝∩
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝）∪

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝ （６）
由于｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝构成位移子群，得到
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝＝
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝ （７）
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝构成平面位移

子群，得到

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝ （８）
将式（８）代入式（６）得到
（｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝∩
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝）∪

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝ （９）
根据式（９）得到

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝∪
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｒ（Ｎ，ｘ）｝ （１０）

从式（４）、（１０）可知，能用来实现 ２Ｒ１Ｔ运动模
式向２Ｔ１Ｒ转变的位移流形生成元应具有的形式为
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｘ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｙ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝∪
｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝

（１１）
根据式（１１）中生成元对应的运动链为ｚＲｙＰｚＰｘＲｚＲ、

ｚＲｘＲｚＰｙＰｚＲ、ｚＲｙＰｘＲｚＰｚＲ、ｚＲｘＲｘＲｚＰｚＲ、ｚＲｘＲｙＰｘＲｚＲ、
ｚＲｙＰｘＲｘＲｚＲ、ｚＲｘＲｘＲｘＲｚＲ。
１３　变自由度支链位形变换分析

以
ｚＲｘＲｘＲｘＲｚＲ分 支 为 例，如 图 １ａ支 链

ｚＲｘＲｘＲｘＲｚＲ中２个相邻的转轴通过一点时，可形成
万向铰，可得到支链

ｚｘＵｘＲｘｚＵ。２个ｚＲ转轴共线时，
支链末端的位移流形可表示为

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝

（１２）
此时支链存在一个绕 ｚ轴的局部转动自由度。

当支链末端沿 ｙ轴移动有限位移，得到如图１ｂ支链
位形，此时支链末端的位移流形可表示为

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝｛Ｒ（Ｂ，ｚ）｝

（１３）
当支链位形如图１ｂ所示，支链末端绕 ｘ轴做有

限转动，得到图 １ｃ所示位形，此时支链末端的位移
流形可表示为

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｘ）｝｛Ｒ（Ｄ，ｕ）｝

（１４）
式（１４）中１维转动流形｛Ｒ（Ｄ，ｕ）｝中的 转轴ｕ

表示支链末端转轴绕 ｘ轴转动后得到的新的转动轴
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线。当支链处于位形图 １ａ，支链末端位置姿态保持
不变，支链存在１个绕 ｚ轴的局部转动自由度，装配
在定平台上沿 ｚ轴转动后得到支链位形如图１ｄ所
示，此时支链末端的位移流形可表示为

｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝｛Ｔ１（ｙ）｝｛Ｔ１（ｚ）｝｛Ｒ（Ｃ，ｙ）｝｛Ｒ（Ａ，ｚ）｝

（１５）
同理支链末端在进行有限位移后，得到支链位

形如图１ｅ、１ｆ所示，从而支链末端的位移流形发生
相应的变化。

图 １　变自由度支链变换位形

Ｆｉｇ．１　Ｔｒａｎｓｆｏｒｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｂｒａｎｃｈｅｄｃｈａｉｎ

ｗｉｔｈｖａｒｉａｂｌｅｄｅｇｒｅｅｓｏｆｆｒｅｅｄｏｍ
　
１４　综合出的机构数目

分别从 １１节中具有 ２Ｒ２Ｔ位移流形的支链选
取１条支链作为支链 １，式（１１）生成元对应的支链
选取１条支链作为支链２，表１中的６自由度支链选
取１条支链作为支链 ３，总共 ３条支链，连接动、静
平台。第１支链，有７种支链结构；第 ２支链，有 ２４
种支链结构；第３支链，有７种支链结构。如果不考
虑相邻两个单自由度运动副组合成多自由度运动

副，也不考虑复杂运动链，则可得到 ７×２４×７＝
１１７６种机构构型。

２　并联机构运动模式２Ｔ１Ｒ向２Ｒ１Ｔ转变的
自由度分析

２１　２Ｔ１Ｒ运动模式自由度分析
现选取定自由度分支，即第 １条支链 Ｂ１Ａ１，其

结构为
ｚＲｚＲｚＲｘＲ。选取变自由度分支，即第 ２条支

链 Ｂ２Ａ２，其结构为
ｚｙＵｙＲｙｚＵ。选取第３条支链 Ｂ３Ａ３，

其结构为 ＳＰＳ。把 ３个支链与动平台、定平台组装
后得到图２中的机构位形。

图 ２　具有 ２Ｔ１Ｒ运动模式的并联机构简图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

ｗｉｔｈ２Ｔ１Ｒｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
在 Ｂｉ点建立坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ，图 ２中的第 １支链

在坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的运动螺旋可表示为
＄１１＝（００１；０００）

＄１２＝（００１；ａ１ｂ１０）

＄１３＝（００１；ｃ１ｄ１０）

＄１４＝（１００；０ｅ１ｆ１













）

（１６）

式（１６）中螺旋 ＄ｉｊ表示支链 ｉ连接在定平台上
的第 ｊ个运动副。在支链 １的一般位形下，式（１６）
中的 ４个运动螺旋线性无关，支链 １在坐标系
Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的约束反螺旋为

＄ｒ１１＝（００１；－ｆ１ｇ１０）

＄ｒ１２＝（０００；０１０{ ）
（１７）

图２中的第２支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动
螺旋可表示为

＄２１＝（００１；０００）

＄２２＝（０１０；ａ２００）

＄２３＝（０１０；ｂ２０ｃ２）

＄２４＝（０１０；ｄ２０ｅ２）

＄２５＝（００１；０ｆ２０













）

（１８）

式（１８）中的 ５个运动螺旋线性无关，支链 ２在
坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（０００；１００） （１９）
由于支链 ３不对定平台施加约束，因而动平台

上施加的约束如式（１７）、（１９）所示，图 ２中动平台
上所施加的１个力螺旋和 ２个力偶线性无关，分别
限制了动平台沿定坐标 Ｚ轴的移动和沿平行于定
坐标系 Ｘ、Ｙ轴的转动。动平台上施加的约束系不
存在冗余约束，即 υ＝０。

采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构
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自由度

Ｍ＝６（ｎ－ｇ－１）＋∑ ｆｉ＋υ （２０）

式中　Ｍ———机构自由度
ｎ———机构构件总数
ｇ———机构的运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度数

υ———冗余约束数
根据式（２０），可计算得到图 ２所示机构位形

下，机构自由度为

Ｍ＝６×（１１－１２－１）＋１６＋０＝４ （２１）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动 １个局部转动

自由度，因而图２中的动平台具有３个自由度，结合
式（１７）、（１９）可知，动平台具有沿定坐标系 Ｘ、Ｙ轴
的２个移动自由度和绕平行与定坐标 Ｚ轴的１个转
动自由度，即具有２Ｔ１Ｒ运动模式。

２２　运动模式变换过程中机构自由度分析

２２１　支链２转轴共线位形下机构自由度分析
图２所示机构位形下，动平台沿平行于定坐标

系 ＸＯＹ平面做有限位移后，支链 ２中的 ２个ｚＲ共
轴，机构位形如图３所示。此时支链２具有１个过
Ｂ２绕平行于 ｚ２轴的转轴转动的局部转动自由度。

支链３对动平台不施加约束。图３中的第 ２支
链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动螺旋可表示为

＄２１＝（００１；０００）

＄２２＝（０１０；ａ２００）

＄２３＝（０１０；ｂ２０ｃ２）

＄２４＝（０１０；ｄ２００）

＄２５＝（００１；０００













）

（２２）

图 ３　支链 ２中两个转轴共线的机构位形

Ｆｉｇ．３　Ｍｅｃｈａｎｉｓｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｏｆｔｗｏｒｏｔａｔｉｏｎａｌ

ａｘｅｓｃｏｌｌｉｎｅａｒｉｎｂｒａｎｃｈ２
　
在图３所示支链 ２的位形下，式（２２）中的 ５个

运动螺旋线性相关，支链 ２在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的
约束反螺旋为　

＄ｒ２１＝（０１０；ｅ２００）

＄ｒ２２＝（０００；１００{ ）
（２３）

由于支链１对定平台施加的约束类型没有发生
改变，并且支链３不对定平台施加约束，因而动平台
上施加的约束如式（１７）、（２３）所示，图 ３中动平台
上所施加的２个力螺旋和 ２个力偶线性无关，分别
限制了动平台沿定坐标系 Ｙ、Ｚ轴的移动和沿平行
于定坐标系 Ｘ、Ｙ轴的转动。动平台上施加的约束
系不存在冗余约束，即 υ＝０。根据式（２０），可计算
得到图３所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６×（１１－１２－１）＋１６＋０＝４ （２４）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转

动自由度，支链２中存在绕 Ｂ２Ａ２转动的 １个局部转
动自由度。因而图 ３中的动平台具有 ２个自由度，
结合式（１７）、（２３）可知，图３所示机构位形下，动平
台具有沿定坐标系 Ｘ轴的 １个移动自由度和绕平
行于定坐标系 Ｚ轴的 １个转动自由度。当动平台
沿定坐标系 Ｘ轴做有限位移后，动平台又处于图 ２
所示机构运动模式，因而图 ３所示机构所具有的运
动模式是瞬时的。在图 ３所示位形下，动平台保持
位姿不变，支链２过点 Ｂ２绕平行于 ｚ２轴的转轴转动

９０°后，支链 ２中的平面位移子群运动链ｙＲｙＲｙＲ可
变换为

ｘＲｘＲｘＲ，得到图４中的机构位形。

图 ４　机构运动模式变换位形

Ｆｉｇ．４　Ｍｏｔｉｏｎｐａｔｔｅｒｎｔｒａｎｓｆｏｒｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ

ｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
２２２　运动模式变换位形机构自由度分析

图４中的第２支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动
螺旋可表示为

＄２１＝（００１；０００）

＄２２＝（１００；０ａ２０）

＄２３＝（１００；０ｂ２ｃ２）

＄２４＝（１００；０ｄ２０）

＄２５＝（００１；０００













）

（２５）

式（２５）中的 ５个运动螺旋线性相关，支链 ２在
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坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（１００；０ｅ２０）

＄ｒ２２＝（０００；０１０{ ）
（２６）

动平台上施加的约束如式（１７）、（２６）所示，容易发
现图４动平台所受到的２个力螺旋和２个力偶线性
相关，分别限制了动平台沿定坐标系 Ｘ、Ｚ轴的移动
和沿平行于定坐标系 Ｙ轴的转动。动平台上施加
的约束系存在 １个冗余约束，即 υ＝１。根据
式（２０），可计算得到图 ４所示机构位形下，机构自
由度为

Ｍ＝６×（１１－１２－１）＋１６＋１＝５ （２７）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转

动自由度，且支链２中存在绕 Ｂ２Ａ２即平行于 ｚ２轴转
动的１个局部转动自由度。在图 ４所示机构位形
下，当动平台沿定坐标系 Ｙ轴做有限移动后，支链 ２
末端会增加一个移动自由度，此时动平台具有 ２Ｒ２Ｔ
运动模式；当动平台绕平行于定坐标系 Ｘ轴的转轴
转动后，动平台具有２Ｒ１Ｔ运动模式。因而，图 ４所
示机构位形下的运动模式具有瞬时性。

２３　２Ｒ１Ｔ运动模式自由度分析
当动平台在图 ４所示位形下，沿平行于定坐标

系 Ｘ轴的轴线做有限转动后，机构处于图 ５所示
位形。

图 ５　２Ｒ１Ｔ运动模式的机构简图

Ｆｉｇ．５　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈ

２Ｒ１Ｔｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
图５中的第２支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动

螺旋可表示为

＄２１＝（００１；０００）

＄２２＝（１００；０ａ２０）

＄２３＝（１００；０ｂ２ｃ２）

＄２４＝（１００；０ｄ２ｅ２）

＄２５＝（０ｌ２ｍ２；ｆ２００













）

（２８）

式（２８）中的 ５个运动螺旋线性无关，支链 ２在
坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（１００；０－ｆ２／ｌ２０） （２９）
结合式（１７）、（２９）发现图 ５中动平台上所受

到的２个力螺旋和１个力偶线性无关，分别限制了
动平台沿 Ｘ、Ｚ轴的移动和沿平行于 Ｙ轴的转动。
动平台上施加的约束系不存在冗余约束，即 υ＝０。
可计算得到图 ５所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６×（１１－１２－１）＋１６＋０＝４ （３０）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转

动自由度，因而图５中的动平台具有３个自由度，结
合式（１７）、（２９）可知，动平台具有沿定坐标系 Ｙ轴
的１个移动自由度和绕平行于定坐标 Ｘ、Ｚ轴的
２个转动自由度。即动平台在机构处于图 ５所示位
形时，具有２Ｒ１Ｔ运动模式。

３　支链中驱动副的选取

一般情况下驱动副应布置在定平台上，或与定

平台尽可能靠近。因而，可选取支链 １和支链 ２中
与定平台直接连接的

ｚＲ转动副为驱动副，支链 ３中
选取连接两个球副的移动副为驱动副。并联机构驱

动副选取是否合理，可以通过计算锁定支链中驱动

副后机构的自由度来验证。当锁定支链中驱动副后

机构自由度为零，则说明驱动副选取正确。否则说

明驱动副选取错误。

３１　２Ｔ１Ｒ运动模式下驱动副合理性分析
锁定图６中虚线圆环所包含的支链１、２、３中的

驱动副。

图 ６　２Ｔ１Ｒ运动模式下机构的驱动副布置示意图

Ｆｉｇ．６　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｒｉｖｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎ２Ｔ１Ｒｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
图６中的第１支链在坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的运动

螺旋可表示为

＄１２＝（００１；ａ１ｂ１０）

＄１３＝（００１；ｃ１ｄ１０）

＄１４＝（１００；０ｅ１ｆ１
{

）

（３１）

在支链１的一般位形下，式（３１）中的 ３个运动
螺旋线性无关，支链 １在坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的约束
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反螺旋为

＄ｒ１１＝（００１；－ｆ１ｇ１０）

＄ｒ１２＝（ｌ１ｍ１０；ｎ１ｈ１ｉ１）

＄ｒ１３＝（０００；０１０
{

）

（３２）

式（３２）中，需满足运动螺旋系与约束反螺旋互
易积为零的条件，即

ｌ１ａ１＋ｍ１ｂ１＋ｉ１＝０

ｌ１ｃ１＋ｍ１ｄ１＋ｉ１＝０

ｍ１ｅ１＋ｎ１
{

＝０

（３３）

求解式（３３）得到

ｍ１＝
－ｎ１
ｅ１

ｌ１＝
ｎ１
ｅ１

ｄ１－ｂ１
ｃ１－ａ１

　（ｅ１≠０；ｃ１≠ａ１









 ）

（３４）

图６中的第２支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动
螺旋可表示为

＄２２＝（０１０；ａ２００）

＄２３＝（０１０；ｂ２０ｃ２）

＄２４＝（０１０；ｄ２０ｅ２）

＄２５＝（００１；０ｆ２０













）

（３５）

支链２在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（０１０；ｇ２０－ｆ２）

＄ｒ２２＝（０００；１００{ ）
（３６）

图６中的第３支链在坐标系 Ｂ３ｘ３ｙ３ｚ３下的约束
反螺旋为

＄ｒ３１＝（ｌ３ｍ３ｎ３；０００） （３７）
在机构的一般位形下，图 ６中动平台上所受到

的４个力螺旋和 ２个力偶线性无关，分别限制了动
平台沿定坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的移动和沿平行于定坐
标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的转动。动平台上施加的约束系不
存在冗余约束，即 υ＝０。根据式（２０），可计算得到
图６所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６×（８－９－１）＋１３＋０＝１ （３８）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转

动自由度，图 ６中的动平台具有 ０个自由度。图 ６
所示动平台在一般位形下，当支链 １、２、３中驱动副
锁定时，动平台不具有任何自由度，处于锁定状态。

因而，在动平台具有２Ｔ１Ｒ运动模式时，驱动副的选
择是合理的。

３２　运动模式变换过程中驱动副合理性分析
３２１　机构支链 ２转轴共线位形下机构驱动合理

性分析

从２２节中可知，机构运动模式变换过程中，机
构处于图３位形下时，机构动平台相较图 ２位形下
减少１个自由度，然而支链２增加一个局部自由度。

很明显，在图３位形下，所选驱动副可以实现对机构
的控制。

３２２　运动模式变换位形机构驱动合理性分析
当驱动图６中的３个驱动副，使得机构处于图 ７

所示运动模式变换位形时，锁定图 ７中虚线圆环所
包含的支链１、２、３中的驱动副。

图 ７　运动模式变换位形下机构的驱动副布置示意图

Ｆｉｇ．７　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｒｉｖｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎｔｒａｎｓｆｏｒｍｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
图７中的第１、３支链的运动螺旋和约束螺旋形

式和图６中的第 １、３支链的相似，可参见式（３１）、
（３２）、（３７）。图７中的第 ２支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２
下的运动螺旋可表示为

＄２２＝（１００；０ａ２０）

＄２３＝（１００；０ｂ２ｃ２）

＄２４＝（１００；０ｄ２０）

＄２５＝（００１；０００













）

（３９）

支链２在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（１００；０ｆ２０）

＄ｒ２２＝（０００；０１０{ ）
（４０）

图７中动平台上所受到的４个力螺旋和２个力
偶线性相关，力偶旋量 ＄ｒ２２、＄

ｒ
１３都约束动平台绕平

行于定坐标系 Ｙ轴的转动，因而动平台上施加的约
束系存在 １个冗余约束，即 υ＝１。根据式（２０），可
计算得到图７所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６×（８－９－１）＋１３＋１＝２ （４１）
支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转动自

由度。支链 １、２、３驱动副锁定后，机构自由度不为
１，所选驱动副不能实现对动平台运动的完全控制。
３２３　运动模式变换位形机构驱动副布置方法

并联机构在图 ７中运动模式变换的位形下，机
构中支链２增加了一个局部转动自由度，而运动模
式变换时，需要锁定支链 ２的驱动副。为了实现对
机构的控制，可以增加一个辅助驱动副。在图 ８中
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的支链１中，在与 Ｂ１处转轴相邻的转动副上布置驱
动，使其在机构运动模式变换时工作。锁定图 ８中
虚线圆环所包含的支链 １、２、３中的驱动副、锁定红
色圆环所包含的支链１中的辅助驱动副。

图 ８　支链 １中增加 １个驱动副的机构运动模式

变换位形图

Ｆｉｇ．８　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｒｉｖｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎｔｒａｎｓｆｏｒｍｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｗｉｔｈｂｒａｎｃｈ１

ｈａｄ２ｄｒｉｖｅｓ
　

图８中的第１支链在坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的运动
螺旋可表示为

＄１３＝（００１；ｃ１ｄ１０）

＄１４＝（１００；０ｅ１ｆ１{ ）
（４２）

支链１在坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１下的约束反螺旋为

＄ｒ１１＝（００１；－ｆ１ｇ１０）

＄ｒ１２＝（ｌ１ｍ１０；ｎ１ｈ１ｉ１）

＄ｒ１３＝（０００；０１０）

＄ｒ１４＝（０１０；－ｅ１０－ｄ１













）

（４３）

支链２在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（１００；０ｆ２０）

＄ｒ２２＝（０００；０１０{ ）
（４４）

图８中的第３支链在坐标系 Ｂ３ｘ３ｙ３ｚ３下的约束
反螺旋为

＄ｒ３１＝（ｌ３ｍ３ｎ３；０００） （４５）
在机构的一般位形下，图 ８中动平台上所受到

的５个力螺旋和 ２个力偶线性相关，分别限制了动
平台沿定坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的移动和沿平行于定坐
标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的转动。动平台上施加的约束系存
在１个冗余约束，即 υ＝１。根据式（２０），可计算得
到图８所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６（７－８－１）＋１２＋１＝１ （４６）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动的 １个局部转

动自由度，图 ８中的动平台具有 ０个自由度。图 ８

所示动平台在一般位形下，当支链 １、２、３中驱动副
锁定时，动平台不具有任何自由度，处于锁定状态。

因而，在支链１中增加驱动副，可以实现机构运动模
式的变换。

３３　２Ｒ１Ｔ运动模式下的驱动副合理性分析
当动平台从图 ８所示位形，控制支链 １、２、３中

的驱动副和支链１中的辅助驱动副，使得动平台做
绕平行于定坐标系 Ｘ轴的转轴转动后，得到如图 ９
所示机构位形。锁定图９中虚线圆环所包含的支链
１、２、３中的驱动副后，图 ９中机构位形下支链 １、３
的运动螺旋和约束反螺旋与图８所示机构位形下支
链１、３的螺旋和反螺旋系形式相同。图 ９中的第 ２
支链在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的运动螺旋可表示为

＄２２＝（１００；０ａ２０）

＄２３＝（１００；０ｂ２ｃ２）

＄２４＝（１００；０ｄ２ｅ２）

＄２５＝（０ｌ２ｍ２；ｆ２００













）

（４７）

图 ９　２Ｒ１Ｔ运动模式下机构的驱动副布置示意图

Ｆｉｇ．９　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄｒｉｖｅａｒｒａｎｇｅｍｅｎｔｏｆ

ｍｅｃｈａｎｉｓｍｉｎ２Ｒ１Ｔｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
支链２在坐标系 Ｂ２ｘ２ｙ２ｚ２下的约束反螺旋为

＄ｒ２１＝（１００；０－ｆ２／ｌ２０）

＄ｒ２２＝（０００；０－ｍ２ｌ２{ ）
（４８）

在机构的一般位形下，图 ９中动平台上所受到
的４个力螺旋和 ２个力偶线性无关，分别限制了动
平台沿定坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的移动和沿平行于定坐
标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的转动。动平台上施加的约束系不
存在冗余约束，即 υ＝０。根据式（２０），可计算得到
图９所示机构位形下，机构自由度为

Ｍ＝６×（８－９－１）＋１３＋０＝１ （４９）
由于支链３中存在绕 Ｂ３Ａ３转动 １个局部转动

自由度，图 ９中的动平台具有 ０个自由度。图 ９所
示动平台在一般位形下，当支链 １、２、３中驱动副锁
定时，动平台不具有任何自由度，处于锁定状态。因

而，在动平台处于２Ｒ１Ｔ运动模式时，不使用辅助驱
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动副可以实现对机构的控制。

综合 ３１、３２、３３节的结果可知，提出的机构
具有２Ｔ１Ｒ和２Ｒ１Ｔ两种运动模式，在支链 １中增加
辅助驱动副后，所选取的驱动副能实现对不同运动

模式一般位形下动平台位姿的控制，因而其驱动副

的选取是可行的。

４　结论

（１）通过位移流形理论和螺旋理论对 ２Ｔ１Ｒ运

动模式向２Ｒ１Ｔ运动模式转变的并联机构进行了综
合，并以一种新型的变自由度机构为例，分析了其自

由度变换的位形特征，验证了其自由度的类型，确定

了支链中作为驱动副的运动副。

（２）在运动模式变换时，机构的支链 ２增加了
一个局部自由度，而运动模式变换时，需要锁定支链

２。在支链１中增加了一个辅助驱动副，此驱动副只
在并联机构构运动模式变换时工作，有效地实现了

运动模式的变换。
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