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低耦合度３Ｔ１Ｒ并联操作手设计与运动学分析
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摘要：基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑结构设计理论和机构结构降耦原理，设计了一种低耦合度能实现

三平移一转动（３Ｔ１Ｒ）的 ＳＣＲＡＲ并联操作手机构。首先，阐述了该机构的组成，计算了该机构的耦合度 ｋ＝１；然

后，根据该机构的几何特点和运动约束，通过建立输入参数与动平台输出位姿参数间的约束方程，运用运动学序单

开链法原理求解了位置正解的数值解，导出了其位置反解的解析解，用实例验证了位置正、反解的准确性；最后，基

于位置反解得到了机构位置工作空间的形状与大小及 Ｚ向各截面形状，并基于 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵对机构奇异位形进行

了分析。结果表明：该机构比 Ｈ４、Ｉ４结构简单，在一组相同等效尺寸参数下其工作空间大、转动能力强。
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　　引言

少自由度并联机构具有驱动构件少、工作空间

大、运动耦合较弱以及制造成本低等优点。其中，对

四自由度三平移一转动（３Ｔ１Ｒ）并联机构的研究、设
计与应用还相对较少，但这类机构在工业生产、包

装、电子产品的装配以及医疗等相关领域，应用前景

广阔。



黄真等
［１］
基于螺旋理论，提出了一种 ４ ＵＲＵ

型３Ｔ１Ｒ并联机器人；金琼等［２－３］
基于方位特征输

出矩阵和单开链理论，提出了一类 ３Ｔ１Ｒ并联机器
人，并申请了一组５个 ３Ｔ１Ｒ并联机构的专利；黄田
等

［４］
在 Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４等相似机器人主体构造的基础

上，发明了一种 ３Ｔ１Ｒ的 Ｃｒｏｓｓ Ⅳ型高速搬运机器
人并实现产业化；刘辛军等

［５］
研制了一台单动平台

且能够实现３Ｔ１Ｒ的 Ｘ４型并联机构样机。
ＰＩＥＲＲＯＴ等［６－７］

研制了四自由度 ３Ｔ１Ｒ并联机
器人样机，能实现高速抓取；ＳＡＬＧＡＤＯ等［８］

设计了

一种新型３Ｔ１Ｒ并联操作手，给出了封闭的正反解；
ＫＩＭ等［９］

综合了一种大工作空间的 ３Ｔ１Ｒ并联机
构，同时建立了该机构的运动学模型；ＲＩＣＨＡＲＤ
等

［１０］
研制了一种 ３Ｔ１Ｒ并联机构的样机；ＢＲＩＯＴ

等
［１１］
提出了一种能实现 ３Ｔ１Ｒ的高速抓取的并联

机构，建立了机构正反解模型，并对机构的工作空间

进行了分析；作者团队最近又综合出一类 １３个
３Ｔ１Ｒ新机构［１２］

。

以上研究对（３Ｔ１Ｒ）并联操作手的研发起到了
重要的推动作用，但这些机构的耦合度较大（ｋ＝
２），因此，其运动学、动力学分析，特别是位置正解
求解复杂。

本文提出一种结构比已有的 Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４、
Ｃｒｏｓｓ ＩＶ、Ｘ４简单、低耦合度 ＳＣＲＡＲ并联机构，分
析计算机构的耦合度；采用矢量法建立机构位置方

程，并采用序单开链法的一维搜索法求得位置正解

的数值解；基于导出的位置逆解解析解，对机构的工

作空间进行分析；通过导出该机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵
分析机构的奇异位形。

１　３Ｔ１Ｒ并联机构的拓扑设计及结构分析

１１　机构设计与描述
基于方位特征（ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑结构

设计理论
［１３－１４］

与机构结构降耦原理
［１５］
，提出的低

耦合度３Ｔ１Ｒ机构如图１所示［１６］
，它由动平台、静平

台、２条 ＲＳＳ型无约束支链及１条混合支链（ＨＳＯＣ）
组成；静平台上的转动副可取为 Ｒ１１⊥Ｒ２１，Ｒ３１⊥
Ｒ４１，而动平台上的转动副 Ｒ１４的轴线须平行于其法
线。

混合支链是由２个子混合支链［１７］
（－Ｒ∥Ｒ（－

Ｐ４Ｒ－）∥Ｒ⊥Ｒ－）的末端转动副轴线重合后，又串
联转动副 Ｒ１４构成的，其末端产生三平移一转动输
出运动，而 ２条 ＲＳＳ型无约束支链产生三平移三转
动输出运动，可求得该机构自由度为 ４［１２］，当在静
平台上的４个转动副为驱动副时，该机构动平台即
可实现三平移以及绕 Ｒ１４轴线转动的输出运动。

图 １　３Ｔ１Ｒ并联机构简图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４、Ｃｒｏｓｓ ＩＶ、Ｘ４等机构，采用 ４条完

全相同的含平行四边形的复杂支链，且耦合度 ｋ均
为２，正向运动学求解复杂；而该机构仅采用 ２条含
平行四边形的子混合支链，且耦合度 ｋ＝１，因此，该
３Ｔ１Ｒ机构的机械结构比已有的 Ｈ４、Ｉ４、Ｐａｒ４、Ｃｒｏｓｓ
ＩＶ、Ｘ４等更简单，而正向运动学求解更简单。

为理解方便，将图１展开成平面图，如图２所示。

图 ２　３Ｔ１Ｒ并联机构的俯视展开图

Ｆｉｇ．２　Ｔｏｐａｎｄｄｅｖｅｌｏｐｅｄｖｉｅｗｏｆ３ＴＩＲＰＭ
　

１２　机构耦合度计算

为完成并联机构位置分析，需对机构进行结构

分解。基于序单开链机构组成原理
［１４］
，自由度为 ｆ

的并联机构 ＰＫＭ可看作是由 ｖ个单开链（ＳＯＣｊ，ｊ＝
１，２，…，ｖ）依次连接而成，也可以认为是由 ｆ个驱动
副和自由度为０的运动链组成；自由度为 ０的运动
链又可以分解成一些基本运动链。因此，该机构可

分解为

ＢＫＣ［ｆ＝４，ｖ＝３，ｋ＝１］＝ＢＦ ＋∑
３

ｊ＝１
ＳＯＣｊ（Δｊ）

其中

ＳＯＣ１｛－Ｒ１１‖Ｒ１２（－◇（４Ｒ）－）‖Ｒ１３⊥Ｒ２４⊥
Ｒ２３（－◇（４Ｒ）－）‖Ｒ２２‖Ｒ２１－｝

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξＬ１＝９－２－６＝１

ＳＯＣ２｛－Ｒ１４－Ｓ３３－Ｓ３２－Ｒ３１－｝
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Δ２＝∑
ｍ２

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ２－ξＬ２＝７－１－６＝０

ＳＯＣ３｛－Ｓ４３－Ｓ４２－Ｒ４１－｝

Δ３＝∑
ｍ３

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ３－ξＬ３＝６－１－６＝－１

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣｊ的驱动副数
ξＬｊ———第 ｊ个独立回路的独立位移方程数
Δｊ———ＳＯＣｊ的约束度

机构的耦合度为

ｋ＝１
２∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝

１
２
（｜＋１｜＋０＋｜－１｜）＝１

可知，该并联机构可建立含一个变量的非线性

位置方程，并可通过一维搜索法求得该机构的位置

正解。

２　位置正解分析

２１　基于序 ＳＯＣ的机构位置正解求解基本原理
由文献［１３－１４］可知，单开链的约束度有正

值、零、负值３种形式，因此：
（１）约束度为正值的 ＳＯＣ（Δ＋ｊ），会使机构自由

度增加 Δ＋ｊ，为确定机构的运动，需在约束度为正值

的 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）中设定 Δ
＋
ｊ 虚拟变量。

（２）约束度为零的 ＳＯＣ（Δ０ｊ），不影响机构自由
度，其运动具有确定性，即其位置正解能独立求解。

（３）约束度为负值的 ＳＯＣ（Δ－ｊ），会使机构自由

度减少｜Δ－ｊ｜，即在约束度为负值的 ＳＯＣ（Δ
－
ｊ）上存

在｜Δ－ｊ｜个约束方程。

因 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）中的虚拟变量数目 Δ
＋
ｊ，须等于约

束方程数目｜Δ－ｊ ｜，因此，可解出 Δ
＋
ｊ 个变量的真实

值。特别是当 Δ＋ｊ ＝｜Δ
－
ｊ ｜＝１时，可用一维搜索法

求得。

２２　机构参数标注及坐标系的建立
静坐标系 ｏＸＹＺ建立在静平台的中心，且 Ｘ轴

与 Ｒ１１Ｒ３１连线重合，Ｙ轴与 Ｒ２１Ｒ４１连线重合，Ｚ轴由
右手法则确定；动坐标系 ｐｕｖｗ位于动平台斜边
Ｓ４３Ｓ３３中点，ｕ轴平行于直线Ｒ１４Ｓ３３，ｖ轴平行于直线
Ｒ１４Ｓ４３，ｗ轴同样由右手法则确定。

设静平台是长和宽分别为 ２ａ、２ｂ矩形；动平台
为等腰直角三角形，直角边长为 ２ｍ２。其他杆长为：
ｌＨＲ１３＝ｍ１，ｌＨＲ２４＝ｎ１；ｌＫＲ２４＝ｍ′１，ｌＫＲ２３＝ｎ′１；ｌＲ１４Ｒ２４＝ｑ１，
ｌＲ１１Ｒ１２＝ｌＲ２１Ｒ２２ ＝ｌａ；ｌＲ３１Ｓ３２ ＝ｌＲ４１Ｓ４２ ＝ｌａ１；ｌＳ３２Ｓ３３ ＝ｌＳ４２Ｓ４３ ＝
ｌｂ１；４Ｒ平行四边形机构的长边长为 ｌｂ。

４个主动副 Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１、Ｒ４１的输入角分别为
α１、β１、γ１、δ１（图１）；Ⅰ、Ⅱ支链中平行四边形平面与

静平台底面的夹角分别为 α２、β２，而其内摆角分别
为 α３、β３，动平台绕 Ｒ１４轴转动的转角为姿态转角 γ。

该机构位置正解问题可描述为：已知主动副输

入转角 α１、β１、γ１、δ１，求动平台的位置（ｘ，ｙ，ｚ）和姿
态转角 γ。假设 α３为虚拟已知变量。
２３　约束度为正值的 ＳＯＣ１上各运动副的求解

在 Ｉ支链上，由直角坐标法可依次通过 Ｒ１２、

Ｒ１３、Ｒ２４、Ｒ１４点坐标，最终求得 ｐ点坐标，即

ｘｐ
ｙｐ
ｚ










ｐ

＝

ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－

　　ｍ１ 槡－２ｍ２ｃｏｓ（π／４＋γ）

ｌｂｃｏｓα３ 槡－２ｍ２ｓｉｎ（π／４＋γ）

ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋ｎ１＋ｑ















１

（１）

同样，由Ⅱ支链可求得 ｐ点坐标，即

ｘｐ
ｙｐ
ｚ










ｐ

＝

ｌｂｃｏｓβ３ 槡－２ｍ２ｃｏｓ（π／４＋γ）

ｂ－ｌａｃｏｓβ１－ｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２－

　　ｍ′１ 槡－２ｍ２ｓｉｎ（π／４＋γ）

ｌａｓｉｎβ１＋ｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２＋ｎ′１＋ｑ















１

（２）

由式（１）、（２）可得
ｔ１＝ｌｂｃｏｓβ３＋ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２
ｔ２＝ｌｂｃｏｓα３＋ｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２
ｔ３＝ｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２－ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα

{
２

（３）

其中 ｔ１＝ａ－ｌａｃｏｓα１－ｍ１
ｔ２＝ｂ－ｌａｃｏｓβ１－ｍ′１
ｔ３＝ｌａｓｉｎα１－ｌａｓｉｎβ１＋ｎ１－ｎ′

{
１

消去式（３）中的 β２、β３则有
ｌ２ｂ－（ｔ１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２）

２＝（ｔ２－ｌｂｃｏｓα３）
２＋

（ｔ３＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２）
２

令 α２＝２ａｒｃｔａｎｋ１ （４）
则有 （ｋ＋ｔ１）ｋ

２
１＋２ｔ３ｋ１＋ｋ－ｔ１＝０

其中 ｋ＝
ｔ２１＋ｔ

２
２＋ｔ

２
３－２ｔ２ｌｂｃｏｓα３
２ｌｂｓｉｎα３

得 ｋ１＝
－ｔ３± ｔ２３－ｋ

２＋ｔ槡
２
１

ｋ＋ｔ１
这样由式（４）可知，α２是虚拟变量 α３的函数。
２４　约束度为零的 ＳＯＣ２上各运动副的求解

由Ⅲ支链，分别得 Ｓ３２、Ｓ３３在静坐标系中坐标为

ｘＳ３２
ｙＳ３２
ｚＳ













３２

＝

－ａ＋ｌａ１ｃｏｓγ１
０

ｌａ１ｓｉｎγ









１

（５）

ｘＳ３３
ｙＳ３３
ｚＳ











３３

＝

ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－ｍ１－２ｍ２ｃｏｓγ

ｌｂｃｏｓα３－２ｍ２ｓｉｎγ

ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋ｑ１＋ｎ











１

（６）
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由杆长约束 ｌＳ３２Ｓ３３＝ｌｂ１，整理并化简得
Ａ１ｓｉｎγ＋Ｂ１ｃｏｓγ＋Ｃ１＝０

其中

Ａ１＝－４ｍ２ｌｂｃｏｓα３
Ｂ１＝－４ｍ２（２ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－

　　ｍ１－ｌａ１ｃｏｓγ１）

Ｃ１＝（２ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－

　　ｍ１－ｌａ１ｃｏｓγ１）
２＋（２ｍ２）

２＋

　　（ｌｂｃｏｓα３）
２＋（ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋

　　ｌａｓｉｎα１＋ｑ１＋ｎ１－ｌａ１ｓｉｎγ１）
２－ｌ２ｂ

















１

设 γ＝２ａｒｃｔａｎｋ２ （７）

则 （Ｃ１－Ｂ１）ｋ
２
２＋２Ａ１ｋ２＋Ｂ１＋Ｃ１＝０

解得 ｋ２＝
－Ａ１± Ａ２１＋Ｂ

２
１－Ｃ槡

２
１

Ｃ１－Ｂ１

由式（７）知，转动角 γ也为虚拟变量 α３的函
数。

２５　在约束度为负值的ＳＯＣ３上建立位置相容方程
同样，由Ⅳ支链，分别得到 Ｓ４２、Ｓ４３的坐标

ｘＳ４２
ｙＳ４２
ｚＳ











４２

＝

０
－ｂ＋ｌａ１ｃｏｓδ１
ｌａ１ｓｉｎδ









１

（８）

ｘＳ４３
ｙＳ４３
ｚＳ













４３

＝

ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－ｍ１＋２ｍ２ｓｉｎγ

ｌｂｃｏｓα３－２ｍ２ｃｏｓγ

ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋ｑ１＋ｎ











１

（９）
由杆长约束 ｌＳ４２Ｓ４３＝ｌｂ１，则有

ｆ（α３）＝（ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－ｍ１＋

２ｍ２ｓｉｎγ）
２＋（ｌｂｃｏｓα３－２ｍ２ｃｏｓγ＋ｂ－

ｌａ１ｃｏｓδ１）
２＋（ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋

ｎ１＋ｑ１－ｌａ１ｓｉｎδ１）
２－ｌ２ｂ１

于是，通过改变 α３的赋值，使 ｆ（α３）＝０；再将
此时得到的 α３代入式（１），即可得到 ｐ（ｘ，ｙ，ｚ），代
入式（７），即可得姿态角 γ。

综上，上述各运动副的位置求解可按图 ３所示
的流程进行求解。

３　位置逆解

该机构的反解问题可描述为：已知动平台的位

置（ｘ，ｙ，ｚ）及姿态角 γ，求主动副输入转角 α１、β１、
γ１、δ１。

３１　求主动副 Ｒ１１的输入角 α１
对 Ｉ支链，由式（１）可得

图 ３　机构位置正解的流程图

Ｆｉｇ．３　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｆｏｒｗａｒｄｐｏｓｉｔｉｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎ
　

ｘ＝ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２－ｍ１－

槡２ｍ２ｃｏｓ（γ＋π／４） （１０）

ｙ＝ｌｂｃｏｓα３ 槡－２ｍ２ｓｉｎ（γ＋π／４） （１１）
ｚ＝ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＋ｑ１＋ｎ１ （１２）

由式（１１）可得

ｃｏｓα３＝
ｙ 槡＋２ｍ２ｓｉｎ（γ＋π／４）

ｌｂ
由式（１０）～（１２）得
（Ｐ１＋ｌａｃｏｓα１）

２＋（Ｐ２－ｌａｓｉｎα１）
２＝Ｐ３

其中 Ｐ１＝ｘ－ａ＋ｍ１ 槡＋２ｍ２ｃｏｓ（γ＋π／４）
Ｐ２＝ｚ－ｑ１－ｎ１

Ｐ３＝ｌ
２
ｂ（１－ｃｏｓ

２α３）
整理可得

Ｐ４＋Ｐ５ｃｏｓα１＋Ｐ６ｓｉｎα１＝０ （１３）
其中 Ｐ４＝Ｐ

２
１＋Ｐ

２
２＋ｌ

２
ａ－Ｐ３

Ｐ５＝２Ｐ１ｌａ　Ｐ６＝－２Ｐ２ｌａ
令 ｔａ＝ｔａｎ（α１／２） （１４）

解得 ｔａ＝
－Ｐ６± Ｐ２５＋Ｐ

２
６－Ｐ槡

２
４

Ｐ４－Ｐ５
３２　求主动副 Ｒ２１的输入角 β１

对Ⅱ支链，运用同样的方法，由式（２）可得
β１＝２ａｒｃｔａｎｔｂ （１５）

其中　　　 ｔｂ＝
－Ｐ１１± Ｐ２１０＋Ｐ

２
１１－Ｐ槡

２
９

Ｐ９－Ｐ１０
Ｐ９＝Ｐ

２
７＋Ｐ

２
２－１＋ｌ

２
ａ－Ｐ８

Ｐ１０＝２Ｐ７ｌａ　Ｐ１１＝－２Ｐ２－１ｌａ
Ｐ２－１＝ｚ－ｑ１－ｎ′１

Ｐ７＝ｙ＋ｍ′１－ｂ 槡＋２ｍ２ｓｉｎ（γ＋π／４）

Ｐ８＝ｌ
２
ｂ（１－ｃｏｓ

２β３）

３３　求主动副 Ｒ３１的输入角 γ１
由Ⅲ支链杆长约束ｌＳ３２Ｓ３３＝ｌｂ１，及式（１０）～（１２），并

整理可得

Ｐ１４＋Ｐ１５ｃｏｓγ１＋Ｐ１６ｓｉｎγ１＝０
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其中 Ｐ１４＝Ｐ
２
１２＋ｚ

２＋ｌ２ａ１＋Ｐ１３－ｌ
２
ｂ１

Ｐ１５＝－２Ｐ１２ｌａ１　Ｐ１６＝－２ｚｌａ１
Ｐ１２＝ｘ 槡＋２ｍ２ｃｏｓ（γ＋π／４）－２ｍ２ｃｏｓγ＋ａ

Ｐ１３＝［ｙ 槡＋２ｍ２ｓｉｎ（γ＋π／４）－２ｍ２ｓｉｎγ］
２

令 γ１＝２ａｒｃｔａｎｔｃ （１６）

则 （Ｐ１４－Ｐ１５）ｔ
２
ｃ＋２Ｐ１６ｔｃ＋Ｐ１４＋Ｐ１５＝０

解得 ｔｃ＝
－Ｐ１６± Ｐ２１５＋Ｐ

２
１６－Ｐ

２
１槡 ４

Ｐ１４－Ｐ１５
３４　求主动副 Ｒ４１的输入角 δ１

由Ⅳ支链上的杆长约束 ｌＳ４２Ｓ４３＝ｌｂ１，并整理得

Ｐ１９＋Ｐ２０ｃｏｓδ１＋Ｐ２１ｓｉｎδ１＝０

其中 Ｐ１９＝Ｐ
２
１８＋ｚ

２＋ｌ２ａ１＋Ｐ１７－ｌ
２
ｂ１

Ｐ２０＝－２Ｐ１８ｌａ１　Ｐ２１＝－２ｚｌａ１
Ｐ１７＝［ｘ 槡＋２ｍ２ｃｏｓ（γ＋π／４）＋２ｍ２ｓｉｎγ］

２

Ｐ１８＝ｙ 槡＋２ｍ２ｓｉｎ（γ＋π／４）－２ｍ２ｃｏｓγ＋ｂ
令 δ１＝２ａｒｃｔａｎｔｄ （１７）

则　 （Ｐ１９－Ｐ２０）ｔ
２
ｄ＋２Ｐ２１ｔｄ＋Ｐ１９＋Ｐ２０＝０

解得 ｔｄ＝
－Ｐ２１± Ｐ２２０＋Ｐ

２
２１－Ｐ

２
１槡 ９

Ｐ１９－Ｐ２０
综上可知，该机构存在２４＝１６组位置反解。

４　实例验算

４１　正解算例
为便于性能比较，参照 Ｈ４、Ｉ４机器人的一组典

型的结构尺寸参数
［１８］
，该机构取相同等效参数如

表１所示。

表 １　机构的尺寸参数

Ｔａｂ．１　ＳｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＰＭ ｃｍ

参数 ｌａ ｌｂ ｌａ１ ｌｂ１ ａ ｂ

数值 ３７５ ８００ ３７５ ３７５ ４００ ４００

参数 ｍ′１ ｍ１ ｎ′１ ｎ１ ｍ２ ｑ１
数值 ２００ ２００ ５０ ５０ ２００ ５０

　　给定两组主动输入角：①α１ ＝１３８６１６°；β１ ＝
１２７９１３°；γ１ ＝１１７８５２°；δ１ ＝１３１３９６°。② α１ ＝
１３８０５９°；β１ ＝１３６６９１°；γ１ ＝１４６０６４°；δ１ ＝
１４６８５５°。

通过一维搜索，运用式（１）、（７）可求得 ４组实
数正解，如表２所示。

４２　逆解算例

将表２中①正解中的Ｎｏ．２数据，代入逆解式（１４）～
（１７）中，可得 １６组实数反解（略），其中，一组反解
为：α１ ＝１３８６１７°；β１ ＝１２７９１５°；γ１ ＝１１７８５２°；
δ１＝１３１３９６°。

可知，它与给定的第①组输入角一致，故认为正

表 ２　３Ｔ１Ｒ机构位姿正解的数值解

Ｔａｂ．２　ＮｕｍｅｒｉｃａｌｆｏｒｗａｒｄｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＰＭ

序号 Ｘ／ｍｍ Ｙ／ｍｍ Ｚ／ｍｍ γ／（°）

１ －２０７３６ １９２４９ ２９３２６ ３４２６３

① ２ －２１３３ －３７９８２ １０１５３６ ２９６５６

３ ６７９６ －２６１４４ ２２９１４ ７４７８６

４ ５８３２ １４７２９ ９８７６ ３４５８２

５ －２８１７４ －２３０４２ ９５５６６３ －１４９７１

② ６ －１０１３２ －１５６８４ ４１１９２ －４３４３

７ －１５８５ －２７２７７ １５２２６ ６２６２

８ ４８２ ２１８６４ １３９３９ ７１４１

反解求解正确。

５　工作空间和转动能力分析

５１　工作空间分析
运用边界值搜索法求解机构的工作空间的思路

是：基于机构的位置逆解，查找该工作空间内所有满

足杆长约束、转角约束、干涉约束的点。给定空间内

的点对应的驱动角 α１、β１、γ１、δ１和内摆角 α３、β３，若
满足约束条件，则该点在工作空间内，否则在工作空

间外。

当取表 １所示的尺寸参数时，空间三维搜索范
围为：０≤Ｚ≤１２００，－π≤θ≤π，０≤ρ≤１０００（θ、ρ分
别为柱坐标系中搜索角度和搜索半径）；约束条件：

－π≤α１（β１，δ１，θ１）≤π。利用 Ｍａｔｌａｂ求得的工作
空间的形状如图４所示，其 Ｚ轴截面图如图５所示。

图 ４　工作空间三维立体图

Ｆｉｇ．４　ＴｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆＰＭ
　
由图４和图５可知：
（１）机构的工作空间较大，边界较光滑，且整个

工作空间连续、无空洞。

（２）机构工作空间及其 Ｚ轴截面图，关于 ｔ－ｔ
线基本对称。

（３）随着 Ｚ的增加，截面面积逐渐变小，边界趋
于光滑，当 Ｚ∈［５００ｍｍ，１１００ｍｍ］时，工作空间对
称性较好。

（４）在不考虑运动副转角约束、连杆干涉，以及
相同参数及搜索范围得的条件下，该机构工作空间
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图 ５　工作空间 Ｚ轴截面图

Ｆｉｇ．５　ＳｅｃｔｉｏｎｖｉｅｗｓｏｆＺａｘｉｓ
　

均比 Ｉ４Ｒ（Ｈ４）、ＣｒｏｓｓＩＶ ３大，具体如下：
①引用文献［１８］的相应参数，给定搜索范围：

０≤ρ≤１０００、５００ｍｍ≤ｚ≤１１５０ｍｍ，计算出 Ｉ４Ｒ的
工作空间体积为 ６１６７×１０８ ｍｍ３，而该机构为
７６９４×１０８ｍｍ３，因此，该机构工作空间体积比 Ｉ４Ｒ
机器人增加了２４７６％。

②引用文献［１９］的相应参数，给定搜索范围：
０≤ρ≤１０００、７６６ｍｍ≤ｚ≤１０１６ｍｍ，ＣｒｏｓｓＩＶ ３的
工作空间体积为 ４４２７×１０８ ｍｍ３，而该机构为
５０８９×１０８ｍｍ３，因此，该机构工作空间体积相比
ＣｒｏｓｓＩＶ ３增加了１４９５％。
５２　转动能力分析

转动能力
［２０］
分析是评估并联机构转动角度能

够到达范围的大小。

以下取相同高度 Ｚ＝１０００ｍｍ，分别计算本文
机构、Ｈ４机构在 Ｘ－Ｙ平面上各点的转角最大值
γｍａｘ、最小值 γｍｉｎ的分布，如图６所示。

对比图６ａ和图６ｃ，本文机构 γｍａｘ∈［０°，１２０°］，
Ｈ４的 γｍａｘ∈［０°，１２０°］；对比图 ６ｂ和图 ６ｄ，本文机
构 γｍｉｎ∈［－１２０°，０°］，Ｈ４的 γｍｉｎ∈［－１１０°，０°］。
因此，本文提出的机构动平台转角范围比 Ｈ４机构
大。

进一步，在机构工作空间内取一点，例：Ａ点，其
坐标 Ａ（－１００，－９０，１０００），Ｈ４机构的转角范围是
［－５０°，７０°］，本文机构的转角范围是［－１００°，
１００°］，比 Ｈ４机构大了 ４０％。因此，该机构动平台
可以无需特殊转角放大装置，便可获得较大的转角

范围。

图 ６　本文 ３Ｔ１Ｒ机构与 Ｈ４机构的转动能力比较

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｓｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｌｃａｐａｃｉｔｙ

ｂｅｔｗｅｅｎ３Ｔ１ＲａｎｄＨ４ＰＭ
　

６　奇异位形分析

６１　基本原理及方法
当约束方程线性相关，或者说机构在某位形下

失去一个或者多个方向上的约束时，机构处于位形

奇异状态。因此，可通过检验约束方程的雅可比矩

阵是否行满秩，来判断约束方程的相关性。

Ｒ１３点坐标，可同时由以下２个矢量方程
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ｌＯＲ１１＋ｌＲ１１Ｒ１２＋ｌＲ１２Ｒ１３＝ｌＯＲ１３　ｌＯＯ′＋ｌＯ′Ｒ１３＝ｌＯＲ１３
得到

ａ－ｌａｃｏｓα１－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２＝

槡　　 ２ｍｃｏｓ（γ＋π／４）＋ｍ１＋ｘ

ｌｂｃｏｓα３ 槡＝２ａｓｉｎ（γ＋π／４）＋ｙ

ｌａｓｉｎα１＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２＝ｚ－ｑ１－ｎ













１

（１８）

同样，点 Ｓ４３、Ｓ３３、Ｒ２３坐标也可得到，即有

ｌｂｃｏｓβ３ 槡＝２ｍｃｏｓ（γ＋π／４）＋ｘ

ｂ－ｌａｃｏｓβ１－ｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２＝

槡　　 ２ｍｓｉｎ（γ＋π／４）＋ｍ′１＋ｙ

ｌａｓｉｎβ１＋ｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２＝ｚ－ｑ１－ｎ′













１

（１９）

ｌａ１ｃｏｓγ１－ｂ＋ｌｂ１ｃｏｓγ２＝ｘ 槡－２ｍｃｏｓ（π／４）

ｌｂ１ｃｏｓγ３＝ｙ 槡＋２ｍｓｉｎ（π／４）

ｌａ１ｓｉｎγ１＋ｌｂ１ｃｏｓγ４＝










ｚ

（２０）

　

ｌｂ１ｃｏｓγ５＝ｘ 槡＋２ｍｃｏｓ（π／４）

ｌａ１ｃｏｓδ１－ａ＋ｌｂ１ｃｏｓγ６＝ｙ 槡－２ｍｓｉｎ（π／４）

ｌａ１ｓｉｎδ１＋ｌｂ１ｃｏｓγ７＝










ｚ

（２１）

其中，γ２、γ３与 γ４及 γ５、γ６与 γ７，分别为 Ｓ３２Ｓ３３
杆、Ｓ４２Ｓ４３杆与静坐标系 Ｘ、Ｙ、Ｚ轴的夹角。

对式（１８）～（２１）化简整理，然后等式两边分别
对时间 ｔ求一阶导数得

－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２ｘ
· ＋ｌｂｃｏｓα３ｙ

· ＋ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２ｚ
· ＋

［槡２ａｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２ｓｉｎ（γ＋π／４）＋

槡２ａｌｂｃｏｓα３ｃｏｓ（γ＋π／４）］γ
· ＝

（－ｌａｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２ｓｉｎα１＋ｌａｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２ｃｏｓα１）α
·

１

（２２）

ｌｂｃｏｓβ３ｘ
· －ｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２ｙ

· ＋ｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２ｚ
· ＋

［ 槡－２ａｌｂｃｏｓβ３ｓｉｎ（γ＋π／４）－

槡２ａｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２ｃｏｓ（γ＋π／４）］γ
· ＝

（－ｌａｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２ｓｉｎβ１＋ｌａｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２ｃｏｓβ１）β
·

１

（２３）
２ｌｂ１ｃｏｓγ２ｘ

· ＋２ｌｂ１ｃｏｓγ３ｙ
· ＋２ｌｂ１ｃｏｓγ４ｚ

· ＝

（－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ２ｓｉｎγ１－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ４ｃｏｓγ１）γ
·

１ （２４）

２ｌｂ１ｃｏｓγ５ｘ
· ＋２ｌｂ１ｃｏｓγ６ｙ

· ＋２ｌｂ１ｃｏｓγ７ｚ
· ＝

（－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ６ｓｉｎγ１－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ７ｃｏｓγ１）δ
·

１ （２５）

可得，该机构动平台末端执行器的输出速度

Ｖ＝［ｘ· ｙ· ｚ· γ·］Ｔ和主动关节输入角速度 ω＝

［α·１ β
·

１ γ·１ δ
·

１］
Ｔ
的关系为

ＪｐＶ＝Ｊｑω （２６）
其中

Ｊｐ＝

ｆ１１ ｆ１２ ｆ１３ ｆ１４
ｆ２１ ｆ２２ ｆ２３ ｆ２４
ｆ３１ ｆ３２ ｆ３３ ０

ｆ４１ ｆ４２ ｆ４３













０

　Ｊｑ＝

ｕ１１ ０ ０ ０

０ ｕ２２ ０ ０

０ ０ ｕ３３ ０

０ ０ ０ ｕ













４３

ｆ１１＝－ｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２　ｆ１２＝ｌｂｃｏｓα３
ｆ１３＝ｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２

ｆ１４ 槡＝２ａｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２ｓｉｎ（γ＋π／４） 槡＋２ａｌｂｃｏｓα３
ｆ２１＝ｌｂｃｏｓβ３　ｆ２２＝－ｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２
ｆ２３＝ｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２

ｆ２４ 槡＝－２ａｌｂｃｏｓβ３ｓｉｎ（γ＋π／４）－

槡　　 ２ａｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２ｃｏｓ（γ＋π／４）ｆ３１＝２ｌｂ１ｃｏｓγ２

ｆ３２＝２ｌｂ１ｃｏｓγ３　ｆ３３＝２ｌｂ１ｃｏｓγ４

ｆ４１＝２ｌｂ１ｃｏｓγ５　ｆ４２＝２ｌｂ１ｃｏｓγ６　ｆ４３＝２ｌｂ１ｃｏｓγ７

ｕ１１＝－ｌａｌｂｓｉｎα３ｃｏｓα２ｓｉｎα１－ｌａｌｂｓｉｎα３ｓｉｎα２ｃｏｓα１
ｕ２２＝－ｌａｌｂｓｉｎβ３ｃｏｓβ２ｓｉｎβ１＋ｌａｌｂｓｉｎβ３ｓｉｎβ２ｃｏｓβ１
ｕ３３＝－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ２ｓｉｎγ１－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ４ｃｏｓγ１

ｕ４４＝－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ６ｓｉｎγ１－２ｌａｌｂ１ｃｏｓγ７ｃｏｓγ１
令ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，可得Ｊｐ矩阵行列式解的集合Ａ为

Ａ＝｛ｔａｎα２＋ｔａｎβ２＋２ｔａｎγ２＝０｝ （２７）
令 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，而 Ｊｑ矩阵行列式解的集合 Ｂ为

Ｂ＝Ｂ１∪Ｂ２∪Ｂ３∪Ｂ４
其中 Ｂ１＝ ｓｉｎ（α１－α２）{ }＝０ （２８）

Ｂ２＝ ｓｉｎ（β１－β２）{ }＝０ （２９）
Ｂ３＝ ｃｏｓγ２ｓｉｎγ１＋ｃｏｓγ４ｃｏｓγ１{ }＝０ （３０）
Ｂ４＝ ｃｏｓγ６ｓｉｎγ１＋ｃｏｓγ７ｃｏｓγ１{ }＝０ （３１）

６２　奇异位形分析
（１）第一类奇异：矩阵 Ｊｐ奇异而矩阵 Ｊｑ非奇

异，即 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０且 ｄｅｔ（Ｊｑ）≠０。
此时，机构处于工作空间边界或者位置反解数

目发生变化时的位形。对于该机构而言，即 ３个从
动角满足关系式（２７）时，即发生这类奇异。

（２）第二类奇异：即 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０且 ｄｅｔ（Ｊｐ）≠０。

图 ７　第二类奇异位形图

Ｆｉｇ．７　Ｓｋｅｔｃｈｅｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｄｏｆｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ

此时，尽管驱动杆被锁定，机构的动平台仍具有

一定自由度，此时机构将失去刚度，无法承受任何载

荷。对本机构而言，满足式（２８）～（３１）中的任意一
个式子，即发生该类奇异，如图 ７所示（也即当４条
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支链中任意一条支链处于拉直共线或重叠共线时）。

（３）第三类奇异：即 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０且 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０。
这种奇异位形只有当上述第一、二类奇异同时

发生时才会产生，此时，机构将失去自由度、原有的

运动特性。

７　结论

（１）提出了一种低耦合度（ｋ＝１）的四自由度
３Ｔ１Ｒ并联机构，该机构在结构上具有较好的对称
性，与 Ｈ４、Ｃｒｏｓｓ ＩＶ、Ｘ４机构相比，更为简单、制造
装配更为容易。

（２）基于序单开链法原理，建立了机构位置正
解求解模型：建立一个含１个变量的杆长约束方程，
并用一维搜索求解，得到了机构的全部实数位置正

解。该方法物理意义明确，计算简便；同时利用

Ｍａｔｌａｂ软件验证了正反解算法的正确性。
（３）基于位置反解的机构工作空间分析和转动

能力分析表明：在一组相同等效典型的结构参数下，

该机构工作空间相比 Ｉ４（Ｈ４）、ＣｒｏｓｓＩＶ ３分别提高
２４７６％、１４９５％，转动能力也有提高。

（４）求解了机构的雅可比矩阵，并据此探讨了
机构的三类奇异位形发生条件及其位置。
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