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摘要：基于方位特征集理论（ＰＯＣ），设计并研究了一种三平移一转动（３Ｔ１Ｒ）并联机构。首先，应用方位特征集方

法，综合了一批满足功能要求的并联机构；然后，综合考虑实际应用要求，从中优选出一种具有开发潜力的并联机

构，分析结果表明：该机构具有全对称性、可折叠性及承载能力强、工作空间大等特点；最后结合实例给出了优选机

构的位置正、逆解方程及其求解算法，结果表明：其位置逆解方程可解析求解，且最多存在 １６组解；而正解方程不

能解析求解，且最多存在 ８组解。
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　　引言

在高速抓放、定位装配、搬运、分拣、上下料等工

艺中，尤其在需要调整工件姿态的场合下，三平移一

转动（３Ｔ１Ｒ）功能的并联操作手存在广泛应用需求。
人们在３Ｔ１Ｒ并联操作手的设计与研究方面取得了



丰硕成果：文献［１－５］基于经验和灵感提出了若干
种新型并联操作手；文献［６－１１］研究了奇异性、运
动／动力传递性能等性能指标；文献［１２－１３］分别
基于单开链理论、螺旋理论综合了一批新型机构，但

未结合实际应用要求提出优选准则和方法；文

献［１４］侧重考虑刚度和承载能力，综合了一种 Ｘ４
型机构并进行了优化设计。纵观上述研究成果，不

难发现尚有如下问题值得深入研究：①完善机构综
合理论和方法，从而综合出尽可能多的拓扑结构。

②根据实际应用要求提出优选准则和方法，以便从
综合出的众多机构中筛选出理想机构用于研制和开

发实用化产品。③开发自动综合及优选的软件。
本文基于方位特征集理论，综合一批 ３Ｔ１Ｒ并

联机构，然后综合考虑对称性、承载能力、工作空间

等性能，从中筛选出一种综合性能优越的机构，最后

对优选的机构进行位置正、逆解分析。

１　机构综合与优选

１１　机构综合
目前机构结构综合的主要方法有：基于螺旋理

论的方法、基于位移子群的方法和基于方位特征集

的方法。由于方位特征集的综合方法具有以下特

点
［１５－１８］

：①得到非瞬时机构。②得到的机构存在的
几何条件更具有一般性。③可涵盖位移子群和位移
子流形机构。④数学工具与运算规则较简单，便于
理解和运用，因此本文应用方位特征集（ＰＯＣ）方法
对３Ｔ１Ｒ并联机构进行拓扑结构综合，其主要步骤
为：

（１）支路结构综合由于动平台是在各支链的共
同作用下完成运动的，故支链的方位特征集 Ｍｉ应包

含动平台的方位特征集 Ｍ，即

ＭｉＭ＝
ｔ３

ｒ[ ]１ （１）

其中　ｔ３———空间３维平移　　ｒ１———１维转动
文献［１５］已给出满足式（１）的支路结构类型，

如表１所示。
表１中的符号含义为：“／／”表示平行；“⊥”表

示垂直；“－”表示交叉且不垂直；“／”表示共线；
“３Ｔ”表示三平移并联机构；“４Ｒ”表示平行四边形
机构；“４Ｓ”表示由４个球副和 ２个转动副构成的平
行四边形机构；“５Ｒ”表示平面五杆单回路机构。

（２）对表 １中的支路进行排列组合，得到支路
组合方案，并确定各支路在两平台的装配几何条件。

（３）判定机构消极运动副及检验自由度，剔除
不合理的方案。

（４）确定驱动副。

表 １　支链结构类型

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｔｙｐｅｓｏｆｌｉｍｂ

上述步骤（２）～（４），文献［１５］已给出判定准则
或计算公式，故本文不再赘述。

（５）分类、列表：将综合出的 ３Ｔ１Ｒ并联机构分
为：Ａ（所有支链结构类型均相同）、Ｂ（部分支链结
构类型相同）、Ｃ（所有支链结构类型均不同）３类，
如表２所示。
１２　机构优选

理想的３Ｔ１Ｒ并联操作手应满足：①结构尽可
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表 ２　并联机构拓扑结构

Ｔａｂ．２　Ｔｏｐｏｌｏｇｙｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

续表 ２

　　注：对表１中的支路进行排列组合，可得到众多 Ｂ类和 Ｃ类并
联机构，限于篇幅且根据后文需要，表 ２仅列出部分 Ｂ类和 Ｃ类机

构。

能简单，且加工制造方便。②工作空间大，且具有较
好的各向同性。③承载能力强，且具有较好的运动／
力传递性能。根据上述 ３个要求，对综合出的并联
机构进行优选。

（１）考虑对称性要求。为获得较好的各向同
性，人们期望综合出全对称的机构。全对称并联机

构同时满足
［１９］
：①可以实现连续的运动。②各支链

结构相同。③所有支链对称布置在静平台上。④各
支链中驱动器数目相等且安装位置相同。

表２中同时满足全对称４个条件的全对称并联
机构仅１１种（即 Ａ３，Ａ５，Ａ６，…，Ａ１４）。以机构 Ａ１
为例，虽然其所有支链结构相同，但由于其静平台上

４个移动副中仅 １个可以作为驱动副，故不满足上
述全对称条件④。

（２）考虑承载及运动／力传递性能要求。机构
Ａ３、Ａ５、Ａ１３、Ａ１４由于存在漂浮移动副，故力传递性
能较差。机构 Ａ９、Ａ１０、Ａ１１、Ａ１２采用混合支链结
构，故结构比机构 Ａ６、Ａ７、Ａ８要复杂，但承载能力增
强。

（３）考虑工作空间等性能要求。机构 Ａ１１、Ａ１２
存在球副，而球副因结构限制转角范围有限，故在结

构参数相同的情况下，机构 Ａ９、Ａ１０比 Ａ１１、Ａ１２的
工作空间大。机构 Ａ９与 Ａ１０相比，机构 Ａ９具有可
折叠性，便于机构不工作时收起和存放，节省空间。

综上所述，机构 Ａ９综合性能较优，具有良好的
开发潜力。下面对其进行位置建模和求解。

２　位置分析

位置分析问题可描述为：已知机构结构参数，确

定驱动副的输入量与动平台位姿之间映射关系。它

是速度、加速度、动力学以及工作性能（如工作空

间、灵巧度等）分析等后续研究的基础。

２１　机构描述及坐标系的建立
如图 １所示，并联机构的动、静平台均为正方
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形，４条支链结构类型完全相同，可描述为：｛Ｒｉ１／／
Ｒｉ２（－４Ｒ－）／／Ｒｉ３⊥Ｒｉ４｝，ｉ＝１，２，３，４。其中，转动
副（Ｒｉ２、Ｒｉ３）安置在平行四边形机构两短边杆中点
上；驱动副（Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１、Ｒ４１）安置在静平台 ４条边
的中点，且它们的轴线与静平台的４条边重合；动平
台上的转动副（Ｒ１４、Ｒ２４、Ｒ３４、Ｒ４４）轴线相互平行且均
垂直于动平台。

图 １　机构简图及坐标系

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍａｎｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓ
　
该并联机构的结构参数为：动、静平台的外接圆

半径分别记为 ｒ和 Ｒ；４条相同支链中的转动副 Ｒｉ１、
Ｒｉ３的杆长分别记为 ｌ１和 ｌ３；Ｒｉ２与 Ｒｉ３之间的距离记
为 ｌ２。上述结构参数均为常数。

为方便运动学分析，在静、动平台上分别建立静

坐标系 Ｏｘｙｚ和动坐标系 Ｑｕｖｗ。其中，原点 Ｏ位于
静平台的中心，ｘ轴与 Ｒ１１和 Ｒ４１的连线重合，ｙ轴与
Ｒ２１和 Ｒ３１的连线重合，ｚ轴为静平台所在平面的法
线；原点 Ｑ与动平台上 Ｒ１４重合，ｕ轴与 Ｒ１４和 Ｒ４４的
连线重合，ｖ轴与 Ｒ２４和 Ｒ３４的连线重合，ｗ轴为动平
台所在平面的法线。

２２　位置逆解分析
位置逆解分析问题可描述为：已知动平台的位

置（即 Ｑ在静坐标系中的坐标，记为（ｘ，ｙ，ｚ））和姿
态（即动平台绕 ｚ轴转过的角度，记为 θ），确定 ４个
驱动副（Ｒｉ１）的输入量 φｉ（ｉ＝１，２，３，４）。其分析过
程如下：

（１）根据动平台的位姿，即 Ｑ（ｘ，ｙ，ｚ）和 θ，可求
得 Ｒｉ４（ｉ＝１，２，３，４）在静坐标系上的坐标。又由于
Ｒｉ３指向 Ｒｉ４的矢量为 ｌ３ｚ，故容易求得 Ｒｉ３在静坐标系
上的坐标为

ＯＲ１３＝（ｘ，ｙ，ｚ－ｌ３）

ＯＲ２３＝ＯＲ１３＋Ｓ１
ＯＲ３３＝ＯＲ１３＋Ｓ２
ＯＲ４３＝ＯＲ１３＋Ｓ













３

（２）

其中 Ｓ１＝（ｒｃｏｓθ＋ｒｓｉｎθ，ｒｓｉｎθ－ｒｃｏｓθ，０）
Ｓ２＝（２ｒｃｏｓθ，２ｒｓｉｎθ，０）

Ｓ３＝（ｒｃｏｓθ－ｒｓｉｎθ，ｒｓｉｎθ＋ｒｃｏｓθ，０）
（２）Ｒｉ２（ｉ＝１，２，３，４）在静坐标系上的坐标，可

用 φｉ方便地解析表示为
ＯＲ１２＝（－Ｒ＋ｌ１ｃｏｓφ１，０，ｌ１ｓｉｎφ１）

ＯＲ２２＝（０，－Ｒ＋ｌ１ｃｏｓφ２，ｌ１ｓｉｎφ２）

ＯＲ３２＝（Ｒ＋ｌ１ｃｏｓφ３，０，ｌ１ｓｉｎφ３）

ＯＲ４２＝（０，Ｒ＋ｌ１ｃｏｓφ４，ｌ１ｓｉｎφ４













）

（３）

（３）由于 Ｒｉ２与 Ｒｉ３之间的距离恒为 ｌ２，故

｜ＯＲｉ３－ＯＲｉ２｜
２－ｌ２２＝０　（ｉ＝１，２，３，４） （４）

（４）将式（２）、（３）代入式（４）中，且将变量（φｉ）
和已知量（ｘ，ｙ，ｚ，θ）进行分离，可得

ａｉｃｏｓφｉ＋ｂｉｓｉｎφｉ＋ｃｉ＝０　（ｉ＝１，２，３，４） （５）
其中 ａ１＝－２ｌ１（ｘ＋Ｒ）

ａ２＝－２ｌ１［ｙ＋Ｒ＋ｒ（ｓｉｎθ－ｃｏｓθ）］
ａ３＝－２ｌ１（ｘ－Ｒ＋２ｒｃｏｓθ）
ａ４＝－２ｌ１［ｙ－Ｒ＋ｒ（ｓｉｎθ＋ｃｏｓθ）］
ｂ１＝ｂ２＝ｂ３＝ｂ４＝－２ｌ１（ｚ－ｌ３）

ｃ１＝（ｘ＋Ｒ）
２＋ｙ２＋（ｚ－ｌ３）

２＋ｌ２１－ｌ
２
２

ｃ２＝２ｒ［（ｘ－ｙ－Ｒ）ｃｏｓθ＋（ｘ＋ｙ＋Ｒ）ｓｉｎθ］＋ｘ
２＋

２ｒ２＋（ｙ＋Ｒ）２＋（ｚ－ｌ３）
２＋ｌ２１－ｌ

２
２

ｃ３＝４ｒ［（ｘ－Ｒ）ｃｏｓθ＋ｙｓｉｎθ］＋ｙ
２＋４ｒ２＋ｌ２１－

ｌ２２＋（ｘ－Ｒ）
２＋（ｚ－ｌ３）

２

ｃ４＝２ｒ［（ｘ＋ｙ－Ｒ）ｃｏｓθ＋（ｙ－Ｒ－ｘ）ｓｉｎθ］＋ｘ
２＋

２ｒ２＋（ｙ－Ｒ）２＋ｌ２１－ｌ
２
２＋（ｚ－ｌ３）

２

显然式（５）可解析求解，且由该式可知：每个驱
动副的输入量 φｉ均有 ２组解。因此，该机构位置逆

解方程共有２４（１６）组解。
２３　位置正解分析

位置正解分析问题可描述为：已知结构参数和

４个驱动副的输入量 φｉ（ｉ＝１，２，３，４），确定动平台
的位姿（ｘ，ｙ，ｚ，θ）。
２３１　位置正解方程

（１）令 Ｖｉ＝ＯＲｉ３－ＯＲｉ２（ｉ＝１，２，３，４），对式（４）
将线性简化，可得

｜Ｖ１｜
２＝ｌ２２

｜Ｖ２｜
２＋｜Ｖ４｜

２－｜Ｖ３｜
２－｜Ｖ１｜

２＝０

｜Ｖ３｜
２－｜Ｖ１｜

２＝０

｜Ｖ２｜
２－｜Ｖ４｜

２













＝０

（６）

（２）将式（２）、（３）代入式（６）中，再经换元（令
ｘ′＝ｘ＋Ｒ－ｌ１ｃｏｓφ１，ｙ′＝ｙ，ｚ′＝ｚ－ｌ３－ｌ１ｓｉｎφ１），最后
分离变量（ｘ′，ｙ′，ｚ′，θ）和已知量（φｉ），可得

（ｘ′）２＋（ｙ′）２＋（ｚ′）２－ｌ２２＝０

ｄ１ｘ′＋ｅ１ｙ′＋ｆ１ｚ′＋Ｇ１＝０

Ｄ２ｘ′＋Ｅ２ｙ′＋ｆ２ｚ′＋Ｇ２＝０

Ｄ３ｘ′－Ｅ３ｙ′＋ｆ３ｚ′＋Ｇ３













＝０

（７）

其中
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Ｇ１＝ｇ１１ｃｏｓθ＋ｇ１２ｓｉｎθ＋ｇ１３
Ｇ２＝ｇ２１ｃｏｓθ＋ｇ２３

Ｇ３＝ｇ３１ｃｏｓθ＋ｇ３２ｓｉｎθ＋ｇ３３
Ｄ２＝２ｒｃｏｓθ＋ｄ２

Ｅ２＝Ｄ３＝２ｒｓｉｎθ　Ｅ３＝２ｒｃｏｓθ＋ｅ３
ｄ２＝（ｃｏｓφ１－ｃｏｓφ３）ｌ１－２Ｒ
ｅ３＝（ｃｏｓφ２－ｃｏｓφ４）ｌ１－２Ｒ

ｄ１＝ｃｏｓφ１＋ｃｏｓφ３　ｅ１＝－（ｃｏｓφ２＋ｃｏｓφ４）
ｆ１＝ｓｉｎφ１＋ｓｉｎφ３－ｓｉｎφ２－ｓｉｎφ４

ｆ２＝（ｓｉｎφ１－ｓｉｎφ３）ｌ１　ｆ３＝（ｓｉｎφ４－ｓｉｎφ２）ｌ１
ｇ１１＝（２ｃｏｓφ３＋ｃｏｓφ２－ｃｏｓφ４）ｒ
ｇ１２＝－（ｃｏｓφ２＋ｃｏｓφ４）ｒ

ｇ１３＝ｌ１－ｓｉｎφ１（ｓｉｎφ２＋ｓｉｎφ４）ｌ１＋ｌ１ｃｏｓ（φ１－φ３）－
　　（２ｃｏｓφ３＋ｃｏｓφ２－ｃｏｓφ４）Ｒ
ｇ２１＝２ｒ［（ｃｏｓφ１－ｃｏｓφ３）ｌ１－２Ｒ］

ｇ２３＝２（ｒ
２＋Ｒ２）＋ｌ２１－ｃｏｓ（φ１－φ３）ｌ

２
１－

　　２（ｃｏｓφ１－ｃｏｓφ３）Ｒｌ１
ｇ３１＝（ｃｏｓφ２＋ｃｏｓφ４）ｒｌ１

ｇ３２＝（２ｃｏｓφ１＋ｃｏｓφ４－ｃｏｓφ２）ｒｌ１
ｇ３３＝ｓｉｎφ１（ｓｉｎφ４－ｓｉｎφ２）ｌ

２
１－Ｒｌ１（ｃｏｓφ２＋ｃｏｓφ４）

（３）对式（７）中后３个方程进行线性求解，可得
（ｘ′，ｙ′，ｚ′），再将其代入式（７）中的第 １个方程，可
得到关于 θ的约束方程

Ｈ（θ）＝｜Ｊ｜２－ｌ２２Ｆ
２

（８）
其中 Ｆ＝ｍ１ｃｏｓθ＋ｍ２ｓｉｎθ＋ｍ３

Ｊ＝

Ｊ１１ Ｊ１２ Ｊ１３
Ｊ２１ Ｊ２２ Ｊ２３
Ｊ３１ Ｊ３２ Ｊ











３３

Ｇ１
Ｇ２
Ｇ











３

ｍ１＝２ｒ（ｆ２ｄ１－ｆ３ｅ１－ｆ１ｄ２－ｆ１ｅ３）

ｍ２＝２ｒ（ｆ３ｄ１＋ｆ２ｅ１）

ｍ３＝ｆ２ｄ１ｅ３－ｆ３ｄ２ｅ１－ｆ１ｄ２ｅ３－４ｆ１ｒ
２

Ｊ１１＝２ｒｆ２ｃｏｓθ＋２ｒｆ３ｓｉｎθ＋ｆ２ｅ３
Ｊ１２＝－（２ｒｆ１ｃｏｓθ＋ｆ３ｅ１＋ｆ１ｅ３）

Ｊ１３＝－２ｒｆ１ｓｉｎθ＋ｆ２ｅ１
Ｊ２１＝－（２ｒｆ３ｃｏｓθ－２ｒｆ２ｓｉｎθ＋ｆ３ｄ２）

Ｊ２２＝－２ｒｆ１ｓｉｎθ＋ｆ３ｄ１
Ｊ２３＝２ｒｆ１ｃｏｓθ＋ｆ１ｄ２－ｆ２ｄ１
Ｊ３１＝－２ｒ（ｄ２＋ｅ３）ｃｏｓθ－（ｄ２ｅ３＋４ｒ

２
）

Ｊ３２＝２ｒｄ１ｃｏｓθ＋２ｒｅ１ｓｉｎθ＋ｅ３ｄ１
Ｊ３３＝－２ｒｅ１ｃｏｓθ＋２ｒｄ１ｓｉｎθ－ｅ１ｄ２

由式（８）可知：约束方程中最高次数项为ｃｏｓ４θ。
若采用半角变换，则式（８）可变为一元八次代数方
程，故该机构位置正解方程在复数域最多存在 ８
组解。

２３２　方程求解算法
对于 ５次以上的一元高次方程，已证实无法进

行根式求解，只能得到近似解。由于在实际应用中

虚数解无实际意义，故仅需在实数域内对正解方程

采用遍历搜索法
［２０］
，即可求得全部实数解，具体步

骤如下：

（１）将搜索区间［０°，３６０°］等分为 Ｎ个子区间
（本文 Ｎ取 ３６００）。对每一子区间［θｉ，θｉ＋１］，计算
Ｈ（θｉ）和 Ｈ（θｉ＋１）的值，并判断它们是否异号，即计
算检查 λ＝Ｈ（θｉ）Ｈ（θｉ＋１）的正负号。若 λ＜０，则在
子区间［θｉ，θｉ＋１］内必存在某实数值可满足式（８），
用更加微小的角度增量进行搜索可得到 θ较精确的
值。

（２）检查全部 Ｎ个子区间，得到满足位置约束
方程（８）的全部实数解，从而得位置正解的全部实
数解。

３　数值实例

如图１所示，并联机器人机构的结构参数选为：
Ｒ＝１２ｍ，ｒ＝０６ｍ，ｌ１＝０４ｍ，ｌ２＝１８ｍ，ｌ３＝０３ｍ。
４个驱动副的输入量分别取为：φ１＝２０°，φ２ ＝３０°，
φ３＝６０°，φ４＝３６°。

根据上述位置正解模型和方程求解算法，利用

Ｍａｔｌａｂ软件编程计算，可求得全部实数解，共 ４组
（表３）。根据逆解验证，这 ４组解均为该机器人机
构位置正解。图２为这４组解对应的装配构型图。

表 ３　机构位置正解的全部实数解

Ｔａｂ．３　Ｒｅａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆｆｏｒｗａｒｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔ

序号 θ／（°） 坐标（ｘ，ｙ，ｚ）

１ ９９５４１ （－０５８２４，０１８００，２２１１４）

２ ２５０９３３５ （０３８０９，０９９０２，－０４６１８）

３ ３０１２６９３ （－０３８３１，０７７６３，１９９９８）

４ ３４９０８７５ （－００７８２，０５９２５，－１０９０４）

图 ２　对应的装配构型图

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｓｏｆｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ
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４　结论

（１）在机构设计过程中，应用本文提出的方位
特征集综合 优选方法，可减少经验、灵感等人为

因素。

（２）综合优选的３Ｔ１Ｒ并联机构具有全对称性、

可折叠性、承载能力强、工作空间大等特点，可开发

应用于高速抓放、定位装配、搬运、分拣、上下料等工

艺中。

（３）综合优选的 ３Ｔ１Ｒ并联机构位置逆解方程
可解析求解，且最多存在 １６组解；正解方程不能解
析求解，且最多存在８组解。
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