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类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的结构设计与刚度建模
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摘要：针对 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联机构工作空间内动平台转动能力较差这一问题，采用机构变异方法，提出了机构构型为

２ＲＰＵ＆１ＲＰＳ的类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块，并对其进行了结构设计。围绕所设计的类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块，借鉴子结构综

合思想，建立了该并联模块的刚度模型，并推导出动平台刚度矩阵的解析表达。分析了类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块在典型

位姿下的刚度性能，并将其与有限元仿真结果进行了对比。结果表明，所建解析模型具有较高计算精度，可用于机

构工作全域内刚度特性的快速预估。
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　　引言

与其他少自由度并联机构相比，Ｅｘｅｃｈｏｎ并联

机构因其被动关节数目少且存在过约束而具备良好

的刚度和动力学性能，近年来常作为核心功能模块

用于搭建５自由度混联机床，并已用于航空、航天大



型铝合金结构件的高速切削
［１－２］

。学术界和工业界

围绕 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块开展了大量研究，内容涉及
运动学

［３－５］
、刚度

［６－８］
和动力学

［９－１０］
等诸多方面。

从机 构 学 角 度 分 析，Ｅｘｅｃｈｏｎ并 联 模 块 为
２ＵＰＲ＆１ＳＰＲ并联机构。现有研究表明，该类并联机
构虽然具有良好的刚度和动力学特性，但其动平台

的转动能力较差，某些场合难以满足实际加工需

求
［４］
。鉴于此，笔者在 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块基础上，采

用机构变异方法，提出将 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块中 ３条
支链与动、静平台相连的被动关节互置，得到一类新

的并联装置，即类 Ｅｘｅｃｈｏｎ模块。
笔者在前期研究中，已证实在机构尺寸相同的

情况下，类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的工作空间与 Ｅｘｅｃｈｏｎ
并联模块相当，但具备更强的转动能力，在同一工作

平面上可达到更大的工作转角范围
［１１］
。在此基础

上，本文将进一步开展类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的结构
设计，并围绕所设计的结构开展其刚度建模研究，以

期在增强机构工作空间内转动能力的同时，保留

Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的高刚度特性。
为准确高效地揭示类 Ｅｘｅｃｈｏｎ这一新型装置的

刚度特性，本文采用有限元法（ＦＥＭ）［１２－１３］和虚拟
关节法（ＶＪＭ）［１４－１６］分别建立支链体和运动关节的
刚度模型，进而运用子结构法综合出类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并
联模块的静刚度解析模型，据此分析机构工作空间

内的刚度特性。与此同时，建立 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块
的有限元模型，对其典型位姿下的刚度进行数值模

拟，并与解析计算结果对比，以验证解析模型的计算

精度。

１　结构设计

１１　拓扑构型与运动学建模
图１所示为类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的机构运动简

图。

由图１可知，支链 １、２分别通过虎克铰 Ｕ和转
动副 Ｒ与动、静平台相连；支链 ３分别通过球铰 Ｓ
和转动副 Ｒ与动、静平台相连，故其为 ２ＲＰＵ＆１ＲＰＳ
并联机构。图 １中，△Ａ１Ａ２Ａ３和△Ｂ１Ｂ２Ｂ３分别表示
动、静平台，可设定为等腰直角三角形且∠Ａ１Ａ３Ａ２＝
∠Ｂ１Ｂ３Ｂ２＝９０°；Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３为转动副的几何中心，Ａ１
和 Ａ２分别为支链 １、２上虎克铰的几何中心，Ａ３为支
链３上球铰的几何中心，Ｃ１、Ｃ２、Ｃ３为各支链丝杠后
端支承轴承中点。

为方便分析，建立以下坐标系：在 Ａ１Ａ２中点 Ａ
处建立动平台连体坐标系 Ａｕｖｗ，其 ｕ轴从 Ａ指向
Ａ３，ｖ轴从 Ａ指向 Ａ２，ｗ轴由右手定则确定；在 Ｂ１Ｂ２
中点 Ｂ处建立惯性参考系 Ｂｘｙｚ，其 ｘ轴从 Ｂ指向

图 １　类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块机构运动简图

Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＥｘｅｖａｒｉａｎｔＰＫＭ
　
Ｂ３，ｙ轴从 Ｂ指向 Ｂ２，ｚ轴经由右手定则确定；在 Ｂｉ
处建立支链连体坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ（ｉ＝１，２，３），其 ｘｉ轴
与转动副旋转轴线重合，ｚｉ轴沿支链的方向，ｙｉ轴由
右手定则确定。为清晰表述，图 １中仅示出支链 １
的连体坐标系 Ｂ１ｘ１ｙ１ｚ１。

基于上述坐标系设定，经运动学推导给出动平

台连体坐标系 Ａｕｖｗ、支链连体坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ相对于
惯性坐标系 Ｂｘｙｚ的变换矩阵为

Ｒ０：Ｔｒａｎｓ（Ａｕｖｗ→Ｂｘｙｚ） （１）
Ｒｉ：Ｔｒａｎｓ（Ｂｉｘｉｙｉｚｉ→Ｂｘｙｚ） （２）

上述变换矩阵将用于刚度建模。篇幅所限，相

关参数的含意及详细推导参见文献［１１］。

１２　结构设计

图２为以类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块为核心功能部件
搭建的五坐标加工单元的结构示意图。

图 ２　类 Ｅｘｅｃｈｏｎ混联装置实体模型

Ｆｉｇ．２　ＡＣＡＤｍｏｄｅｌｏｆＥｘｅｖａｒｉａｎｔｍａｃｈｉｎｅ
１．静平台　２．支链３　３．Ｒ副　４．支链 １　５．Ｕ副　６．动平台　

７．２Ｒ转头　８．Ｓ副　９．支链２
　

由图２可知，该五坐标加工单元由类 Ｅｘｅｃｈｏｎ
并联模块和 ２自由度串联转头组成。其中，２自由
度转头可根据加工需求选取不同的功能模块，下文
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仅讨论类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的设计和刚度分析。
通过技术经济分析，确定 ＲＰＵ、ＲＰＳ支链的机

械结构设计方案如图 ３所示。其中，各运动支链由
Ｕ／Ｓ副、Ｒ副、滚珠丝杠、滑块、支链体和电动机等组
成。Ⅰ和Ⅱ分别为 ＡｉＤｉ和 ＤｉＣｉ段的等效截面。

图 ３　支链装配体结构示意图

Ｆｉｇ．３　ＡｓｓｅｍｂｌｙｏｆａＲＰＵ／ＲＰＳｌｉｍｂ
　

２　刚度建模

根据类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的结构特点，采用子
结构综合法，将其划分为动平台子系统、静平台子系

统和３个支链子系统，并作如下建模假设：①因动、
静平台刚度较大，故按刚体处理。②计入支链体的
结构柔性，将其视为具有规则截面（如图 ３所示Ⅰ、
Ⅱ）的空间梁。③计入各关节的变形，将其简化为
具有等效刚度且位于各关节几何中心的集中弹簧。

④忽略各关节处的摩擦、阻尼和间隙等非线性因素，
同时忽略机构运行时的刚体惯性力。

２１　支链子系统静力学方程
根据图３所示的支链装配体的装配关系和结构特

点，可大致将其分成３部分：支链体、Ｒ副、Ｕ／Ｓ副。

图 ４　支链的简化力学模型

Ｆｉｇ．４　Ｓｉｍｐｌｉｆｉｅｄｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆａｎｉｎｄｉｖｉｄｕａｌｌｉｍｂ

基于前述建模假设，可将支链简化为受两组具

有等效刚度的集中弹簧约束的规则截面空间梁，其

力学模型如图４所示。图中，ｋｒｘｉ、ｋｒｙｉ、ｋｒｚｉ和 ｋｒｕｉ、ｋｒｖｉ、
ｋｒｗｉ分别是支链 ｉ（ｉ＝１，２，３）上 Ｒ副的等效线刚度
和角刚度；ｋｓｘ、ｋｓｙ、ｋｓｚ和 ｋｓｕ、ｋｓｖ、ｋｓｗ分别是支链 ３上
Ｓ副的等效线刚度和角刚度；ｋｕｘｉ、ｋｕｙｉ、ｋｕｚｉ和 ｋｕｕｉ、ｋｕｖｉ、
ｋｕｗｉ分别是支链 ｉ（ｉ＝１，２）上 Ｕ副的等效线刚度和

角刚度。由关节约束特性有：ｋｓｕ ＝ｋｓｖ＝ｋｓｗ ＝０；
ｋｒｕｉ＝０；ｋｕｕｉ＝ｋｕｖｉ＝０。

采用２节点 １２自由度的空间梁单元对图 ４所
示的支链体进行网格划分

［１７］
，并保证 Ａｉ、Ｂｉ和 Ｃｉ为

其上的３个节点。计入边界条件，可给出 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ坐
标系下支链 ｉ的静力平衡方程

ｋｉｕｉ＝ｆｉ （３）
其中

ｕｉ＝［ε
Ｔ
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Ｂｉ … εＴＣｉ ξ

Ｔ
Ｃｉ］

Ｔ
（４）

　ｆｉ＝［ｆ
Ｔ
Ａｉ τ

Ｔ
Ａｉ … ｆＴＢｉ τ

Ｔ
Ｂｉ … ｆＴＣｉ τ

Ｔ
Ｃｉ］

Ｔ
（５）

式中　ｋｉ———支链坐标系中支链体的刚度矩阵
ｕｉ———支链坐标系中节点广义坐标列阵
ｆｉ———支链坐标系中节点广义外载列阵
εｊｉ、ξｊｉ———Ｂｉｘｉｙｉｚｉ中节点ｊｉ的线位移和角位移

（ｊ＝Ａ，Ｂ，Ｃ）
ｆｊｉ、τｊｉ———Ｂｉｘｉｙｉｚｉ中节点 ｊｉ的约束反力和约束

反力矩（ｊ＝Ａ，Ｂ，Ｃ）
各节点坐标与 ｕｉ存在变换关系

εＡｉ＝Ｎ
Ａ１
Ａｉｕｉ

ξＡｉ＝Ｎ
Ａ２
Ａｉｕ{

ｉ

（６）

εＢｉ＝Ｎ
Ｂ１
Ａｉｕｉ

ξＢｉ＝Ｎ
Ｂ２
Ａｉｕ{

ｉ

（７）

式中　ＮＡ１Ａｉ、Ｎ
Ａ２
Ａｉ———支链坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ中 ｕｉ相对于

Ａｉ节点坐标的变换矩阵

ＮＢ１Ａｉ、Ｎ
Ｂ２
Ａｉ———支链坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ中 ｕｉ相对于

Ｂｉ节点坐标的变换矩阵
将式（３）变换至惯性参考系 Ｂｘｙｚ可得

ＫｉＵｉ＝Ｆｉ （８）
Ｔｉ＝ｄｉａｇ［Ｒｉ，…，Ｒｉ］ （９）

Ｋｉ＝ＴｉｋｉＴ
Ｔ
ｉ

Ｕｉ＝Ｔｉｕｉ
Ｆｉ＝Ｔｉｆ

{
ｉ

（１０）

式中　Ｋｉ———Ｂｘｙｚ中支链的刚度矩阵
Ｕｉ———Ｂｘｙｚ中支链的位移列阵
Ｆｉ———Ｂｘｙｚ中支链的外载列阵
Ｒｉ———Ｂｉｘｉｙｉｚｉ相对于 Ｂｘｙｚ的变换矩阵
Ｔｉ———支链连体坐标系相对于惯性坐标系的

变换矩阵

２２　动平台子系统静力学方程
动平台的受力如图５所示。
图５中，ＦＰ和 τＰ分别为作用于动平台的外力

和外力矩；ＦＡｉ和 ＴＡｉ分别为支链作用于动平台的约
束反力和约束反力矩，且有

ＦＡｉ＝ＲｉｆＡｉ
ＴＡｉ＝Ｒｉτ{

Ａｉ

（１１）

９６３第 ３期　　　　　　　　　　　　路曼 等：类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块的结构设计与刚度建模



图 ５　动平台受力示意图

Ｆｉｇ．５　Ｆｏｒｃｅｄｉａｇｒａｍｏｆｐｌａｔｆｏｒｍ
　
设在坐标系 Ｂｘｙｚ下由点 Ｂ指向点 Ａｉ的向量为

ａｉ，则动平台的静力平衡方程为

∑
３

ｉ＝１
ＦＡｉ ＝ＦＰ

∑
３

ｉ＝１
ａｉ×ＦＡｉ＋∑

ｉ＝３

ｉ＝１
ＴＡｉ ＝τ

{
Ｐ

（１２）

２３　变形协调条件
动平台与支链间的位移关系如图 ６所示。图

中，ＡｉＭ和 ＡｉＬ分别表示耦合界面上动平台和支链上
的点；ΔＡｉ、δＡｉ和 εＡｉ、ξＡｉ分别表示支链坐标系 Ｂｉｘｉｙｉｚｉ
中 ＡｉＭ和ＡｉＬ的线位移和角位移。ｋｕ１ｉ＝ｄｉａｇ［ｋｕｘｉ　ｋｕｙｉ
　ｋｕｚｉ］和 ｋｕ２ｉ＝ｄｉａｇ［ｋｕｕｉ　ｋｕｖｉ　ｋｕｗｉ］分别是支链
ｉ（ｉ＝１，２）上 Ｕ 副 的 线 刚 度 和 角 刚 度；ｋｓ１ ＝
ｄｉａｇ［ｋｓｘ　ｋｓｙ　ｋｓｚ］和 ｋｓ２＝ｄｉａｇ［ｋｓｕ　ｋｓｖ　ｋｓｗ］分别
是支链３上 Ｓ副的等效线刚度和等效角刚度，并且
有 ｋｓ２＝０。

图 ６　动平台和支链间的位移关系图

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄｌｉｍｂ
　

动平台的弹性位移ＵＰ＝［ε
Ｔ
Ｐ ξＴＰ］

Ｔ
是由３条支

链的变形引起的，故 ＡｉＭ点处的弹性线位移 ΔＡｉ和
角位移 δＡｉ可表示为

ΔＡｉ＝Ｒ
Ｔ
ｉＤ

ｌｉＵＰ

δＡｉ＝Ｒ
Ｔ
ｉＤ

ａｉＵ{
Ｐ

（１３）

式中，Ｄｌｉ和 Ｄａｉ分别为动平台的弹性位移 ＵＰ相对于
ＡｉＭ点处的弹性线位移和角位移的变换矩阵，且有

Ｄｌｉ＝［Ｉ３×３ ａ^ｉ］

Ｄａｉ＝［ｄ Ｉ３×３{ ］
（１４）

式中　ｄ———维数为３×３的零矩阵
ａ^ｉ———向量 ａｉ的反对称矩阵

ａ^ｉ＝

０ ｚＡｉ －ｙＡｉ
－ｚＡｉ ０ ｘＡｉ
ｙＡｉ －ｘＡｉ











０

（１５）

式中　ｘＡｉ、ｙＡｉ、ｚＡｉ———点 Ａｉ在 Ｂｘｙｚ中的坐标分量
由动平台与支链间的位移关系，可给出两者间

的关节约束力和约束力矩

ｆＡｉ＝－ｋｕ１ｉ（Ｎ
Ａ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉＵｉ－Ｒ

Ｔ
ｉＤ

ｌｉＵＰ）

τＡｉ＝－ｋｕ２ｉ（Ｎ
Ａ２
ＢｉＴ

Ｔ
ｉＵｉ－Ｒ

Ｔ
ｉＤ

ａｉＵＰ{ ）
　（ｉ＝１，２）

（１６）
ｆＡ３＝－ｋｓ１（Ｎ

Ａ１
Ｂ３Ｔ

Ｔ
３Ｕ３－Ｒ

Ｔ
３Ｄ

ｌ３ＵＰ）

τＡ３{ ＝０
（１７）

类似地，可给出支链与静平台间的关节约束力

和约束力矩

ｆＢｉ＝－ｋｒ１ｉＮ
Ｂ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉＵｉ

τＢｉ＝－ｋｒ２ｉＮ
Ｂ２
ＢｉＴ

Ｔ
ｉＵ{

ｉ

（１８）

２４　系统的静力学方程
将式（１６）～（１８）代入式（８）、（１２），组装后可

得系统静力学方程

ＫＵ＝Ｆ （１９）
式中　Ｋ———惯性坐标系 Ｂｘｙｚ下系统刚度矩阵

Ｕ———惯性坐标系 Ｂｘｙｚ下系统位移列阵
Ｆ———惯性坐标系 Ｂｘｙｚ下系统外载列阵

其中，刚度矩阵 Ｋ可表示为分块矩阵的形式

Ｋ＝

Ｋ１，１ Ｋ１，４
Ｋ２，２ Ｋ２，４

Ｋ３，３ Ｋ３，４
Ｋ４，１ Ｋ４，２ Ｋ４，３ Ｋ４，













４

（２０）

式中，各分块矩阵为

Ｋｉ，ｉ＝

Ｒｉｋｕ１ｉＮ
Ａ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ

Ｒｉｋｕ２ｉＮ
Ａ２
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ



Ｒｉｋｒ１ｉＮ
Ｂ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ

Ｒｉｋｒ２ｉＮ
Ｂ２
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ

























０

＋Ｋｉ　（ｉ＝１，２）

Ｋ３，３＝

Ｒ３ｋｓ１Ｎ
Ａ１
Ｂ３Ｔ

Ｔ
３

０


Ｒ３ｋｒ１３Ｎ
Ｂ１
Ｂ３Ｔ

Ｔ
３

Ｒ３ｋｒ２３Ｎ
Ｂ２
Ｂ３Ｔ

Ｔ
３

























０

＋Ｋ





























３

（２１）
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Ｋ４，４＝

∑
２

ｉ＝１
Ｒｉｋｕ１ｉＲ

Ｔ
ｉＤ
ｌｉ＋Ｒ３ｋｓ１Ｒ

Ｔ
３Ｄ
ｌ３

∑
２

ｉ＝１
（ａｉ×Ｒｉｋｕ１ｉＲ

Ｔ
ｉＤ
ｌｉ＋Ｒｉｋｕ２ｉＲ

Ｔ
ｉＤ
ａｉ
）＋ａ３×Ｒ３ｋｓ１Ｒ

Ｔ
３Ｄ
ｌ












３

（２２）

Ｋｉ，４＝

－Ｒｉｋｕ１ｉＲ
Ｔ
ｉＤ

ｌｉ

－Ｒｉｋｕ２ｉＲ
Ｔ
ｉＤ

ａｉ











０

Ｋ４，ｉ＝
－Ｒｉｋｕ１ｉＮ

Ａ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ

－ａｉ×Ｒｉｋｕ１ｉＮ
Ａ１
ＢｉＴ

Ｔ
ｉ－Ｒｉｋｕ２ｉＮ

Ａ２
ＢｉＴ

Ｔ























ｉ

（ｉ＝１，２）

（２３）

Ｋ３，４＝
－Ｒ３ｋｓ１Ｒ

Ｔ
３Ｄ

ｌ３

[ ]０

Ｋ４，３＝
－Ｒ３ｋｓ１Ｎ

Ａ１
Ｂ３Ｔ

Ｔ
３

－ａ３×Ｒ３ｋｓ１Ｎ
Ａ１
Ｂ３Ｔ

Ｔ





















３

（２４）

对式（２０）取逆并提取其最后的 ６×６子矩阵，可得
动平台的柔度矩阵，再对其做一次逆运算即为动平

台的刚度矩阵。其数学表达式为

ＫＰ＝Ｔ
Ｔ
０［Ｋ

－１｜（Ｈ－１８ｎ）×（Ｈ－１８ｎ）］
－１Ｔ０ （２５）

其中 Ｔ０＝ｄｉａｇ［Ｒ０，Ｒ０］　Ｈ＝１８ｎ＋６
式中　ｎ———支链节点数

式（２５）给出了任意位姿下类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块
动平台的刚度解析表达。

３　实例分析

不失一般性，以图 ２所示的类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模
块为例，对其进行刚度分析。表 １、２分别给出了该
并联模块的几何参数和关节刚度参数。

表 １　类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块几何参数

Ｔａｂ．１　ＧｅｏｍｅｔｒｉｅｓｏｆＥｘｅｖａｒｉａｎｔＰＫＭ

ｒｐ／ｍｍ ｒｂ／ｍｍ ｓ／ｍｍ ｌ／ｍｍ ｗ０／ｍｍ ｗ１／ｍｍ

２２０ ６００ ４００ １４６０ ２１０ １８０

ｗ２／ｍｍ ｈ０／ｍｍ ｈ１／ｍｍ ｈ２／ｍｍ ψｍａｘ／（°） θｍａｘ／（°）

１６０ １７３ ８０ ６０ ±４０ ±４０

　　表 １中，ｒｐ、ｒｂ分别为动、静平台半径；ｓ为动平
台最大行程；ｌ表示支链长度；ｗ０和 ｈ０分别为矩形截
面Ⅰ的宽度和高度；ｗ１、ｗ２和 ｈ１、ｈ２分别为矩形截面

Ⅱ的宽度和高度；ψｍａｘ和 θｍａｘ分别为偏转角 ψ和俯仰
角 θ的最大值。

表２中，ｋｕｉｊ０（ｉ＝ｌ，ｓ，ｃ；ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ，ｗ）为虎克铰长
轴（ｌ）、短轴（ｓ）和交叉轴（ｃ）沿相关方向的线刚度
和角刚度；ｋｒｘ０、ｋｒｙ０和 ｋｒｚ０分别表示转动副在３个方向

的线刚度，ｋｒｖ０和 ｋｒｗ０分别为转动副绕其自身坐标系
ｙ、ｚ轴的角刚度；ｋｓｉｊ０（ｉ＝ｌ，ｓ，ｃ；ｊ＝ｘ，ｙ，ｚ）分别表
示球铰长轴（ｌ）、短轴（ｓ）和交叉轴（ｃ）沿相关方向
的线刚度。各刚度参数的取值可由有限元分析确

定。

表 ２　支链坐标系下各关节刚度系数

Ｔａｂ．２　Ｓｔｉｆｆｎｅｓｓｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓｏｆｊｏｉｎｔｓｉｎｌｏｃａｌｆｒａｍｅｓ

参数 数值 参数 数值

ｋｕｌｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） １１２ ｋｒｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ５３０

ｋｕｌｙ０／（Ｎ·μｍ
－１） ２１４ ｋｒｚ０／（Ｎ·μｍ

－１） １００６

ｋｕｌｚ０／（Ｎ·μｍ
－１） １００ ｋｒｖ０／（ＭＮ·ｍ·ｒａｄ

－１） １８

ｋｕｌｗ０／（ＭＮ·ｍ·ｒａｄ
－１） ２４ ｋｒｗ０／（ＭＮ·ｍ·ｒａｄ

－１） １８

ｋｕｓｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） ２３ ｋｓｌｘ０／（Ｎ·μｍ

－１） １１２

ｋｕｓｙ０／（Ｎ·μｍ
－１） ２３ ｋｓｌｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ２１４

ｋｕｓｚ０／（Ｎ·μｍ
－１） ６２３ ｋｓｌｚ０／（Ｎ·μｍ

－１） １００

ｋｕｓｗ０／（ＭＮ·ｍ·ｒａｄ
－１） １８ ｋｓｓｘ０／（Ｎ·μｍ

－１） ２３

ｋｕｃｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） ６７６ ｋｓｓｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ２３

ｋｕｃｙ０／（Ｎ·μｍ
－１） ４４６ ｋｓｓｚ０／（Ｎ·μｍ

－１） ６２３

ｋｕｃｚ０／（Ｎ·μｍ
－１） ３４８ ｋｓｃｘ０／（Ｎ·μｍ

－１） ６７６

ｋｕｃｗ０／（ＭＮ·ｍ·ｒａｄ
－１） １８ ｋｓｃｙ０／（Ｎ·μｍ

－１） ４４６

ｋｒｘ０／（Ｎ·μｍ
－１） ３８０ ｋｓｃｚ０／（Ｎ·μｍ

－１） ３４８

　　篇幅所限，仅分析机构位于极限位姿时（ｐｚ＝
１２００ｍｍ，θ＝０°，ψ＝０°）的刚度特性。由式（２５）求
得动平台在其连体坐标系下的刚度矩阵

ＫＰ＝

ｋ１１ ｋ１２ ｋ１３ ｋ１４ ｋ１５ ｋ１６
ｋ２１ ｋ２２ ｋ２３ ｋ２４ ｋ２５ ｋ２６
ｋ３１ ｋ３２ ｋ３３ ｋ３４ ｋ３５ ｋ３６
ｋ４１ ｋ４２ ｋ４３ ｋ４４ ｋ４５ ｋ４６
ｋ５１ ｋ５２ ｋ５３ ｋ５４ ｋ５５ ｋ５６
ｋ６１ ｋ６２ ｋ６３ ｋ６４ ｋ６５ ｋ





















６６

＝

１１８１８４ ０ －１７５５９２ ０ １８０４５１ ０
０ １４２６１８ ０ －２４８４０３ ０ ０６９１０

－１７５５９２ ０ １６６３５０２ ０ －３３２７００ ０
０ －２４８４０３ ０ ４４４４７１ ０ －０８２９２

１８０４５１ ０ －３３２７００ ０ ２９２６９７ ０



















０ ０６９１０ ０ －０８２９２ ０ ３４０８２

×１０６

（２６）
由式（２６）可知，刚度矩阵存在耦合项。为便于

分析，将对角线元素 ｋ１１、ｋ２２、ｋ３３定义为动平台沿 ｕ、
ｖ、ｗ方向的主线刚度，ｋ４４、ｋ５５、ｋ６６定义为动平台绕 ｕ、
ｖ、ｗ方向的主角刚度，而将非对角线元素定义为耦
合刚度。通过比较可发现，动平台沿 ｗ方向的线刚
度 ｋ３３远高于其沿 ｕ、ｖ方向的线刚度 ｋ１１和 ｋ２２，表明
该并联模块在 ｗ方向具有良好的抵抗外力变形的
能力。相反，动平台绕 ｗ方向的角刚度 ｋ６６远低于其
绕 ｕ、ｖ方向的角刚度 ｋ４４和 ｋ５５，显示该并联模块绕 ｗ
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方向抗扭能力较差。

为验证上述静刚度模型的计算精度，在 ＡＮＳＹＳ
Ｗｏｒｋｂｅｎｃｈ中建立图２所示并联模块的三维有限元

模型，并分别沿 ｕ、ｖ和 ｗ方向在动平台中心点 Ａ处
施加１０００Ｎ的外力，经静力分析得到相应方向的变
形，其结果如图７所示。

图 ７　类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块变形云图

Ｆｉｇ．７　ＤｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｏｆＥｘｅｖａｒｉａｎｔＰＫＭ
　
　　由图７可知，静平台的变形近似为零，表明刚度
建模时将静平台视为刚体这一假设是合理的。相

反，各支链前端变形较大，不应视为刚体，刚度建模

时需计入该环节柔性。此外，支链与动平台连接处

以及丝杠螺母副的变形较大，说明关节柔性对系统

整体性能具有决定性影响，在刚度建模时必须予以

重视。

根据图 ７所示的有限元静力分析结果，可进一
步计算出动平台沿 ｕ、ｖ、ｗ方向的主线刚度，其与解
析模型所得结果的对比如表３所示。

表 ３　解析法和有限元法刚度对比

Ｔａｂ．３　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆａｎａｌｙｔｉｃａｌａｎｄＦＥＭ ｒｅｓｕｌｔｓ

Ｎ／ｍ

方法 ｋ１１ ｋ２２ ｋ３３
解析法 １１８×１０７ １４３×１０７ １６６×１０８

有限元法 １２５×１０７ １４７×１０７ １８３×１０８

计算误差／％ ５６ ２７ ９３

　　由表３可知，由刚度模型所得的解析结果与由
有限元模型获得的数值结果存在差异，最大误差

为 ９３％。这可能是由于建模假设与实际模型存
在误差引起的。从图 ７所示的变形云图可以看
出，动、静平台也存在很小的弹性变形，为提高分

析精度，后续可进一步计入动、静平台的柔性。造

成误差的另一可能主要原因是关节的处理。建模

时将关节简化为具有等效刚度的各向同性的集中

弹簧，这与实际模型中的关节存在些许差异。但

需要指出的是，两种方法计算出的机构刚度的特

性是一致的，即 ｗ方向的刚度最大，ｖ方向线刚度
次之，ｕ方向线刚度最小。因此，在误差允许范围
内文中所建静刚度模型可以用于该类机构的刚度

特性预估。

４　结论

（１）采用机构变异方法，提出了类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联
模块，其机构构型为 ２ＲＰＵ＆１ＲＰＳ，完成了该类并联
装备的结构设计。

（２）借鉴子结构综合思想，建立了类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并
联模块刚度模型，推导出了动平台刚度的解析表达，

所提方法可进一步应用于其他少自由度并联装置的

刚度建模。

（３）分析了类 Ｅｘｅｃｈｏｎ并联模块在典型位姿下
的刚度特性，揭示了动平台刚度的耦合性。有限元

仿真验证表明，所建刚度模型具有较高的计算精度，

可用于并联模块的刚度性能预估。
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１４　ＺＨＡＮＧＤ，ＷＡＮＧＬ．Ｃｏｎｃｅｐｔｕａｌｄｅｖｅｌｏｐｍｅｎｔｏｆａｎｅｎｈａｎｃｅｄｔｒｉｐｏｄｍｅｃｈａｎｉｓｍｆｏｒｍａｃｈｉｎｅｔｏｏｌ［Ｊ］．ＲｏｂｏｔｉｃｓａｎｄＣｏｍｐｕｔｅｒ
ＩｎｔｅｇｒａｔｅｄＭａｎｕｆａｃｔｕｒｉｎｇ，２００５，２１（４）：３１８－３２７．

１５　ＭＡＪＯＵＦ，ＧＯＳＳＥＬＩＮＣ，ＷＥＮＧＥＲＰ，ｅｔａｌ．ＰａｒａｍｅｔｒｉｃｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎａｌｙｓｉｓｏｆｔｈｅＯｒｔｈｏｇｌｉｄｅ［Ｊ］．ＭｅｃｈａｎｉｓｍａｎｄＭａｃｈｉｎｅ
Ｔｈｅｏｒｙ，２００７，４２（３）：２９６－３１１．

１６　ＣＥＣＣＡＲＥＬＬＩＭ，ＣＡＲＢＯＮＥＧ．ＡｓｔｉｆｆｎｅｓｓａｎａｌｙｓｉｓｆｏｒＣａＰａＭａｎ（Ｃａｓｓｉｎｏｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ）［Ｊ］．ＭｅｃｈａｎｉｓｍａｎｄＭａｃｈｉｎｅ
Ｔｈｅｏｒｙ，２００２，３７（５）：４２７－４３９．

１７　ＤＡＶＩＤＨ．Ｆｕｎｄａｍｅｎｔａｌｓｏｆｆｉｎｉｔｅｅｌｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ［Ｍ］．ＮｅｗＹｏｒｋ：ＭｃＧｒａｗＨｉｌｌ，２０１４．
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