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摘要：为解决含子闭环的并联机构运动学建模问题，对含子闭环的机构进行界定。基于旋量运算得到子闭环中任

意两构件的相对速度和加速度，并将结果整理成广义螺旋的形式。将子闭环这种新的表示形式与其所在同一串联

支链中其他构件相对运动的传统旋量表示相结合，得到这类串联运动链的一、二阶影响系数。进而推导出含子闭

环并联机构的输入速度和加速度向末端构件旋量速度和加速度映射的通用公式。分别以含有 １自由度和 ２自由

度子闭环的 ２个并联机构为例进行仿真验证，结果证明所讨论的方法是正确的。
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　　引言

机构一般可分为开环机构（串联）和闭环机构

（关联），其中含子闭环的机构是比较特殊的一类。

合理引入子闭环，能够增加机构的灵活度和刚

度
［１］
，替代一些形式复杂的运动副

［２］
，既降低加工

难度又提高装配精度。子闭环杆件的相对运动规律

一般是非线性的
［３］
，这使含子闭环的机构运动学分

析的难度增加。

文献［４－６］研究了分支含子闭环机构的综合
方法及运动特性。叶伟等

［７－９］
基于子闭环综合了一

类变胞机构。文献［１０－１２］设计了分支含多种形
式子闭环的６自由度并联机构。以上研究只分析了
机构自由度和运动学位置解，没有揭示这类机构的

速度和加速度与广义输入间的映射关系，限制了此

类机构实用构型的设计。机构影响系数反映机构中

构件的速度和加速度与广义输入的本质关系。这一

概念由 Ｔｅｓａｒ［１３］首先提出，并得到串联机构的影响
系数。黄真

［１４］
以串联影响系数为基础得到了空间

多闭环机构的影响系数。建立影响系数的方法有很

多，其中通过旋量建立的影响系数，尤其是二阶影响

系数形式上更加简洁和系统
［１５－１７］

，编程计算时效率

明显提高。现有文献中影响系数的建立大多是对不

含子闭环机构而言
［１８－１９］

，对于含子闭环的机构还没

有通用的公式。处理这类机构主要还是通过对位置

矢量直接求导来获得构件速度和加速度与广义坐标

的关系，或者根据某些子闭环的特殊性找到等效虚

拟杆，再用一般方法进行求解
［２０－２１］

。如Ｄｅｌｔａ机构，
它的机构学本质是３ＲＵＵ机构，在其运动学分析中

常引入虚拟杆，正是将机构的分支还原为 ＲＵＵ支
链。张付祥等

［２２］
运用旋量理论分析了闭链级联式

机器人的运动学，但没有得到加速度的映射关系。

本文针对分支含子闭环的机构特别是含平面子

闭环的并联机构，运用旋量描述子闭环的运动，提出

子闭环广义螺旋的概念，并推导计算这类机构影响

系数的通用公式。

１　含子闭环的机构

广义上讲，任何多于两个环路的机构都可视为

含子闭环的机构，但显然这些机构并不都在本文的

研究范围之内。如图１ａ所示的３自由度平面机构，
当以杆６为末端件时，这是一个由 ２条分支组成的
并联机构，杆６左侧的分支含有一个 ６Ｒ子闭环，但
一般不会以这样的方式去分析该机构，而是将其视

为３ＲＲＲ平面并联机构处理，这是不含子闭环的机
构。对于图１ｂ和图 １ｃ所示的平面 ３自由度机构，
这仍然是含有３个分支的并联机构，其中第Ⅰ分支
含有一个子闭环。

比较图１中的３个机构可以发现，图 １ａ中的构
件０和构件７同时属于该机构的所有环路，而图 １ｂ
中只有构件０同时属于所有环路，图１ｃ中没有任何
一个构件同时属于所有环路。因此含子闭环的机构

界定方法如下：

（１）在开环机构中如果含有封闭环路，即为含
子闭环的串联机构。

（２）并联机构中如果存在 ２个构件同时属于所
有环路，则为不含子闭环的并联机构；否则，为含子

闭环的并联机构。

图 １　平面 ３自由度机构

Ｆｉｇ．１　Ｐｌａｎａｒ３ＤＯＦｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

２　平面闭环机构的广义螺旋

子闭环机构通过该环路中的两个构件与所在串

联支链的其他构件铰接，将子闭环中这两个构件称

为外联杆。外联杆可以是子闭环中任意两个构件，

只有表示出外联杆的相对运动，才能通过串联运动

链速度和加速度叠加法则得到末端构件的速度和加

速度。本文提出子闭环广义螺旋的概念，用来表示

外联杆的相对运动。

２１　单自由度平面闭环机构的广义螺旋
此种闭环主要是平面四杆机构，如图２所示，其

中杆３和杆１为外联杆。４个关节的运动副可以是
转动副或者移动副，但不能同时为移动副。在 ４个
关节变量中，只要有一个给定，机构位形便可确定

（理论上对应 ２个位形，但实际中总能确定其中
１个），将该关节变量视为此闭环机构的广义坐标，
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图 ２　平面四杆机构

Ｆｉｇ．２　Ｐｌａｎａｒｆｏｕｒｂａｒｌｉｎｋａｇｅ
　
区别于后面机构的广义坐标，称其为子广义坐标。

子闭环机构的子广义坐标可任意选取，如以 θ１为子
广义坐标，并记为 ｕ＝θ１，则杆 ３相对于杆 １的速度

可表示为
［２３］

１Ｖ３＝１Ｖ２＋２Ｖ３＝ｕ·＄ａ＋θ
·

２＄ｂ （１）
其中　　　　θ２＝ｆ（ｕ）

对 θ２求一阶和二阶导数得

θ
·

２＝ε１ｕ
·

θ
··

２＝ε１１ｕ
·ｕ· ＋ε１ｕ{ ··

（２）

其中 ε１＝
ｆ
ｕ
　　ε１１＝

２ｆ
ｕ２

将式（２）代入式（１）得
１Ｖ３＝ｕ·＄ｕ （３）

其中　 ＄ｕ＝＄ａ＋ε１＄ｂ
式中　 ＄ｕ———关于子广义坐标的广义螺旋

根据约束螺旋理论分析可知，任意瞬时平面四

杆机构内两构件的相对运动等效为轴线过其相对瞬

心的转动。将 ＄ｕ单位化得 ＄ｅ＝κ＄ｕ，＄ｅ即为当前

瞬时表示杆３和杆１相对转动的等效螺旋，θ
·

＝ｕ·／κ
为该转动角速度幅值。广义螺旋不是单位螺旋，它

与瞬时等效螺旋呈线性关系。

由文献［２３］可知，相邻铰接杆的相对旋量加速
度为

１Ａ２＝ｕ··＄ａ
２Ａ３＝θ··２＄{

ｂ

（４）

根据旋量加速度合成法则，杆 ３相对杆 １的旋
量加速度为

１Ａ３＝１Ａ２＋２Ａ３＋１Ｖ２×２Ｖ３＝

ｕ··＄ａ＋θ
··

２＄ｂ＋ｕ
·θ
·

２＄ａ×＄ｂ （５）
将式（２）代入式（５）并整理得
１Ａ３＝ｕ··（＄ａ＋ε１＄ｂ）＋ｕ

·ｕ·（ε１１＄ｂ＋ε１＄ａ×＄ｂ）

（６）
对式（３）进行旋量求导有

１Ａ３＝ｕ··＄ｕ＋ｕ
·ｕ·
＄ｕ
ｕ

（７）

比较式（６）和式（７）可知

＄ｕ
ｕ
＝ε１１＄ｂ＋ε１＄ａ×＄ｂ （８）

２２　多自由度平面闭环机构的广义螺旋
假设一个平面 ｎ自由度单闭环机构，如图 ３所

示。机构杆件数和关节数为 ｍ，２个外联杆分别为
杆１和杆 ｒ。

图 ３　平面 ｎ自由度单闭环机构

Ｆｉｇ．３　ＰｌａｎａｒｎＤＯＦｓｉｎｇｌｅｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
任取 ｎ个关节变量为子广义坐标，记为 ｕ１，ｕ２，

…，ｕｎ，其余 ｍ－ｎ个关节变量记为 ｖ１，ｖ２，…，ｖｍ－ｎ，
则

ｖ１＝ｆ１（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）

ｖ２＝ｆ２（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ）



ｖｍ－ｎ＝ｆｍ－ｎ（ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ













）

（９）

对式（９）求一阶导数得
ｖ·１＝ε

１ｕ·

ｖ·２＝ε
２ｕ·



ｖ·ｍ－ｎ＝ε
ｍ－ｎｕ













·

（１０）

其中 εｊ＝［εｊ１ εｊ２ … εｊｎ］　（ｊ＝１，２，…，ｍ－ｎ）

ｕ＝［ｕ１ ｕ２ … ｕｎ］Ｔ

εｊｉ＝
ｆｊ
ｕｉ
　（ｉ＝１，２，…，ｎ）

对式（１０）求导得
ｖ··１＝ε

１ｕ··＋ｕ·Ｔη１ｕ·

ｖ··２＝ε
２ｕ··＋ｕ·Ｔη２ｕ·



ｖ··ｍ－ｎ＝ε
ｍ－ｎｕ··＋ｕ·Ｔηｍ－ｎｕ













·

（１１）

其中

ηｊ＝

εｊ１
ｕ１

εｊ２
ｕ１

…
εｊｎ
ｕ１

εｊ１
ｕ２

εｊ２
ｕ２

…
εｊｎ
ｕ２

  

εｊ１
ｕｎ

εｊ２
ｕｎ

…
εｊｎ
ｕ























ｎ

任取一条连接杆 １和杆 ｒ的支链，图 ３中选取
机构左侧这条支链，则杆 ｒ相对于杆１的速度为
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１Ｖｒ＝１Ｖ２＋２Ｖ３＋… ＋ｒ－１Ｖｒ （１２）
其中 １Ｖ２＝θ

·

１＄
ｃ
１

２Ｖ３＝θ
·

２＄
ｃ
２



ｒ－１Ｖｒ＝θ
·

ｒ－１＄
ｃ
ｒ













－１

（１３）

式中　 ＄ｃｉ———该支链各关节运动副的螺旋
假设在这 ｒ－１个关节变量中包含 ｓ个非子广

义坐标，０≤ｓ≤ｍ－ｎ。不妨令前 ｒ－ｓ－１个关节变
量为子广义坐标 ｕ１，ｕ２，…，ｕｒ－ｓ－１，后面 ｓ个关节变
量为非子广义坐标 ｖ１，ｖ２，…，ｖｓ，且刚好为式（９）中
的前 ｓ项。根据式（１０），式（１３）可改写为

１Ｖ２＝＄ｃ１ｕ
·

１



ｒ－ｓ－１Ｖｒ－ｓ＝＄ｃｒ－ｓ－１ｕ
·

ｒ－ｓ－１

ｒ－ｓＶｒ－ｓ＋１＝＄ｃｒ－ｓε
１ｕ·



ｒ－１Ｖｒ＝＄ｃｒ－１ε
ｓｕ













 ·

（１４）

将式（１４）代入式（１２）并整理得
１Ｖｒ＝ｕ·１＄ｕ１＋ｕ

·

２＄ｕ２＋… ＋ｕ
·

ｎ＄ｕｎ （１５）
其中 ＄ｕ１＝＄

ｃ
１＋［＄

ｃ
ｒ－ｓ … ＄ｃｒ－１］ε１

＄ｕ２＝＄
ｃ
２＋［＄

ｃ
ｒ－ｓ … ＄ｃｒ－１］ε２



＄ｕｒ－ｓ－１＝＄
ｃ
ｒ－ｓ－１＋［＄

ｃ
ｒ－ｓ … ＄ｃｒ－１］εｒ－ｓ－１

＄ｕｒ－ｓ＝［＄
ｃ
ｒ－ｓ … ＄ｃｒ－１］εｒ－ｓ



＄ｕｎ＝［＄
ｃ
ｒ－ｓ … ＄ｃｒ－１］ε



















ｎ

εｉ＝［ε
１
ｉ ε２ｉ … εｓｉ］

Ｔ
（１６）

式中　 ＄ｕ１、＄ｕ２、…、＄ｕｎ———该支链关于此闭环机
构子广义坐标的广义

螺旋

对式（１２）求旋量导数得
１Ａｒ＝１Ａ２＋２Ａ３＋… ＋ｒ－１Ａｒ＋

１Ｖｒ－１×ｒ－１Ｖｒ＋１Ｖｒ－２×ｒ－２Ｖｒ－１＋… ＋１Ｖ２×２Ｖ３

（１７）
其中

　　　

１Ａ２＝＄ｃ１ｕ
··

１



ｒ－ｓ－１Ａｒ－ｓ＝＄ｃｒ－ｓ－１ｕ
··

ｒ－ｓ－１

ｒ－ｓＡｒ－ｓ＋１＝＄ｃｒ－ｓ（ε
１ｕ··＋ｕ·Ｔη１ｕ·）



ｒ－１Ａｒ＝＄ｃｒ－１（ε
ｓｕ··＋ｕ··Ｔηｓｕ·















）

（１８）

将式（１８）代入式（１７），由式（１２）和式（１４）求
得各速度项，并考虑式（１６）可得

１Ａｒ＝［＄ｕ１ ＄ｕ２ … ＄ｕｎ］ｕ
··＋

　ｕ·Ｔ（＄ｃｒ－ｓη
１＋… ＋＄ｃｒ－１η

ｓ＋ＱＴＨｃＱ）ｕ· （１９）
其中

Ｑ＝

Ｉｒ－ｓ－１Ｏ（ｒ－ｓ－１）×（ｎ－ｒ＋ｓ＋１）

ε１１×ｎ


εｓ１×













ｎ （ｒ－１）×ｎ

Ｈｃ＝
＄ｃｉ×＄

ｃ
ｊ （ｉ＜ｊ，ｉ，ｊ＝１，２，…，ｒ－１）

０ （其他{ ）

式中，“”表示广义标量积运算符号。
对式（１５）求旋量导数有

１Ａｒ＝Ｇｕｕ
··＋ｕ·ＴＨｕｕ

·
（２０）

其中 Ｇｕ＝［＄ｕ１ ＄ｕ２ … ＄ｕｎ］

Ｈｕ＝

＄ｕ１
ｕ１

…
＄ｕｎ
ｕ１

 

＄ｕ１
ｕｎ

…
＄ｕｎ
ｕ















ｎ ６×ｎ×ｎ

比较式（１９）和式（２０）可得
　Ｈｕ＝＄

ｃ
ｒ－ｓη

１＋… ＋＄ｃｒ－１η
ｓ＋ＱＴＨｃＱ （２１）

以上推导过程可以扩展到平面多环路子闭环机

构。如果子闭环是一个空间机构，即一个局部并联

机构，以上求解思想是可行的，但在具体形式上会非

常复杂，因为要涉及并联机构位置正解的问题。

３　含子闭环的串联机构运动学分析

３１　含单个子闭环的串联机构运动影响系数

串联运动链中含单个子闭环的一般形式如

图４所示。

图 ４　含单个平面子闭环的串联运动链

Ｆｉｇ．４　Ｓｅｒｉａｌｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｗｉｔｈａｐｌａｎａｒｓｕｂｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
　
杆 Ｍ相对于杆０（参考系）的速度为

０ＶＭ＝０Ｖ１＋… ＋ｋＶｋ＋１＋… ＋Ｍ－１ＶＭ （２２）
将式（１５）中上标１替换为 ｋ，ｒ替换为 ｋ＋１，则

ｋＶｋ＋１＝Ｇｕｕ
·

（２３）
式（２２）写成旋量的形式为

０ＶＭ＝φ
·

１＄１＋… ＋Ｇｕｕ
· ＋… ＋φ

·

Ｍ＄Ｍ （２４）
将子闭环外的 Ｍ－１个变量连同子闭环的 ｎ个

子广义坐标依次重新编号，则 Ｇｕ＝［＄ｕ１… ＄ｕｎ］，

９４３第 １２期　　　　　　　　　　　　　　陈宇航 等：含子闭环的并联机构运动学分析



ｕ＝［ｕ１…ｕｎ］
Ｔ
变为 Ｇｕ＝［＄ｋ＋１… ＄ｋ＋ｎ］，ｕ＝［φｋ＋１

…φｋ＋ｎ］
Ｔ
。原 ＄ｋ＋ｉ、φｋ＋ｉ变为 ＄ｋ＋ｎ＋ｉ－１、φｋ＋ｎ＋ｉ－１，ｉ＝

２，３，…，（Ｍ－ｋ）。令 Ｎ＝Ｍ－１＋ｎ，式（２４）可写成

０ＶＭ＝Ｇφφ
·

（２５）

其中 Ｇφ＝［＄１… ＄Ｎ］　　φ＝［φ１…φＮ］
Ｔ

式中　Ｇφ———含子闭环的串联机构一阶影响系数
对式（２２）求旋量导数得

０ＡＭ＝０Ａ１＋… ＋ｋＡｋ＋１＋… ＋Ｍ－１ＡＭ＋

ＬＭ（Ｖ）＋… ＋Ｌ２（Ｖ） （２６）

其中 Ｌｉ（Ｖ）＝
０Ｖｉ－１×ｉ－１Ｖｉ　（ｉ＝２，３，…，Ｍ）

ｋＡｋ＋１由式（２０）替换上标后求得。将式（２０）与
式（２３）代入式（２６），并按新的编号次序得到
０ＡＭ＝φ··１＄１＋… ＋Ｇｕｕ

··＋ｕ·ＴＨｕｕ
· ＋… ＋φ··Ｎ＄Ｎ＋φ

·ＴＨ１φ
·

（２７）
其中
　　 　Ｈ１＝

＄ｉ×＄ｊ　（ｉ，ｊ＝１，２，…，Ｎ） （ｉ＜ｊ）

０ （其他{ ）

将式（２７）中 Ｈｕ扩展为 Ｎ×Ｎ的 ６维矢量矩阵
得

Ｈ２＝ ＯＮ×ｋ

Ｏｋ×ｎ
Ｈｕ

Ｏ（Ｍ－ｋ－１）×




ｎ

ＯＮ×（Ｍ－ｋ－１






















）

６×Ｎ×Ｎ

（２８）

则有 ｕ·ＴＨｕｕ
· ＝φ

·ＴＨ２φ
·

（２９）

将式（２９）代入式（２７）并整理成熟悉的形式得
０ＡＭ＝Ｇφφ

··

＋φ
·ＴＨφφ

·

（３０）
其中 Ｈφ＝Ｈ１＋Ｈ２
式中　Ｈφ———含子闭环串联机构的二阶运动影响

系数

３２　含多个子闭环的串联机构运动影响系数

假设机构中含有 ｗ个子闭环，如图５所示。

图 ５　含多个子闭环的串联运动链

Ｆｉｇ．５　Ｓｅｒｉａｌｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎｗｉｔｈｍｕｌｔｉｐｌａｎａｒ

ｓｕｂｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ
　
每个子闭环的子广义坐标数为 ｎｉ，ｉ＝１，２，…，

ｗ。杆 Ｍ的速度和加速度仍然表示为式（２５）和

式（３０）的形式。令 Ｎ＝Ｍ－ｗ＋∑
ｗ

ｉ＝１
ｎｉ，此时 Ｇφ中

含有Ｍ－ｗ个一般螺旋和 ｗ组子闭环的广义螺旋。
式（３０）的 Ｈφ变为

Ｈφ＝Ｈ１＋∑
ｗ

ｉ＝１
Ｈｉ２ （３１）

其中

　　Ｈｉ２＝ ＯＮ×ｃｉ

Ｏｃｉ×ｎｉ
Ｈｉｕ

Ｏ（Ｎ－ｃｉ－ｎｉ）×ｎ




ｉ

ＯＮ×（Ｎ－ｃｉ－ｎｉ

























）

６×Ｎ×Ｎ

式中　ｃｉ———第 ｉ个子闭环之前的变量数

４　含子闭环的并联机构运动学分析

以６自由度并联机构为例，机构有６条分支，每
一分支 Ｎ＝６。在每个分支中任取一个关节变量（包
括子闭环内）作为机构的输入，即机构广义坐标，记

为 ｑｉ，ｉ＝１，２，…，６。令 ｑ＝［ｑ１ ｑ２ … ｑ６］Ｔ。
由式（２５）和式（３０）得到各分支的 Ｇφ和 Ｈφ，记

为 Ｇｉφ和 Ｈ
ｉ
φ，在不奇异的情况下 Ｇ

ｉ
φ为 ６×６满秩矩

阵，Ｇ（－１）ｉφ 存在，参照文献［２４］有

Ｖ＝Ｇｑｑ
·

Ａ＝Ｇｑｑ
··＋ｑ·ＴＨｑｑ{ ·

（３２）

式中　Ｖ、Ａ———上平台旋量速度、加速度
Ｇｑ、Ｈｑ———含子闭环并联机构的一、二阶影

响系数

５　数值算例

以６ （ＰＲＲＲ）ＵＳ和 ５ ＵＰＳ／（ＲＰＲＲＲ）ＲＳ机
构为例，在机构位置解得到的基础上，根据理论推导

在 Ｍａｔｌａｂ中编程计算机构的输入速度和加速度，并
在 ＡＤＡＭＳ中进行运动仿真，将仿真结果与编程得
到的结果进行比较。

５１　６ （ＰＲＲＲ）ＵＳ机构仿真验证
如图６所示，该机构有６条结构相同的分支，各

分支中含有一个 ＰＲＲＲ平面闭环四杆机构，这是一
个单自由度的子闭环。坐标系｛Ｏ｝为固定参考系，
原点位于下平台几何中心，ｘ轴平行于 Ｅ１Ｅ２并指向
Ｅ１，ｚ轴竖直向上；坐标系｛Ｐ｝固连于上平台，原点位
于上平台中心，初始位置｛Ｐ｝系与｛Ｏ｝系各坐标轴
平行。

图 ７为分支机构简图，｛Ｆｉ｝为分支坐标系。
分支呈规律分布，已知一条分支的结构参数，其余

分支对应点坐标可确定。分支 １结构参数如表 １
所示。

子闭环的子广义坐标为 ＡｉＦｉ长，记为 ｌＡｉＦｉ。在
某一分支内省略下标，由闭环几何关系可得

θ＝ａｒｃｃｏｓ
ｌ２
ＡＤ
＋ｌ２

ＡＥ
－ｌ２

ＤＥ

２ｌＡＤｌＡＥ
－ａｒｃｔａｎ

ｌＡＦ
ｌＦＥ

（３３）
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图 ６　６ （ＰＲＲＲ）ＵＳ机构简图

Ｆｉｇ．６　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ６ （ＰＲＲＲ）ＵＳｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

图 ７　（ＰＲＲＲ）ＵＳ分支简图

Ｆｉｇ．７　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ（ＰＲＲＲ）ＵＳｌｉｍｂ
　
式（３３）对闭环子广义坐标求偏导得到式（２）中

的 ε１、ε１１，根据式（１６）求得子闭环的广义螺旋。

表 １　分支 １结构参数

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｌｉｍｂ１ ｍｍ

参数 ｌＦ１Ｅ１ ｌＥ１Ｄ１ ｌＡ１Ｄ１ ｌＡ１Ｃ１ ｌＣ１Ｂ１
数值 ３２５ ２８０ ２８０ ４６０ ６７１

　　取各分支输入为 ｑｉ＝ｌＡｉＦｉ，ｑ＝［ｑ１　ｑ２　…　

ｑ６］
Ｔ
。给定上平台运动规律如表２所示。

表 ２　上平台运动规律

Ｔａｂ．２　Ｍｏｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

ｘｙｚ欧拉角／（°） Ｐ点位移／ｍｍ

α＝３ｓｉｎ（πｔ）

β＝３ｓｉｎ（０５πｔ）

γ＝２ｓｉｎπ
ｔ{
３

Ｐｘ＝１０ｓｉｎ（πｔ）

Ｐｙ＝２０ｓｉｎ（０５πｔ）

Ｐｚ＝３０ｓｉｎ
πｔ
３

{ ＋７８０

　　依据理论推导在 Ｍａｔｌａｂ中编程计算，得输入速
度和加速度变化曲线如图８ａ和图９ａ所示。上平台
以相同的运动规律在 ＡＤＡＭＳ中进行运动仿真，仿
真结果如图８ｂ和图９ｂ所示。对比理论计算与仿真
结果，曲线变化趋势及取值范围一致。将仿真结果

导入 Ｍａｔｌａｂ中，计算仿真结果与理论结果在任意时
刻的误差，速度与加速度的误差均在 ±５×１０－５范围
内，可认为理论结果与仿真结果完全吻合。说明利

用广义螺旋建立的速度加速度映射模型是正确的。

图 ８　输入速度曲线

Ｆｉｇ．８　Ｉｎｐｕｔｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｓ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算　（ｂ）ＡＤＡＭＳ仿真

　
５２　５ ＵＰＳ／（ＲＰＲＲＲ）ＲＳ机构仿真验证

机构如图１０所示。分别在上、下平台建立动系
｛Ｐ｝和固定参考系｛Ｏ｝。ｘ轴平行于 Ａ２Ａ３，ｚ轴竖直
向上。初始位置动系相对定系的高度为 ３００ｍｍ，坐
标轴与定系对应轴平行。上、下平台铰链点在 ｘＯｙ
（ｘｐＰｙｐ）平面的投影如图 １１所示，图中给出了铰链
点的坐标。机构的（ＲＰＲＲＲ）ＲＳ分支含有一个
ＲＰＲＲＲ平面五杆子闭环，这是一个 ２自由度机构，
如图１２所示，其中已知杆件长度列于表３。

在子闭环中，通过 Ａ０Ｃ支链表示杆 ＣＤ相对杆
Ａ０Ａ１的运动，取该支链前 ２个关节变量为子闭环的
子广义坐标。由闭环机构的几何关系可得

θ＝ａｒｃｃｏｓ
ｕ２２＋Ａ１Ｃ

２－Ａ０Ａ
２
１

２ｕ２ｌＡ０Ａ１
＋

ａｒｃｃｏｓ
Ａ１Ｃ

２＋ＣＤ２－Ａ１Ｄ
２

２ｌＡ１ＣｌＣＤ
（３４）

其中 Ａ１Ｃ＝ ｕ２２＋Ａ０Ａ１－２ｕ２ｌＡ０Ａ１ｃｏｓｕ槡 １

式（３４）对 ｕ１、ｕ２求偏导数得闭环机构的广义螺
旋。由式（２０）、（２１）可求得闭环机构的 Ｇｕ和 Ｈｕ，
再由式（２５）、（２７）、（２８）和式（３０）可得该分支的
Ｇ１φ和 Ｈ

１
φ。其他分支不含子闭环，按一般方法求解。

取各分支的移动副为机构输入，可求得机构的 Ｇ和
Ｈ，得到上平台运动与机构输入的映射关系。
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图 ９　输入加速度曲线

Ｆｉｇ．９　Ｉｎｐｕｔａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算　（ｂ）ＡＤＡＭＳ仿真

　

图 １０　５ ＵＰＳ／（ＲＰＲＲＲ）ＲＳ机构简图

Ｆｉｇ．１０　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ５ ＵＰＳ／（ＲＰＲＲＲ）ＲＳｍｅｃｈａｎｉｓ
　

图 １１　铰链点 Ａｉ和 Ｂｉ在平面 ｘＯｙ内的投影

Ｆｉｇ．１１　ＰｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｐｏｉｎｔｓＡｉａｎｄＢｉｉｎｐｌａｎｅｘＯｙ
　

图 １２　（ＲＰＲＲＲ）ＲＳ分支机构简图

Ｆｉｇ．１２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ（ＲＰＲＲＲ）ＲＳｌｉｍｂ
　
　　给定上平台运动规律如表 ４所示，通过理论计
算和 ＡＤＡＭＳ仿真得到机构输入速度和加速度变化
曲线如图１３、图１４所示。可以看出，理论计算结果

与仿真结果高度一致，误差仍在 ±５×１０－５范围内。

表 ３　子闭环分支结构参数

Ｔａｂ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｓｕｂｃｌｏｓｅｄｌｏｏｐ

ｍｍ

参数 ｌＡ０Ａ１ ｌＡ１Ｄ ｌＣＤ ｌＥＢ１
数值 ２００ ２８０ ２４０ ６７１

表 ４　上平台运动规律

Ｔａｂ．４　Ｍｏｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

ｘｙｚ欧拉角／（°） Ｐ点位移／ｍｍ

α＝５ｓｉｎ（πｔ）

β＝２ｓｉｎ（０５πｔ）

γ＝ｓｉｎπ
ｔ{
３

Ｐｘ＝１０ｓｉｎ（πｔ）

Ｐｙ＝２０ｓｉｎ（０５πｔ）

Ｐｚ＝５ｓｉｎ
πｔ{
３

图 １３　输入速度曲线

Ｆｉｇ．１３　Ｉｎｐｕｔｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｓ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算　（ｂ）ＡＤＡＭＳ仿真
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图 １４　输入加速度曲线

Ｆｉｇ．１４　Ｉｎｐｕｔａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算　（ｂ）ＡＤＡＭＳ仿真

　
　　通过５１和５２节可以看出本文提出的广义螺
旋方法，对于分支含有平面子闭环的并联机构建立

运动学模型是有效的，该方法也适用于含有形式较

简单的空间子闭环机构。

６　结束语

对含子闭环的机构进行界定，制定这类机构的

判别方法。提出广义螺旋的概念，得到由广义螺旋

表示的 ｎ自由度平面闭环机构外联杆间的相对速度
和相对加速度。基于子闭环运动的广义螺旋表示求

得含单个子闭环和多个子闭环串联机构的一阶、二

阶影响系数，并进一步得到含子闭环并联机构的运

动影响系数。本文所得结论是对旋量理论的拓展，

为含子闭环的空间机构运动学建模提供一种参考方

法，促进含多种形式子闭环机构的综合与设计。
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