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摘要：针对 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ４自由度冗余驱动并联机构的刚体动力学建模问题，基于拉格朗日方程建立冗余驱动并

联机构动力学模型。首先，推导出 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构系统的动能表达式、势能表达式和作用于并联

机构非保守力的等效广义力；然后，应用拉格朗日法建立 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构的动力学模型，为并联

机构驱动力的求解以及整个机构的动力学分析奠定基础；最后结合算例，采用 Ｍａｔｌａｂ编程对动力学模型进行数值

计算并绘制了机构驱动杆驱动力变化曲线，将上述分析结果与 ＡＤＡＭＳ虚拟仿真结果对比验证了所建动力学模型

的正确性。研究不仅为 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ４自由度冗余驱动并联机构动力学优化设计和控制等后续研究提供了理论

依据，也为其他冗余驱动并联机构的动力学建模提供了可行的方法。

关键词：冗余驱动并联机构　刚体动力学模型　拉格朗日方法　４自由度

中图分类号：ＴＰ２４１；ＴＨ１１２ 文献标识码：Ａ 文章编号：１０００１２９８（２０１５）１２０３２９０８

收稿日期：２０１５ ０３ ２５　修回日期：２０１５ ０４ ２７

国家自然科学基金资助项目（５１００５１３８）、山东省优秀中青年科学家科研奖励基金资助项目（ＢＳ２０１２ＺＺ００８）、山东省泰山学者建设工程
专项资金资助项目（ｔｓｈｗ２０１３０９５６）、山东科技大学杰出青年基金资助项目（２０１１ＫＹＪＱ１０２）和山东科技大学研究生创新基金资助项目
（ＹＣＡ１２０３２９）

作者简介：陈修龙，副教授，博士生导师，主要从事并联机器人及其动力学研究，Ｅｍａｉｌ：ｃｘｌｄｙ９９＠１６３．ｃｏｍ

ＲｉｇｉｄＤｙｎａｍｉｃｓＭｏｄｅｌｉｎｇｏｆＲｅｄｕｎｄａｎｔＡｃｔｕａｔｉｏｎＰａｒａｌｌｅｌ
ＭｅｃｈａｎｉｓｍＢａｓｅｄｏｎＬａｇｒａｎｇｅＭｅｔｈｏｄ

ＣｈｅｎＸｉｕｌｏｎｇ１　ＳｕｎＤｅｃａｉ１　ＷａｎｇＱｉｎｇ２

（１．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＭｅｃｈａｎｉｃａｌａｎｄＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ，ＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｑｉｎｇｄａｏ２６６５９０，Ｃｈｉｎａ

２．ＣｏｌｌｅｇｅｏｆＣｉｖｉｌＥｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇａｎｄＡｒｃｈｉｔｅｃｔｕｒｅ，ＳｈａｎｄｏｎｇＵｎｉｖｅｒｓｉｔｙｏｆＳｃｉｅｎｃｅａｎｄＴｅｃｈｎｏｌｏｇｙ，Ｑｉｎｇｄａｏ２６６５９０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｔｏｒｅａｌｉｚｅｔｈｅｒｉｇｉｄｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆａｎｏｖｅｌ４ ＵＰＳ（ｕｎｉｖｅｒｓａｌｊｏｉｎｔｓｐｒｉｓｍａｔｉｃｐａｉｒｓ
ｓｐｈｅｒｉｃａｌｊｏｉｎｔｓ） ＲＰＵ（ｒｅｖｏｌｕｔｉｏｎｊｏｉｎｔｓ ｐｒｉｓｍａｔｉｃｐａｉｒｓ ｕｎｉｖｅｒｓａｌｊｏｉｎｔｓ）ｓｐａｔｉａｌ４ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍ
ｒｅｄｕｎｄａｎｔａｃｔｕａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ，ｔｈｅＬａｇｒａｎｇｅｍｅｔｈｏｄｗａｓａｄｏｐｔｅｄ．Ｆｉｒｓｔｌｙ，ｔｈｅｅｘｐｒｅｓｓｉｏｎｏｆ
ｋｉｎｅｔｉｃｅｎｅｒｇｙａｎｄｐｏｔｅｎｔｉａｌｅｎｅｒｇｙｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｒｅｄｕｎｄａｎｔａｃｔｕａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｅｒｅ
ｅｄｕｃｅｄ，ａｎｄｔｈｅｅｑｕｉｖａｌｅｎｔｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｆｏｒｃｅｏｆｎｏｎｃｏｎｓｅｒｖａｔｉｖｅｆｏｒｃｅｗａｓａｎａｌｙｚｅｄ．Ｓｅｃｏｎｄｌｙ，ｔｈｅ
ｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｒｅｄｕｎｄａｎｔａｃｔｕａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗａｓｅｓｔａｂｌｉｓｈｅｄｂｙｔｈｅ
Ｌａｇｒａｎｇｅｍｅｔｈｏｄ，ｗｈｉｃｈｗａｓｔｈｅｆｏｕｎｄａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅａｎｄｄｙｎａｍｉｃａｎａｌｙｓｉｓ．
Ｆｉｎａｌｌｙ，ｔｈｅｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅｓｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｓｐａｔｉａｌ４ｄｅｇｒｅｅｏｆｆｒｅｅｄｏｍｒｅｄｕｎｄａｎｔａｃｔｕａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ ｗｅｒｅｓｏｌｖｅｄｂｙｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎａｎｄｖｉｒｔｕａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｃｏｍｂｉｎｅｄｗｉｔｈｅｘａｍｐｌｅｓ，
ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｒｅｓｕｌｔｓｏｂｔａｉｎｅｄｂｙｓｏｌｖｉｎｇｔｈｅｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｏｆｔｈｅ４ ＵＰＳ ＲＰＵｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍｂｙＭａｔｌａｂｗｅｒｅｉｎａｇｒｅｅｍｅｎｔｗｅｌｌｗｉｔｈｔｈｅｖｉｒｔｕａｌｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｓｂｙＡＤＡＭＳ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓ
ｃａｎｐｒｏｖｉｄｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｂａｓｉｓｆｏｒｄｙｎａｍｉｃｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎｄｅｓｉｇｎａｎｄｃｏｎｔｒｏｌｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵｐａｒａｌｌｅｌ
ｍｅｃｈａｎｉｓｍ，ａｎｄａｌｓｏｓｕｇｇｅｓｔａｗａｙｏｆｔｈｉｎｋｉｎｇａｂｏｕｔｒｉｇｉｄｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌｉｎｇｆｏｒｏｔｈｅｒｒｅｄｕｎｄａｎｔ
ａｃｔｕａｔｉｏｎｓｐａｔｉａｌｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｒｅｄｕｎｄａｎｔａｃｔｕａｔｉｏｎｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ　Ｒｉｇｉｄｄｙｎａｍｉｃｓｍｏｄｅｌ　Ｌａｇｒａｎｇｅｍｅｔｈｏｄ　

４ＤＯＦ



　　引言

冗余驱动并联机构是输入构件数目多于输出构

件自由度数的并联机构，由于它具有更大的承载能

力、更高刚度和更高的定位精度等，受到了工业界和

学者们的广泛关注，已成为国际机器人和机构学领

域的研究热点
［１－４］

。

并联机构的刚体动力学模型是动力学性能分析

评价、优化设计和控制的基础，一直是国内外学者的

研究重点和难点，迄今已形成了基于牛顿 欧拉法、

虚功原理和凯恩方程法等的并联机构动力学建模方

法
［５－９］

。目前虽然国内外学者对非冗余并联机构的

刚体动力学进行了较深入研究，取得了一批有价值

的研究成果，但针对冗余驱动并联机构刚体动力学

建模的研究还相对较少
［１０－１５］

，已有的研究大都是基

于牛顿 欧拉和凯恩法的建模方法
［１６］
。牛顿 欧拉

法适合于简单系统的动力学建模，推导过程烦琐，计

算量较大；凯恩法较难理解和掌握，计算过程复杂。

拉格朗日方法是适用于复杂系统的一种动力学建模

方法，它从能量的角度出发，推导过程简便，得到的

动力学方程形式相对简单，物理意义明确。因此需

要建立一套适用于冗余驱动空间并联机构的刚体动

力学拉格朗日建模方法，以推动冗余驱动并联机构

的发展与实际应用。

本文以 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ二维移动二维转动 ４自
由度冗余驱动并联机构为研究对象，分析该机构系

统的动能、势能和非保守力的等效广义力，在此基础

上，采用拉格朗日方程建立该机构的刚体动力学模

型，并利用理论数值分析与虚拟样机仿真相结合的

方法验证模型的正确性。

１　冗余驱动 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构系统
动能

１１　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构简介
４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构由动平台、定平台和连

接动平台和定平台的 ５个分支组成（图 １），定平台
通过４个结构完全相同的驱动分支 ＵＰＳ（虎克铰 移

动副 球副）以及另一个驱动分支 ＲＰＵ（转动副 移

动副 虎克铰）与动平台相连接，是目前少有的 ４自
由冗余驱动并联机构构型，具有广阔的应用前景。

１２　动平台的动能
冗余驱动４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构动平台的动

能为

Ｅ１＝
１
２
ｍｍｖ

２
ｍ＋
１
２
Ｊｍω

２
ｍ （１）

式中　ｍｍ———动平台质量

图 １　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构图

Ｆｉｇ．１　Ｓｋｅｔｃｈｏｆ４ ＵＰＳ ＵＰＵｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

ｖｍ———动平台线速度
ωｍ———动平台角速度
Ｊｍ———动平台转动惯量

１３　驱动分支的动能
冗余驱动４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的 ＵＰＳ驱动

分支和 ＲＰＵ驱动分支由伸缩杆和摆动杆组成，驱动
分支的动能是伸缩杆和摆动杆的动能之和。冗余驱

动４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构坐标系如图２所示。

图 ２　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构坐标系图

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｓｏｆ４ ＵＰＳ ＲＰＵ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
驱动分支在定坐标系下的摆动角速度为

Ａωｉ＝
Ａｎｉ×

ＡＶｓｉ
ｌｉ

（２）

其中
ＡＶｓｉ＝

Ａωｂｏ×
Ａｒｓｉ＋

ＡＶｂｏ （３）
将式（３）代入式（２）可得驱动分支的角速度

Ａωｉ＝
１
ｌｉ
［
Ａｎｉ×

ＡＶｂｏ＋
Ａｎｉ×（

Ａωｂｏ×
Ａｒｓｉ）］ （４）

式中　Ａｎｉ———杆 ｌｉ在定坐标系下表示的单位方向
矢量

ＡＶｂｏ———动平台中心点在定坐标系下表示的
速度

Ａｒｓｉ———球铰 Ｓｉ相对于 ＯＢ在定坐标系下表
示的矢量
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ｌｉ———驱动分支杆长（球铰中心到虎克铰中
心的距离）

式（４）化简后可得

Ａωｉ＝
１
ｌｉ

Ａｎｉ３×３－
Ａｎｉ３×３

Ａｒｓｉ３×３

０ －ｓｉｎα
０ ｃｏｓα



















１ ０
ｑ·ａ

（５）
其中

　 　Ａｎｉ３×３＝

０ －Ａｎｉｚ
Ａｎｉｙ

Ａｎｉｚ ０ －Ａｎｉｘ
－Ａｎｉｙ

Ａｎｉｚ











０

　 　Ａｒｓｉ３×３＝

０ －Ａｒｓｉｚ
Ａｒｓｉｙ

Ａｒｓｉｚ ０ －Ａｒｓｉｘ
－Ａｒｓｉｙ

Ａｒｓｉｘ











０

１Ｊｉ为第 ｉ个驱动分支上摆动杆相对于其转轴
中心的坐标系 ｏｉｘｉｙｉｚｉ惯量矩阵，ｏｉｘｉｙｉｚｉ各坐标轴方
向与定坐标系相同。因为 ＵＰＳ驱动分支绕相应虎
克铰（驱动分支 ＲＰＵ绕相应的转动副轴线转动）中
心转动，在任意瞬时驱动分支相对于坐标系 ｏｉｘｉｙｉｚｉ
的转动惯量不同，所以需要求得摆动杆在任意位姿

时的惯量矩阵，摆动杆质量为 Ｍｂ，采用坐标变换方

法求得
１Ｊｉ，即为

１Ｊｉ＝Ｒ′

Ｉｘｘ＋Ｍｂｒ
２
ｕｃ ０ ０

０ Ｉｙｙ＋Ｍｂｒ
２
ｕｃ ０

０ ０ Ｉ











ｚｚ

Ｒ′Ｔ （６）

其中
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－
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１－ｎ２１槡 ｚ

ｎ１ｙ
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ｎ１ｘ

－
ｎ１ｙｎ１ｚ
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－
ｎ１ｘ
１－ｎ２１槡 ｚ

ｎ１ｙ

１－ｎ２１槡 ｚ ０ ｎ１

















ｚ

　　　Ｉ＝

Ｉｘｘ ０ ０

０ Ｉｙｙ ０

０ ０ Ｉ











ｚｚ

式中　Ｒ′———坐标转换矩阵
Ｉ———摆动杆的主惯性矩
ｒｕｃ———摆动杆质心到其所对应的定平台运动

副的距离

摆动杆在并联机构运动过程中是绕虎克铰中心

点（或转动副）的转动，根据绕定轴的转动动能公

式，其动能为

１Ｅｉ＝
１
２
ＡωＴｉ（

１Ｊｉ）
Ａωｉ （７）

伸缩杆的动能计算除了考虑伸缩杆绕定平台相

应虎克铰（或转动副）中心点的摆动外，还需要考虑

伸缩杆绕延杆长方向的移动。因此伸缩杆的动能为

２Ｅｉ＝
１
２
ＡωＴｉ（

２Ｊｉ）
Ａωｉ＋

１
２
ｍｓｌ

·２
ｉ （８）

其中
１
２
ｍｓｌ

·２
ｉ＝
１
２
ｑ·ａＪ

Ｔ
ＡＭｓＪＡｑ

·Ｔ
ａ

Ｍｓ＝

ｍｓｕ ０ ０ ０ ０

０ ｍｓｓ ０ ０ ０

０ ０ ｍｓｓ ０ ０

０ ０ ０ ｍｓｓ ０

０ ０ ０ ０ ｍ

















ｓｓ

式中　Ｍｓ———伸缩杆质量矩阵

ｌ
·

ｉ———第 ｉ个驱动杆延杆长方向移动的速度
２Ｊｉ———第 ｉ个驱动分支伸缩杆相对于其虎克

铰（或转动副）转轴中心的坐标系

ｏｉｘｉｙｉｚｉ的惯量矩阵，同样可以通过坐
标变换方法求得

根据所有构件的动能表达式，则系统动能和为

Ｅ２＝∑
５

ｉ＝１
（
１Ｅｉ＋

２Ｅｉ）＋Ｅ１ （９）

２　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构系统的势能

势能的大小与零势能面有关，规定定坐标系

ＹＯＺ平面为零势能面。对于摆动杆需要求出质心
在定坐标系下 ｘ方向的坐标。其表达式为

Ａｘｂ＝Ｓｉｘ
ｌｂｈ
ｌｉ

（１０）

所以摆动杆的势能为

１Ｗｉ＝－ｍｂｇ
Ａｘｂ＝－ｍｂｇＳｉｘ

ｌｂｈ
ｌｉ

（１１）

式中　ｌｂｈ———摆动杆质心到虎克铰中心的距离，为
常数

Ｓｉｘ———动平台铰点中心在定坐标系下 ｘ方向
的坐标

对于伸缩杆同样需要求出质心在定坐标系下 ｘ
方向的坐标，其表达式为

Ａｘｓ＝Ｓ (ｉｘ １－
ｌｓｑ
ｌ)
ｉ

（１２）

所以伸缩杆的势能为

２Ｗｉ＝－ｍｓｇ
Ａｘｓ＝－ｍｓｇＳ (ｉｘ １－

ｌｓｑ
ｌ)
ｉ

（１３）

式中　ｌｓｑ———伸缩杆质心到动平台上球铰中心的距
离，为常数

系统总势能为

Ｗ＝∑
５

ｉ＝１
（
１Ｗｉ＋

２Ｗｉ） （１４）

因此系统动势函数为
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　Ｌ＝Ｔ－Ｗ＝∑
５

ｉ＝１
（
１Ｅｉ＋

２Ｅｉ－
１Ｗｉ－

２Ｗｉ）＋Ｅ１ （１５）

再将系统的动势代入拉格朗日方程，分别对广义坐

标求导，可求出拉氏方程左侧表达式

Ｑｌ＝［Ｑｌｘ　Ｑｌｙ　Ｑｌｚ　Ｑｌα　Ｑｌβ］
Ｔ

（１６）

其中 Ｑｌｘ＝
ｄ
ｄ (ｔ φＬ

φＡＸ
· )
ｂｏ

－ φＬ
φＡＸｂｏ

Ｑｌｙ＝
ｄ
ｄ (ｔ φＬ

φＡＹ
· )
ｂｏ

－ φＬ
φＡＹｂｏ

Ｑｌｚ＝
ｄ
ｄ (ｔ φＬ

φＡＺ
· )
ｂｏ

－ φＬ
φＡＺｂｏ

　　Ｑｌα＝
ｄ
ｄ (ｔ φＬφα)·

－φＬ
φα
　　Ｑｌβ＝

ｄ
ｄ (ｔ φＬφβ)·

－φＬ
φβ

３　作用于 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构非保守
力的等效广义力

　　并联机构系统为一个非保守系统，作用在它上
面的主动力可以分为保守力和非保守力。作用于并

联机构上的非保守力大致可以分为驱动力、生产阻

力和耗散力。其中，最主要的耗散力应该是干摩擦

阻力，它产生于运动副的铰接处，由于摩擦力的求解

很困难，而且力的大小变化不定，同时由于机构运动

副间的相对运动速度比较小，所以其值不会很大；特

别考虑到机构各运动副的润滑措施，将会大大地减

小摩擦力。所以，整个系统的摩擦力相对于驱动力

和生产阻力而言将会很小。因此，为了简化动力学

的计算，可以直接忽略掉耗散力，只讨论非保守力中

的驱动力和生产阻力。

考虑到并联机构 ５个驱动关节都为移动副，所
以驱动力为

ｆ＝［ｆ１　ｆ２　ｆ３　ｆ４　ｆ５］
Ｔ

（１７）

机构所受外力负载全部等效作用于动坐标系的

原点，并将其转换到参考系中表示为

［Ｆ　Ｍ］Ｔ＝［ＡＦｘｂ　
ＡＦｙｂ　

ＡＦｚｂ　
ＡＭｘｂ　

ＡＭｙｂ　
ＡＭｚｂ］

Ｔ

（１８）

采用几何法求解广义力根据完整力学系统广义

虚位移相互间的独立性，给质点系一组特殊的虚位

移，仅使需要求的广义力 Ｑａ所对应的广义虚位移
σｑａ≠０，而令其余所有广义虚位移 σｑ１＝σｑ２＝… ＝
σｑｎ＝０，这样就可以求出所有主动力相应于广义虚
位移 σｑａ所作的虚功之和 σＷ′，可得

σＷ′＝ＱａσｑａＱａ＝σＷ′／（σｑａ） （１９）

将参数
ＡＸｕｉ＝０代入杆长公式

［１］
可得

ｌｉ＝ ｌ２ｉｘ＋ｌ
２
ｉｙ＋ｌ

２

槡 ｉｚ＝

（ｃαｃβＢＸｓｉ＋ｃαｓβ
ＢＹｓｉ＋ｓα

ＡＺｓｉ＋
ＡＸｂｏ）

２＋（ｓαｃβＢＸｓｉ＋ｓαｓβ
ＢＹｓｉ－ｃα

ＢＺｓｉ＋
ＡＹｂｏ－

ＡＹｕｉ）
２＋（－ｓβＢＸｓｉ＋ｃβ

ＢＹｓｉ＋
ＡＺｂｏ－

ＡＺｕｉ）槡
２

（２０）

３１　驱动力对应的广义力
３１１　广义力 Ｑｘ１

在位姿（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出一组虚位

移（
ＡＸｂｏ＋σｘ，

ＡＹｂｏ＋０，
ＡＺｂｏ＋０，α＋０，β＋０），将其代

入式（２０）中，得到
ｉ′ｉ
２＝（ｌｉｘ＋σｘ）

２＋ｌ２ｉｙ＋ｌ
２
ｉｚ （２１）

因此可以得到

ｉ′ｉ
２－ｌ２ｉ＝（ｌ′ｉ－ｌｉ）（ｌ′ｉ＋ｌｉ）＝（ｌｉｘ＋σｘ）

２－ｌ２ｉｘ （２２）

由于虚位移无限小，所以可认为 ｌ′ｉ≈ｌｉ，σｘ
２＝０，

设驱动力方向虚位移 σｘｌｉ＝ｌ′ｉ－ｌｉ则 σ
ｘｌｉ２ｌｉ＝２ｌｉｘσｘ化

简可得

σｘｌｉ＝（ｌｉｘ／ｌｉ）σｘ＝ｎｉｘσｘ （２３）
所以虚功和为

σＷ′ｘ１＝ｆ１ｎ１ｘσｘ＋ｆ２ｎ２ｘσｘ＋ｆ３ｎ３ｘσｘ＋ｆ４ｎ４ｘσｘ＋ｆ５ｎ５ｘσｘ

（２４）
因此广义力可表示为

Ｑｘ１＝ｆ１ｎ１ｘ＋ｆ２ｎ２ｘ＋ｆ３ｎ３ｘ＋ｆ４ｎ４ｘ＋ｆ５ｎ５ｘ （２５）
式中　ｎｉｘ（ｉ＝１，２，３，４，５）———各驱动分支单位向量

ｎｉ的 ｘ坐标分量

３１２　广义力 Ｑｙ１
为求广义坐标对应的广义力 Ｑｙ１，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
ＡＹｂｏ＋σｙ，

ＡＺｂｏ＋０，α＋０，β＋０），求法与广义力 Ｑｘ１
的求法相同，可得

Ｑｙ１＝ｆ１ｎ１ｙ＋ｆ２ｎ２ｙ＋ｆ３ｎ３ｙ＋ｆ４ｎ４ｙ＋ｆ５ｎ５ｙ （２６）
式中　ｎｉｙ（ｉ＝１，２，３，４，５）———各驱动分支单位向量

ｎｉ的 ｙ坐标分量
３１３　广义力 Ｑｚ１

为求广义坐标对应 的广 义力 Ｑｚ１，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
ＡＹｂｏ＋０，

ＡＺｂｏ＋σｚ，α＋０，β＋０），求法与广义力 Ｑｘ１的
求法相同，可得

Ｑｚ１＝ｆ１ｎ１ｚ＋ｆ２ｎ２ｚ＋ｆ３ｎ３ｚ＋ｆ４ｎ４ｚ＋ｆ５ｎ５ｚ （２７）
式中　ｎｉｚ（ｉ＝１，２，３，４，５）———各驱动分支单位向量

ｎｉ的 ｚ坐标分量
３１４　广义力 Ｑα１

为求广义坐标对应的广义力 Ｑα１，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
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ＡＹｂｏ＋０，
ＡＺｂｏ＋０，α＋σα，β＋０），并将其代入式

（２０），可得
ｌ２ｉｘα＝［ｃ（α＋σα）ｃβ

ＢＸｓｉ＋ｃ（α＋σα）ｓβ
ＢＹｓｉ＋

　　ｓ（α＋σα）ＢＺｓｉ＋
ＡＸｂｏ］

２

ｌ２ｉｙα＝［ｓ（α＋σα）ｃβ
ＢＸｓｉ＋ｓ（α＋σα）ｃβ

ｂＹｓｉ－

　　ｃ（α＋σα）ＢＺｓｉ＋
ＡＹｂｏ－

ＡＹｕｉ］
２

ｌ２ｉｚα＝ｌ
２
ｉｚ＝（－ｓβ

ＢＸｓｉ＋ｃβ
ＢＹｓｉ＋

ＡＺｂｏ－
ＡＺｕｉ）













 ２

（２８）
由于虚位移为无限小位移，故认为 ｃｏｓ（σα）＝１，

ｓｉｎ（σα）＝σα，忽略 σα的高阶项，则杆长平方表达
式可化简为

ｌ２ｉα＝［ｌｉｘ＋（ｃα
ＡＺｓｉ－ｓαｃβ

ＢＸｓｉ－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）σα］

２＋

［ｌｉｙ＋（ｓα
ＢＺｓｉ＋ｃαｃβ

ＢＸｓｉ＋ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）σα］

２＋ｌ２ｉｚ
（２９）

将式（２９）的杆长平方减去发生虚位移前的杆
长平方，并且认为 ｌｉα≈ｌｉ，忽略 σα的高阶项，可得

ｌ２ｉα－ｌ
２
ｉ＝（ｌｉα＋ｌｉ）（ｌｉα－ｌｉ）＝

２ｌｉｘ（ｃα
ＡＺｓｉ－ｓαｃβ

ＢＸｓｉ－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）σα＋

２ｌｉｙ（ｓα
ＢＺｓｉ＋ｃαｃβ

ＢＸｓｉ＋ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）σα （３０）

化简得

σαｌｉ＝［（ｃα
ＡＺｓｉ－ｓαｃβ

ＢＸｓｉ－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）ｎｉｘ＋

（ｓαＢＺｓｉ＋ｃαｃβ
ＢＸｓｉ＋ｓαｓβ

ＢＹｓｉ）ｎｉｙ］σα （３１）

其中 ｎｉｘ＝
ｌｉｘ
ｌｉ
　　　ｎｉｙ＝

ｌｉｙ
ｌｉ

由式（１９）可得广义力

Ｑα１＝
σＷ′α１
σα

＝
∑
５

ｉ＝１
ｆｉσ

αｌｉ

σα
＝

∑
５

ｉ＝１
ｆｉ［（ｃα

ＡＺｓｉ－ｓαｃβ
ＢＸｓｉ－ｓαｓβ

ＢＹｓｉ）ｎｉｘ＋

（ｓαＢＺｓｉ＋ｃαｃβ
ＢＸｓｉ＋ｓαｓβ

ＢＹｓｉ）ｎｉｙ］ （３２）
３１５　广义力 Ｑβ１

为求广义坐标对应的广义力 Ｑβ１，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
ＡＹｂｏ＋０，

ＡＺｂｏ＋０，α＋０，β＋σβ），并将其代入式
（２０），可得

ｌ２ｉｘβ＝［ｃαｃ（β＋σβ）
ＢＸｓｉ＋ｃαｓ（β＋σβ）

ＢＹｓｉ＋

　　ｓαＢＺｓｉ＋
ＡＸｂｏ］

２

ｌ２ｉｙβ＝［ｓαｃ（β＋σβ）
ＢＸｓｉ＋ｓαｃ（β＋σβ）

ＢＹｓｉ－

　　ｃαＢＺｓｉ＋
ＡＹｂｏ－

ＡＹｕｉ］
２

ｌ２ｉｚβ＝［－ｓ（β＋σβ）
ＢＸｓｉ＋ｃ（β＋σβ）

ＢＹｓｉ＋

　　ＡＺｂｏ－
ＡＺｕｉ］















２

（３３）
杆长平方表达式可化简为

ｌ２ｉα＝［ｌｉｘ＋（ｃαｃβＹｓｉ－ｃαｓβ
ＢＸｓｉ）σβ］

２＋

［ｌｉｙ＋（－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ－ｓαｓβ

ＢＸｓｉ）σβ］
２＋

［ｌｉｚ＋（－ｃβ
ＢＸｓｉ－ｓβ

Ｂ
）σβ］２ （３４）

将式（３４）的杆长平方减去发生虚位移前的杆
长平方，并且认为 ｌｉβ≈ｌｉ，忽略 σβ的高阶项，可得

ｌ２ｉβ－ｌ
２
ｉ＝（ｌｉβ＋ｌｉ）（ｌｉβ－ｌｉ）＝

２ｌｉｘ（ｃαｃβ
ＢＹｓｉ－ｃαｓβ

ＢＸｓｉ）σβ＋２ｌｉｙ（－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ－

　　ｓαｓβＢＸｓｉ）σβ＋２ｌｉｚ（－ｃβ
ＢＸｓｉ－ｓβ

ＢＹｓｉ）σβ （３５）

化简得 σβｌｉ＝［（ｃαｃβ
ＢＹｓｉ－ｃαｓβ

ＢＸｓｉ）ｎｉｘ＋

（－ｓαｓβＢＹｓｉ－ｓαｓβ
ＢＸｓｉ）ｎｉｙ＋

（－ｃβＢＸｓｉ－ｓβ
ＢＹｓｉ）ｎｉｚ］σβ （３６）

其中 ｎｉｚ＝
ｌｉｚ
ｌｉ

由式（１９）可得广义力

Ｑβ１＝
σＷ′β１
σβ

＝
∑
５

ｉ＝１
ｆｉσ

βｌｉ

σβ
＝

∑
５

ｉ＝１
ｆｉ［（ｃαｃβ

ＢＹｓｉ－ｃαｓβ
ＢＸｓｉ）ｎｉｘ＋（－ｓαｓβ

ＢＹｓｉ－

ｓαｓβＢＸｓｉ）ｎｉｙ＋（－ｃβ
ＢＸｓｉ－ｓβ

ＢＹｓｉ）ｎｉｚ］ （３７）
分别求出了驱动力所对应的每个广义坐标的广

义力，所以可得 ＵＰＳ分支驱动力为
Ｑ１＝［Ｑ１ｘＱ１ｙＱ１ｚＱ１αＱ１β］

Ｔ

[
＝

∑
５

ｉ＝１
ｆｉｎｉｘ∑

５

ｉ＝１
ｆｉｎｉｙ∑

５

ｉ＝１
ｆｉｎｉｚ∑

５

ｉ＝１
ｆｉ［（ｃα

ＡＺｓｉ－

ｓαｃβＢＸｓｉ－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ）ｎｉｘ＋（ｓα

ＢＺｓｉ＋ｃαｃβ
ＢＸｓｉ＋

ｓαｓβＢＹｓｉ）ｎｉｙ ]］∑
５

ｉ＝１
ｆｉ［（ｃαｃβ

ＢＹｓｉ－

ｃαｓβＢＸｓｉ）ｎｉｘ＋（－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ－ｓαｓβ

ＢＸｓｉ）ｎｉｙ＋

（－ｃβＢＸｓｉ－ｓβ
ＢＹｓｉ）ｎｉｚ］

Ｔ
（３８）

用矩阵可表示为

Ｑ１＝ＧＦｆ＝［Ｇ１　Ｇ２　Ｇ３　Ｇ４　Ｇ５］ｆ＝Ｊ
Ｔ
Ａｆ

（３９）
其中 Ｇｉ＝［ｎｉｘ　ｎｉｙ　ｎｉｚ（ｃα

ＡＺｓｉ－ｓαｃβ
ＢＸｓｉ－

ｓαｓβＢＹｓｉ）ｎｉｘ＋（ｓα
ＢＺｓｉ＋ｃαｃβ

ＢＸｓｉ＋

ｓαｓβＢＹｓｉ）ｎｉｙ（ｃαｃβ
ＢＹｓｉ－ｃαｓβ

ＢＸｓｉ）ｎｉｘ＋（－ｓαｓβ
ＢＹｓｉ－

ｓαｓβＢＸｓｉ）ｎｉｙ＋（－ｃβ
ＢＸｓｉ－ｓβ

ＢＹｓｉ）ｎｉｚ］
Ｔ

ｆ＝［ｆ１　ｆ２　ｆ３　ｆ４　ｆ５］
Ｔ

ＪＡ＝Ｊ１ＡＪ２Ａ∈Ｒ
５×５

式中　ＪＡ———欧拉角转速形式的速度传递矩阵
［１］

３２　外力负载对应的广义力
３２１　广义力 Ｑｘ２

为求广义坐标对应的广义力 Ｑｘ２，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋σｘ，
ＡＹｂｏ＋０，

ＡＺｂｏ＋０，α＋０，β＋０），由于外力只有
ＡＦｘ对
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应 σｘ做功，可得
σＷ′ｘ２＝

ＡＦσｘＱｘ２＝
ＡＦｘｂ （４０）

３２２　广义力 Ｑｙ２
用求解广义力 Ｑｘ２同样的方法，可得

Ｑｙ２＝
ＡＦｙｂ （４１）

３２３　广义力 Ｑｚ２
用求解广义力 Ｑｘ２同样的方法，可得

Ｑｚ２＝
ＡＦｚｂ （４２）

３２４　广义力 Ｑα２
为求广义坐标对应的广义力 Ｑα２，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
ＡＹｂｏ＋０，

ＡＺｂｏ＋０，α＋σα，β＋０）。由于 α对应的是
ＺＡ轴的姿态角，而 ＺＡ轴方向始终不变。所以外力

负载中只有
ＡＭｚ对应的虚位移不为零，可得

σＷ′α２＝
ＡＭｚｂσαＱα２＝

ＡＭｚｂ （４３）
３２５　广义力 Ｑβ２

为求广义坐标对应的广义力 Ｑβ２，在位姿

（
ＡＸｂｏ，

ＡＹｂｏ，
ＡＺｂｏ，α，β）下，给出虚位移（

ＡＸｂｏ＋０，
ＡＹｂｏ＋０，

ＡＺｂｏ＋０，α＋０，β＋σβ）。由于 β对应的是
Ｙ′Ａ轴的姿态角，此角与姿态角 α有关。故 Ｙ′Ａ轴在
定坐标系中的方向矢量为

ＡｎＹ′＝Ｒ（Ｚ，α）ｎＹ＝
ｃα －ｓα ０
ｓα ｃα ０









０ ０ １











０
１
０
＝
－ｓα
ｃα









０
（４４）

因此可得 σβφＭｘ＝－ｓασβ （４５）

σβφＭｙ＝ｃασβ （４６）
所以其虚功之和为

σＷ′β２＝
ＡＭｘｂσ

βφＭｘ＋
ＡＭｙｂσ

βφＭｙ （４７）

可得 Ｑβ２＝－ｓα
ＡＭｘｂ＋ｃα

ＡＭｙｂ （４８）
综上可得外力负载广义力为

Ｑ２＝［
ＡＦｘｂ　

ＡＦｙｂ　
ＡＦｚｂ　

ＡＭｚｂ　－ｓα
ＡＭｘｂ＋ｃα

ＡＭｙｂ］
Ｔ＝

ＪＴ２Ａ［Ｆ Ｍ］Ｔ （４９）
由式（３９）和式（４９）可得冗余驱动并联机构非

保守广义力为

ＱＫ＝Ｑ１＋Ｑ２＝Ｊ
Ｔ
Ａｆ＋Ｊ

Ｔ
２Ａ［Ｆ Ｍ］Ｔ （５０）

４　４ ＵＰＳ ＲＰＵ并联机构的动力学方程

应用拉格朗日法建立 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ４自由度
冗余驱动并联机构的动力学模型。由于并联机构是

一个非保守系统，依据主动力为有保守广义力及非

保守广义力时的拉格朗日方程，可得

　　 ｄ
ｄ (ｔ Ｌ
ｑ· )

ａ

－Ｌ
ｑａ
＝ＱＫ　（ａ＝１，２，…，Ｎ） （５１）

其中 Ｌ＝Ｔ－Ｗ

ｑａ＝［
ＡＸｂｏ　

ＡＹｂｏ　
ＡＺｂｏ　α　β］

ｑ·ａ＝［
ＡＸ
·

ｂｏ　
ＡＹ
·

ｂｏ　
ＡＺ
·

ｂｏ　α
·　β

·

］

式中　Ｌ———拉格朗日函数　　Ｔ———系统动能
Ｗ———系统势能　　ｑａ———广义坐标

ｑ·ａ———广义坐标的一阶导数
将式（１６）、（５０）代入式（５１）可得

Ｑｌ＝ＱＫ （５２）

方程（５２）左边项与广义坐标（ＡＸｂｏ，
ＡＹｂｏ，

ＡＺｂｏ，
α，β）及其对应的速度有关，方程组右边项与广义坐
标、驱动力以及机构所受外载有关。当给定并联机

构动平台的位姿、运动参数、运动加速度以及机构所

受的外力时，通过式（４９）可以得到各驱动分支的驱
动力。对于非冗余驱动情况下，可得 ５个驱动分支
（４个 ＵＰＳ和１个 ＲＰＵ）驱动力

ｆ＝（ＪＴＡ）
－１
（Ｑｌ－Ｑ２）

在本机构中，动平台上球铰点 Ｓ１沿 Ｚ坐标方向

无移动位移，对
ＡＺｂｏ＝２２８４１ｃｏｓβｃｏｓγ－６７１１ｓｉｎβ

两边求导可得

ＡＶＺｂｏ＝－２２８４１β
·

ｃｏｓγｓｉｎβ－２２８４１γ·ｃｏｓβｓｉｎγ－

６７１１β
·

ｃｏｓβ＝－６７１１β
·

ｃｏｓβ （５３）

由式（５３）可知ＡＶＺｂｏ＝－６７１１β
·

ｃｏｓβ，所以 Ｊ２Ａ可
以化成一个６×４的矩阵

Ｊ２Ａ＝

１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０
０ ０ ０ －６７１１ｃｏｓβ
０ ０ ０ －ｓｉｎα
０ ０ ０ ｃｏｓα



















０ ０ １ ０

（５４）

所以 ＪＡ＝Ｊ１ＡＪ２Ａ可转换成 ５×４的矩阵，Ｊ
Ｔ
Ａ为

４×５的矩阵，此时矩阵（ＪＴＡ）
－１
不唯一，因而为冗余

驱动并联机构提供了驱动力规划的可行性。

５　机构动力学分析算例

５１　机构结构参数
４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构定平台上转

动副中心到定平台中心点的距离为 ７１０ｍｍ，转动副
与相邻虎克铰的间隔角度是４５°，定平台上４个虎克
铰的分布半径为 ６５０ｍｍ，定平台上虎克铰的间隔角
度为９０°，动平台４个球铰分布半径为１９６９８ｍｍ，动
平台４个球铰之间夹角 θ＝７２°，虎克铰位于 ＸＯＹ平
面内半径为 ｒ３＝２２８４１ｍｍ的圆上且与 ＹＯＺ平面
的距离为 ｄ＝６７１１ｍｍ。并联机构动平台的质量
ｍｍ＝３７ｋｇ，摆动杆长度 ｌｂ＝７８０ｍｍ，摆动杆的质量
为 ｍｂ＝２６ｋｇ，伸缩杆长度 ｌｓ＝８８５ｍｍ，伸缩杆的质

量为 ｍｓ＝１３３ｋｇ。动平台的转动惯量 Ｉ（ｋｇ·ｍ
２
）为
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Ｉ＝
０９６ ０ ０
０ ０６７ ０









０ ０ ０６５
，摆动杆转动惯量Ｉｂ（ｋｇ·ｍ

２
）

为 Ｉｂ＝
１２６ ０ ０
０ １２６ ０









０ ０ ０００３
，伸缩杆的转动惯量

Ｉｓ（ｋｇ·ｍ
２
）为 Ｉｓ＝

０８４７ ０ ０
０ ０８４７ ０









０ ０ ０
。

５２　机构动力学分析

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构动平台运动

过程中相对于定平台的位姿为 α＝０，β＝０，γ＝π２

（顺时针旋转为正），定义并联机构动平台的运动轨

迹为

ｘ＝１１５２＋３０ｓｉｎ（２ｔ）
ｙ＝３０＋３０ｃｏｓ（２ｔ）
ｚ＝－６７１１ｓｉｎ{ β

４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构动平台空载，
即［Ｆ Ｍ］＝［０ ０ ０ ０ ０ ０］用 Ｍａｔｌａｂ数值
计算５个驱动杆的驱动力曲线和 ＡＤＡＭＳ虚拟样机
仿真５个驱动杆的驱动力曲线，见图 ３。对动平台
加载，即［Ｆ　Ｍ］＝［－２３５　 －１４６　 －３２８　２５
　１４２　６５］时，用 Ｍａｔｌａｂ数值计算 ５个驱动杆的
驱动力曲线和 ＡＤＡＭＳ虚拟样机仿真 ５个驱动杆的
驱动力曲线，见图４。

图 ３　并联机构动平台空载时 ５个驱动杆的驱动力曲线

Ｆｉｇ．３　Ｆｉｖｅｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅｓｃｕｒｖｅｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｗｉｔｈｎｏｌｏａｄ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算结果　（ｂ）ＡＤＡＭＳ虚拟仿真结果

　

图 ４　并联机构动平台受载荷时 ５个驱动杆的驱动力曲线

Ｆｉｇ．４　Ｆｉｖｅｄｒｉｖｉｎｇｆｏｒｃｅｓｃｕｒｖｅｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｈｅｎｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍｗｉｔｈｌｏａｄ
（ａ）Ｍａｔｌａｂ计算结果　（ｂ）ＡＤＡＭＳ虚拟仿真结果

　
　　由图 ３和图 ４可以得出，用 Ｍａｔｌａｂ数值计算的
结果与 ＡＤＡＭＳ的虚拟仿真结果基本上吻合，说明
了数值运算与虚拟仿真运算的正确性。

６　结束语

推导了 ４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动 ４自由度并联
机构系统的动能表达式、势能表达式和作用于并联

机构非保守力的等效广义力，应用拉格朗日法建立

了４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构的刚体动力学
模型，为并联机构驱动力的求解以及整个机构的动

力学分析奠定了基础。最后结合算例验证了理论模

型的正确性，为４ ＵＰＳ ＲＰＵ冗余驱动并联机构的
设计、刚度校核和控制奠定了基础。
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