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机械臂三次样条路径规划系数递推算法*

安摇 凯
(山东航天电子技术研究所, 烟台 264003)

摘要: 针对机械臂三次样条路径规划涉及高阶矩阵求逆,因而算法复杂、响应速度慢的问题,提出一种不需要求逆

矩阵运算的三次样条系数的递推算法,递推算法的初始值由递推公式表示的边界条件获得。 按照三次样条的 3 种

不同的边界条件,分别给出了递推算法初始值的确定方法和递推公式。 仿真结果表明,改进的算法不仅运算简单,
而且可以获得理想的三次样条系数。
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Coefficient Recursive Algorithm for Manipulator
Trajectory Planning Based on Cubic Splines
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Abstract: The algorithm for manipulator trajectory planning based on cubic splines relates to the
inversion of the matrix with higher order, and hence, the operation becomes very complex. As a result,
the response rate of the manipulator was reduced certainly. In view of this situation, a recursive algorithm
to obtain the coefficients of cubic splines was put forward. The recursive algorithm did not require any
matrix inversion, and the initial values of recursion came from the boundary conditions expressed by
recursive formula. The methods to determine initial values and the recursive formula were presented
according to three different boundary conditions. Simulation result showed that the improved algorithm not
only can simplify the computes, but also can obtain desired coefficients of cubic splines.
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摇 摇 引言

通常,机械臂的运动轨迹应尽可能光滑,避免剧

烈的位置、速度和加速度变化。 事实上,剧烈的运动

需要消耗极大的能量,而驱动电动机由于自身物理

限制又不能提供如此大的能量;另一方面,剧烈的运

动可能产生与其它物体之间的碰撞,这也是需要避

免的情形。 在一次“抓—放冶操作过程中,机械臂的

末端需要从始点移动到终点,其间要求经过的点通

常称为支撑点。 所谓运动轨迹的光滑是指始点和终

点间的轨迹曲线是具有任意次导数的函数。 一种最

常见、最容易处理的光滑函数是多项式[1 ~ 6],然而,
多项式的次数一旦确定,能够任意选择的支撑点的

个数随之确定。 在实际应用中,为获得更精确的路

径以避免与障碍物的碰撞,在始点和终点间需要指

定更多的支撑点。 若采用多项式路径规划,多项式

的次数必须增加,但这样势必增加计算的复杂性,影
响机械臂的控制响应速度和操作的实时性[7 ~ 10]。
为此,文献[11]将三次样条方法引入机械臂路径规

划中,并针对不同的边界条件,给出了三次样条函数

中各系数的确定方法。 与多项式路径规划方法相

比,三次样条函数方法可以指定任意多的支撑点,但



由于该方法涉及(N - 2) 伊 (N - 2)矩阵的求逆问题

(其中 N 表示支撑点的个数),因此运算量依然很

大。 为避免矩阵求逆问题,本文将采用递推方法求

解三次样条函数中各个系数,而递推公式的初始值

则是由递推公式表示的边界条件获得,不必求逆矩

阵即可确定三次样条函数中各个系数。

1摇 机械臂三次样条路径规划问题

由于三维空间中的路径规划问题可以分解为

3 个 x s 平面内的路径规划问题,其中 x 表示时间,
y = s(x)表示空间位置 3 个坐标之一,因此机械臂路

径规划问题可以描述为给定 x s 平面内的 N 个支

撑点 P(xk,sk)(k = 1,2,…,N),求一条经过它们的

光滑曲线,使该曲线达到某些最优性条件。
三次样条的一个优点是在约束条件 yk = s(xk)

(k = 1,2,…,N)之下,泛函

F = 乙T
0
s义(x) 2dx

达到最小值,即在所有经过这 N 个支撑点的位移函

数中,三次样条使加速度模的平方对时间的积分达

到最小值[11]。 式中,T 表示自变量的上限。
若 P(xk,sk)和 P(xk + 1,sk + 1)是 2 个相邻的支撑

点,定义于这 2 个点之间的第 k 个三次多项式 sk(x)
可表示为

sk(x) = Ak(x - xk) 3 + Bk(x - xk) 2 + Ck(x - xk) + Dk

其中 Ak、Bk、Ck、Dk 为待定系数,xk臆x臆xk + 1(k = 1,
2,…,N - 1)。 因此 Dk = sk = sk(xk),且

Dk = sk
Ak驻3xk + Bk驻2xk + Ck驻xk + Dk = Dk + 1

3Ak驻2xk + 2Bk驻xk + Ck = Ck + 1

6Ak驻xk + 2Bk = 2Bk
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其中 驻xk = xk + 1 - xk。 将第 1 个方程代入第 2 个方

程中得
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因此式(1)的解为
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由此只要通过边界条件确定 AN - 1、BN - 1、CN - 1,
三次样条的所有系数都可以确定。 通常,三次样条

的边界条件有:第 1 种边界条件为 s忆1 ( x1 ) = s忆1,
s忆N - 1(xN) = s忆N; 第 2 种 边 界 条 件 为 s义1 ( x1 ) =
s义N -1(xN) =0;第 3 种边界条件为 s1(x1) = sN -1(xN),
s忆1(x1) = s忆N - 1(xN),s义1(x1) = s义N - 1(xN)。

2摇 第 1 种边界条件

由式(2)得
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而由 s1 ( x1 ) = s1, sN - 1 ( xN) = sN, s忆1 ( x1 ) = s忆1,
s忆N - 1(xN) = s忆N 得

AN -1驻3xN -1 +BN -1驻2xN -1 +CN -1驻xN -1 + sN -1 = sN
C1 = s忆1 摇 3AN -1驻2xN -1 +2BN -1驻xN -1 +CN -1 = s忆N

记 e = 移
N-2

k =
(
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22

驻xk
-
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21
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( sk + 1 - sk)则得
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u(N - 2)
21 BN - 1 + u(N - 2)

22 CN - 1 = s忆1 - e
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由此利用式(3)即可求出三次样条的所有其余

系数。

3摇 第 2 种边界条件

由 s1(x1) = s1,sN -1(xN) = sN,s义1(x1) = s义N -1(xN) =0
得

D1 = s1
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结合 DN - 1 = sN - 1 便得到了 AN - 1、BN - 1、CN - 1、
DN - 1的解,由此,利用式(3)即可求出三次样条的所

有其余系数。

4摇 第 3 种边界条件

由 s1 ( x1 ) = sN - 1 ( xN ), s忆1 ( x1 ) = s忆N - 1 ( xN ),

s义1(x1) = s义N - 1(xN)得
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21 ) -3驻2xN -1(1 - u(N -2)

11 )
A23 = 3驻3xN - 1 - 驻2xN - 1(2驻xN - 1 - u(N - 2)

21 )
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11 ) - 3驻2xN - 1
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结合 DN - 1 = sN - 1便得到了 AN - 1、BN - 1、CN - 1、DN - 1的

解,由此,利用式(3)可求出三次样条所有其余系数。

5摇 仿真

取 s(1) = 1,s(11) = 100,xi = i( i = 1,…,11);
在区间(1,100)中随机抽取 9 个整数,依大小排列

后得到数列 5、17、35、40、41、73、79、89、91 分别作为

s(2),…,s(10)。
以第 1 种边界条件为例,假定边界条件为

s忆(1) = 2,s忆(11) = 4。 采用上述相关边界条件的算

法,求出的三次样条的系数见表 1。

表 1摇 三次样条系数

Tab. 1摇 Coefficient of cubic splines

i A B C D

1 1郾 197 1 0郾 802 9 2郾 000 0 1

2 0郾 408 6 4郾 394 3 7郾 197 1 5

3 - 4郾 831 6 5郾 620 1 17郾 211 5 17

4 - 0郾 082 4 - 8郾 874 6 13郾 957 0 35

5 14郾 161 0 - 9郾 121 7 - 4郾 039 3 40

6 - 21郾 561 5 33郾 361 2 20郾 200 3 41

7 15郾 085 1 - 31郾 323 3 22郾 238 2 73

8 - 8郾 778 9 13郾 932 0 4郾 846 9 79

9 8郾 030 6 - 12郾 404 8 6郾 374 3 89

10 - 8郾 343 5 11郾 687 1 5郾 656 3 91

摇 摇 由三次样条的系数可得, s1 ( 1 ) = D1 = 1,
s10(11) = A10 + B10 + C10 + D10 = 100,s忆1(1) = C1 = 2,
s忆10(11) = 3A10 + 2B10 + C10 = 4。 因此所有边界条件

满足。

6摇 结束语

采用文献[5]所述的方法,当支撑点的个数为

N 时涉及(N - 2) 伊 (N - 2)矩阵的求逆。 以 N = 102
为例,涉及一个 100 伊 100 矩阵的求逆问题,运算十

分复杂,需要较长的运算时间。 而且,随着支撑点个

数的增加,运算量增加的倍数与 N 同阶。 因此,当
采用文献[11]所述的方法时,为保证机械臂的响应

速度,支撑点的个数不能取得太多,否则,由于涉及

高阶矩阵的求逆问题,将导致运行缓慢,甚至无法使

用。 采用本文所述的方法由于不涉及矩阵求逆问

题,支撑点个数的增加不会引起运算量的显著提高,
因此对支撑点的个数无任何限制,运算速度也极大

提高,甚至使原来不能使用的规划问题变得可行,具
有较大的实用价值。
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