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基于各向异性分形理论的结合面切向刚度改进模型
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摘要：基于各向异性分形几何理论，建立了一种结合面切向接触刚度改进模型。通过对所建模型的数字仿真，直观

地揭示了结合面切向接触刚度与结合面法向载荷、切向载荷、结合面分形维数 Ｄ、结合面分形粗糙度 Ｇ、相关因子

Ｋ、材料特性 之间复杂的非线性关系。数字仿真结果表明：结合面切向接触刚度随着法向载荷、相关因子或材料

特性的增加而增加，但随着切向载荷、分形粗糙度的增加而减小；当分形维数较小时，结合面切向接触刚度随着分

形维数的增加而增加；当分形维数较大时，结合面切向接触刚度随着分形维数的增加而减小。
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　　引言

机械由各种零件按照一定的具体要求组合起

来。称零件、组件、部件之间互相接触的表面为“机

械结合面”，简称“结合面”
［１］
。结合面问题的核心

是两个粗糙表面的接触问题，粗糙表面接触模型的

研究具有重要的应用价值，结合面对机床的静态及

动态特性都有显著的影响。据统计，机床的静刚度



中３０％ ～５０％来源于结合面的刚度［２］
。由于结合

面在机械结构中大量存在，从而使机械结构不再具

有连续性，进而导致问题的复杂性。现代机床设计，

尤其是以高速、高精度和高效率为主要特征的高档

数控机床设计，迫切地需要在图样设计阶段就能预

知机床的动力学特性。但是，由于机床各部件之间

存在结合面，而目前对结合面动力学机理的研究尚

不成熟，使整机性能预测变得非常困难，结合面问题

是结构分析由单件走向整机的关键问题。

结合面的接触刚度常常是机械结构整体刚度的

重要组成部分，有时甚至成为整体刚度的薄弱环节，

所以在研究机械结构的静态特性时，必须充分考虑

到结合面的接触刚度。人们从理论上对此进行了大

量的研究工作，如 Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ接触模
型

［３］
、Ｃｈａｎｇ Ｅｔｓｉｏｎ Ｂｏｇｙ统计模型［４］

、Ｍａｊｕｍｄａｒ
Ｂｈｕｓｈａｎ分形模型［５］

等。关于结合面切向接触刚度

模型，张学良等
［６～７］

根据球体与平面接触的切向接

触刚度和粗糙表面的接触分形理论，从理论上首次

建立了结合面切向接触刚度分形模型。温淑花

等
［８］
基于接触分形理论和微接触面积分布函数，建

立了计及微接触面积分布的域扩展因子影响的结合

面切向接触刚度分形模型。但文献［６～８］的结合
面切向接触刚度分形模型在算法上存在３个共性缺
陷：①结合面的法向总载荷、无量纲法向总载荷、切
向接触刚度、无量纲切向接触刚度都是无条件等式，

事实上已经发生塑性变形的微凸体，由于局部的接

触载荷已经使其发生塑性流动，将不能继续承受切

向载荷，在计算切向接触刚度时不包括已经发生塑

性变形的微凸体，没有达到弹性极限的微凸体能够

继续承受切向载荷，切向刚度意味着弹性切向刚度，

所以法向总载荷、无量纲法向总载荷、切向接触刚

度、无量纲切向接触刚度皆应为有条件等式
［９］
。

②没有严格指出球体单峰 １、球体单峰 ２与平面间
的关系，虽给出球体单峰与平面的切向位移，但没有

给出球体单峰１与球体单峰 ２间的相对切向位移，
事实上原文用球体单峰与平面的切向变形代替了球

体单峰１与球体单峰 ２间的相对切向位移，这直接
导致了原文后面一系列公式错误。③没有给出当量
剪切弹性模量 Ｇ与两接触材料的切变模量、泊松比
间的关系。

文献［６～８］均假设粗糙表面的微观形貌各向
同性，获得结合面切向接触刚度分形模型。本文针

对有条件等式，提出实际临界接触面积的概念，仿真

两个接触表面不同纹理方向的轮廓，通过引用文

献［１０］中刻画各向异性分形表面特征的单变量标
量 Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数，与文献［１１］提出的

单个微凸体法向载荷的计算方法，建立一种利用各

向异性分形几何理论的结合面整体法向总载荷、切

向接触刚度的理论模型，通过数字仿真揭示分形维

数、分形粗糙度、相关因子、材料特性、法向载荷、切

向载荷等参数对结合面切向接触刚度的影响规律。

１　各向异性分形几何理论

Ｍａｊｕｍｄａｒ Ｂｈｕｓｈａｎ 分 形 模 型［５］
采 用 的

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数未带随机相位，模拟的
是各向同性表面轮廓。带随机相位的单变量标量

Ｗｅｉｅｒｓｔｒａｓｓ Ｍａｎｄｅｌｂｒｏｔ函数［１０］
能模拟加权、随机重

叠的隆起部状各向异性分形表面，该函数为

Ｗ（ｒ）＝

ｌｎγ
槡Ｍ∑

Ｍ

ｍ＝１
Ａｍ∑

＋∞

ｎ＝－∞

［１－ｅｉｋ０γｎｒｃｏｓ（θ－αｍ）］ｅｉｍ，ｎ（ｋ０γ
ｎ
）
Ｄ－２

（１）
式中　γ———决定轮廓空间频率密度的参数

Ｍ———构造表面重叠隆起部的个数
Ａｍ———控制表面几何各向异性的量值
ｉ———虚数单位　　ｎ———频率指数
ｋ０———与采样长度 Ｌ有关的波数
ｒ———极径　　θ———极角
αｍ———沿方位方向偏置隆起部的角度
ｍ，ｎ———在［０，２π］范围内均匀分布的随机相位
Ｄ———表面的分形维数

式（１）中的一些参数可选取为［１１］

ｒ＝ ｘ２＋ｙ槡
２

（２）

θ＝ａｒｃｔａｎｙｘ
（３）

Ａｍ＝２ (π ２π)Ｇ
１－Ｄ

（４）

ｋ０＝
２π
Ｌ

（５）

αｍ＝
πｍ
Ｍ

（６）

式中　Ｇ———分形粗糙度
一个分形表面在各平面方向显示随机性，其高

度函数可用式（１）的实部表示

ｚ（ｒ，θ）＝ＲｅＷ（ｒ）＝ ｌｎγ
槡Ｍ∑

Ｍ

ｍ＝１
Ａｍ∑

＋∞

ｎ＝－∞

（ｋ０γ
ｎ
）
Ｄ－２
·

［ｃｏｓｍ，ｎ－ｃｏｓ（ｋ０γ
ｎｒｃｏｓ（θ－αｍ）＋ｍ，ｎ）］（７）

将式（２）～（６）代入式（７）得

ｚ（ｘ，ｙ）＝ (Ｌ Ｇ )Ｌ
Ｄ－１ ｌｎγ
槡Ｍ∑

Ｍ

ｍ＝１
∑
ｎｍａｘ

ｎ＝０
γ（Ｄ－２） [ｎ ｃｏｓｍ，ｎ－

(ｃｏｓ２πγ
ｎ ｘ２＋ｙ槡

２

Ｌ (ｃｏｓａｒｃｔａｎｙ
ｘ
－πｍ)Ｍ

＋ｍ， ) ]ｎ

（８）
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其中 ｎｍａｘ (＝ｉｎｔｌｏｇγ
Ｌ
Ｌ )
ｓ

（９）

式中　ｎｍａｘ———与截止长度 Ｌｓ有关的指数

当 Ｌ＝０６１μｍ，Ｇ＝１３６×１０－５μｍ，Ｍ＝１０，
γ＝１５时，式（８）模拟的各向异性表面如图１所示。

图 １　三维分形表面仿真结果

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｅｄｒｅｓｕｌｔｓｏｆ３Ｄｆｒａｃｔａｌｓｕｒｆａｃｅｓ
（ａ）Ｄ＝１４　（ｂ）Ｄ＝１８

　
一个微凸体顶端的变形量取决于一个余弦函数

的波峰和波谷的幅值，即谐波分量的系数。当 Ｍ＝
１，则 ｍ＝１，此时具有双自变量的式（８）简化为单自
变量函数

ｚ（ｘ）＝ (Ｌ Ｇ )Ｌ
Ｄ－１

ｌｎ槡 γ∑
ｎｍａｘ

ｎ＝０
γ（Ｄ－２）ｎ

[
·

ｃｏｓ１，ｎ (－ｃｏｓ２πγ
ｎｘ
Ｌ
－１， ) ]ｎ （１０）

横截微接触点的半径为 ｒ′，则单峰波形式的最
长波长为 ２ｒ′［１２］，即 Ｌｓ＝２ｒ′。由式（９）可得基波长
单峰相应的频率指数为

ｎ０＝ｌｏｇγ
Ｌ
２ｒ′

（１１）

该频率指数在式（１０）中匹配的一项为

ｚ０（ｘ）＝２
２－Ｄ ｌｎ槡 γＧＤ－１ｒ′２－Ｄ

[
·

ｃｏｓ１，ｎ０ (－ｃｏｓπｘ
ｒ′
－１，ｎ ) ]０

（１２）

将 １，ｎ０＝０，ｘ＝ｒ′代入式（１２），可得余弦函数从
波峰到波谷的幅值，即微凸体变形量

δ＝２３－Ｄ ｌｎ槡 γＧＤ－１ｒ′２－Ｄ （１３）
由赫兹接触理论

［１３］
可得微凸体曲率半径为

Ｒ＝ｒ′
２

２δ
＝ ｒ′Ｄ

２４－Ｄ ｌｎ槡 γＧＤ－１
＝ ａ′０５Ｄ

２４－Ｄπ０５Ｄ ｌｎ槡 γＧＤ－１

（１４）

式中　ａ′———截断面积
施加在单个微凸体上的弹性力

［１１］
为

Ｐｅ（ａ′）＝
４ (Ｅ′ ａ

０５

π )０５

３

３Ｒ
＝槡２
３π１５

Ｅ′ａ′
１５

Ｒ
（１５）

式中　Ｅ′———两接触材料的复合弹性模量
ａ———单个弹性微凸体的面积

将式（１４）代入式（１５）得

Ｐｅ（ａ′）＝
２４５－Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ

Ｅ′ＧＤ－１ａ′１５－０５Ｄ （１６）

塑性变形开始时，微凸体对应的临界干涉量
［３］

为

δｃ＝ｂＲ
Ｈ２

Ｅ′２
（１７）

式中　ｂ———待定无量纲常数
Ｈ———较软材料的硬度

式（１３）可变为

δ＝２
３－Ｄ ｌｎ槡 γ
π１－０５Ｄ

ＧＤ－１ａ′１－０５Ｄ （１８）

将式（１４）代入式（１７）得

δｃ＝ｂ
ａ′０５Ｄ

２４－Ｄπ０５Ｄ ｌｎ槡 γＧＤ－１
Ｈ２

Ｅ′２
（１９）

式（１８）、式（１９）左右相除得

δ
δｃ
＝

２７－２Ｄ

ｂ π
Ｄ－１Ｅ′２

Ｈ２
Ｇ２Ｄ－２ｌｎγ

ａ′Ｄ－１
＝
ａ′ｃ
Ｄ－１

ａ′Ｄ－１
（２０）

其中 ａ′ｃ (＝ ２７－２Ｄ

ｂ π
Ｄ－１Ｅ′２

Ｈ２
Ｇ２Ｄ－２ｌｎ )γ

１
Ｄ－１

（２１）

式中　ａ′ｃ———临界截断面积

施加在单个微凸体上的塑性力
［１１］
为

Ｐｐ（ａ′）＝Ｈａ′ （２２）
考虑式（１６）与式（２２），ａ′ｃ匹配的弹性力、塑性

力分别为

Ｐｅ（ａ′ｃ）＝
２４５－Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ

Ｅ′ＧＤ－１ａ′ｃ
１５－０５Ｄ

（２３）

Ｐｐ（ａ′ｃ）＝Ｈａ′ｃ （２４）
两接触表面在缓慢增加的结合面整体法向总载

荷作用下，单个微凸体将承受法向力。假设施加在

单个微凸体上的法向力函数不出现间断点，可令

Ｐｅ（ａ′ｃ）＝Ｐｐ（ａ′ｃ），即

２４５－Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ

Ｅ′ＧＤ－１ａ′ｃ
１５－０５Ｄ＝Ｈａ′ｃ （２５）

将式（２１）代入式（２５）得

ｂ＝９π
２

４
（２６）

需要强调：式（２６）的具体数字与文献［１４～１５］
均不同，这是因为文献［１４］按照传统结合部的
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Ｃｈａｎｇ Ｅｔｓｉｏｎ Ｂｏｇｙ统计模型［４］
提供的参数 ｑ＝

０４５４＋０４１ν１、δｃ (＝ πｑＨ
２ )Ｅ′

２

Ｒ等 于 本 文 中 的

式（１７），故文献［１４］直接给出结论：ｂ (＝ πｑ)２
２

。文

献［１４］不合理的原因是：将传统结合部的 Ｃｈａｎｇ
Ｅｔｓｉｏｎ Ｂｏｇｙ统计模型与 Ｇｒｅｅｎｗｏｏｄ Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ接
触模型结合，没有通过某种桥梁将传统结合部理论

与现代分形理论较好地联系起来。本文假设单个微

凸体所承受的法向力函数连续变化，从而将传统结

合部理论与现代分形理论联系在一起。

将式（２６）代入式（２１）得

ａ′ｃ (＝ ２９－２Ｄ

９π３－ＤＫ２２
Ｇ２Ｄ－２ｌｎ )γ

１
Ｄ－１

（２７）

其中 Ｋ＝Ｈ
σｙ

（２８）

＝
σｙ
Ｅ′

（２９）

式中　Ｋ———与硬度有关的相关因子
———与屈服强度有关的材料特性
σｙ———较软材料的屈服强度

微接触截面积分布函数
［１３］
为

ｎ（ａ′）＝０５Ｄψ１－０５Ｄａ′Ｌ
０５Ｄａ′－１－０５Ｄ

（０＜ａ′≤ａ′Ｌ） （３０）

式中　ａ′Ｌ———最大的接触点横截面积
ψ———域扩展因子

面积分布在 ａ′与 ａ′＋ｄａ′之间的接触点数是

ｎ（ａ′）ｄａ′，单个弹性微凸体的面积为 ａ＝ａ′
２
，故结合

面整体实际接触面积
［１３］
为

Ａｒ＝∫
ａ′Ｌ

０

ａ′
２
ｎ（ａ′）ｄａ′ （３１）

式（３１）与文献［１４］的式（９）、文献［１５］的
式（１０）皆不同。

将式（３０）代入式（３１）得

Ａｒ＝
Ｄψ１－０５Ｄ

２（２－Ｄ）
ａ′Ｌ （３２）

当 ａ′Ｌ＞ａ′ｃ时
［５］
，结合面整体法向总载荷为

Ｐ＝∫
ａ′Ｌ

ａ′ｃ

Ｐｅ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′＋∫
ａ′ｃ

０
Ｐｐ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′

（３３）

将式（１６）及式（２２）代入式（３３）得

Ｐ＝２
４５－Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ

Ｅ′ＧＤ－１∫
ａ′Ｌ

ａ′ｃ

ａ′１５－０５Ｄｎ（ａ′）ｄａ′＋

Ｋσｙ∫
ａ′ｃ

０
ａ′ｎ（ａ′）ｄａ′ （３４）

将式（３０）代入式（３４）得

Ｐ＝

２４５－ＤＤψ１－０５Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ（３－２Ｄ）

Ｅ′ＧＤ－１ａ′Ｌ
０５Ｄ
（ａ′Ｌ

１５－Ｄ－ａ′ｃ
１５－Ｄ

）＋Ｄψ
１－０５ＤＫ
２－Ｄ σｙａ′Ｌ

０５Ｄａ′ｃ
１－０５Ｄ

（Ｄ≠１５）

２×２０００７０２５Ｅ′ Ｇｌｎ槡 (γ ａ′Ｌ )π
０７５

ｌｎ
ａ′Ｌ
ａ′ｃ
＋３Ｋσｙａ′Ｌ

０７５
（２０００７ａ′ｃ）

０２５
（Ｄ＝１５









 ）

（３５）

　　式（３５）不同于文献［１５］的式（２４）。将
ａ′Ｌ＝２ａＬ （３６）
ａ′ｃ＝２ａｃ （３７）

代入式（３２）和式（３５）分别得

Ａｒ＝
Ｄψ１－０５Ｄ

２－Ｄ
ａＬ （３８）

Ｐ＝

２６－１５ＤＤψ１－０５Ｄ ｌｎ槡 γ
３π１５－０５Ｄ（３－２Ｄ）

Ｅ′ＧＤ－１ａ０５ＤＬ （ａ１５－ＤＬ －ａ１５－Ｄｃ ）＋２Ｄψ
１－０５ＤＫ
２－Ｄ σｙａ

０５Ｄ
Ｌ ａ１－０５Ｄｃ （Ｄ≠１５）

２×２０００７０２５Ｅ′ Ｇｌｎ槡 (γ ２
π
ａ )Ｌ ０７５

ｌｎ
ａＬ
ａｃ
＋６Ｋσｙａ

０７５
Ｌ （２０００７ａｃ）

０２５
（Ｄ＝１５









 ）

（３９）

其中

Ａｒｃ＝
Ｄψ１－０５Ｄ

２－Ｄ
ａｃ （４０）

式中　Ａｒｃ———实际临界接触面积
根据式（３８）得

ａＬ
Ａａ
＝２－Ｄ
Ｄ ψ０５Ｄ－１Ａｒ （４１）

式中　Ａａ———结合面整体名义接触面积

Ａｒ———接触率
［１６］

利用式（４１）将式（３９）无量纲化得
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Ｐ ＝ Ｐ
Ｅ′Ａａ

＝

２６－１５ＤＤψ１＋０２５Ｄ
２－Ｄ ｌｎ槡γ

３π１５－０５Ｄ（３－２Ｄ）
ＧＤ (－１ ２－Ｄ

Ｄ
Ａ )ｒ ０５ [ (Ｄ ２－Ｄ

Ｄ ψ０５Ｄ－１Ａ )ｒ １５－Ｄ

－ａ１５－Ｄ]ｃ ＋２ψ１＋０２５Ｄ
２－ＤＫＡ０５Ｄ(ｒ

Ｄ
２－Ｄ

ａ )ｃ １－０５Ｄ

（Ｄ≠１５）

２×２０００７００６２５ Ｇｌｎ槡 (γ Ａｒ
１５ )π

０７５

ｌｎ
Ａｒ

３×２０００７０２５ａｃ
＋２×２０００７００６２５ＫＡ０７５ｒ （３ａｃ）

０２５
（Ｄ＝１５









 ）

（４２）

其中
ａｃ ＝

ａｃ
Ａａ (＝０５ ２９－２Ｄ

９π３－ＤＫ２２
Ｇ２Ｄ－２ｌｎ )γ

１
Ｄ－１

Ａｒｃ＝
Ａｒｃ
Ａａ
＝Ｄψ

１－０５Ｄ

２－Ｄ
ａｃ

Ｇ ＝ Ｇ
Ａ槡













ａ

（４３）

式（４２）不同于文献［１５］的式（２８）。

２　结合面整体切向刚度改进模型

２１　结合面单个微凸体切向接触刚度
球体单峰 １与球体单峰 ２之间的相对切向位

移
［１７］
为

ｔ＝ ３

１６Ｇｒ
μ [Ｐ (１－ １－ Ｔ

μ
)

Ｐ
]

２
３

（４４）

其中
１

Ｇ
＝
２－ν１
Ｇ１

＋
２－ν２
Ｇ２

（４５）

式中　μ———结合面的摩擦因数
Ｐ———作用于单个微凸体上的法向载荷
Ｇ———结合面当量剪切弹性模量
Ｔ———单个微凸体承受的切向载荷
ν１、ν２———两接触材料的泊松比
Ｇ１、Ｇ２———两接触材料的切变模量

式（４５）与文献［６］的式（３）、文献［７］的式（２）、
文献［１８］的式（１４）亦不同。

由式（４４）得

Ｔ＝μＰ－μ (Ｐ １－１６Ｇｒ
３μＰ

)ｔ
３
２

（４６）

结合面单个微凸体的切向接触刚度可表示为

ｋｔ（ｒ）＝
ｄＴ
ｄｔ
＝８ (Ｇｒ１－１６Ｇｒ

３μＰ
)ｔ
１
２

（４７）

将式（４４）代入式（４７）得

ｋｔ（ｒ）＝８ (Ｇｒ１－ Ｔ
μ

)
Ｐ

１
３

（４８）

式（４８）可改写为

ｋｔ（ａ）＝
８

槡
(
π
１－ Ｔ

μ
)

Ｐ

１
３

槡Ｇ ａ （４９）

将接触点的实际接触面积 ａ与其截面积 ａ′之
间的关系

［１９］

ａ＝０５ａ′ （５０）
代入式（４９）得

ｋｔ（ａ′）＝
８
２槡

(
π
１－ Ｔ

μ
)

Ｐ

１
３

槡Ｇ ａ′ （５１）

结合面整体实际接触面积和名义载荷近似呈正

比

Ｐ
ａ
＝Ｐ
Ａｒ
≈
Ｅ′ σ
槡Ｒ
３２

（５２）

Ｔ
ａ
＝Ｔ
Ａｒ
＝τｂ （５３）

式中　σ———两接触表面峰高的复合标准差
Ｔ———结合面整体切向总载荷
τｂ———黏着结点的剪切强度

式（５３）、（５２）左右相除得
Ｔ

Ｐ
＝Ｔ
Ｐ

（５４）

将式（５４）代入式（５１）得

ｋｔ（ａ′）＝
８
２槡

(
π
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３

槡Ｇ ａ′ （５５）

２２　结合面整体切向接触刚度
当 ａ′Ｌ＞ａ′ｃ时，机械结合面的切向总刚度可以表

示为

Ｋｔ＝∫
ａ′Ｌ

ａ′ｃ

ｋｔ（ａ′）ｎ（ａ′）ｄａ′＝

８
２槡

(
π
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３
Ｇ∫

ａ′Ｌ

ａ′ｃ
槡ａ′ｎ（ａ′）ｄａ′ （５６）

将式（３０）代入式（５６）得

Ｋｔ＝

８Ｄψ１－０５Ｄ

２槡π（１－Ｄ
(
）
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３
Ｇａ′Ｌ

０５Ｄ
（ａ′Ｌ

０５－０５Ｄ－ａ′ｃ
０５－０５Ｄ

） （１＜Ｄ≤２）

槡 槡１０＋２

槡
(

π
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３
Ｇ ａ′槡Ｌｌｎ

ａ′Ｌ
ａ′ｃ

（Ｄ＝１











 ）

（５７）
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将式（３６）及式（３７）代入式（５７）得

Ｋｔ＝

８Ｄψ１－０５Ｄ

槡π（１－Ｄ
(
）
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３
Ｇａ０５ＤＬ （ａ０５－０５ＤＬ －ａ０５－０５Ｄｃ ） （１＜Ｄ≤２）

槡２ ５＋２

槡
(

π
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３
Ｇ ａ槡Ｌｌｎ

ａＬ
ａｃ

（Ｄ＝１











 ）

（５８）

使用式（４１）将式（５８）无量纲化得

Ｋｔ ＝
Ｋｔ
Ｇ Ａ槡 ａ

＝

８Ｄψ１＋０２５Ｄ
２－Ｄ

槡π（１－Ｄ
(

）
１－Ｔ
μ )Ｐ (

１
３ ２－Ｄ

Ｄ
Ａ )ｒ

０５ [ (Ｄ ２－Ｄ
Ｄ ψ０５Ｄ－１Ａ )ｒ

０５－０５Ｄ

－ａ０５－０５Ｄ ]ｃ （１＜Ｄ≤２）

槡２ ５＋２

槡
(

π
１－Ｔ
μ )Ｐ

１
３ 槡５－１

２
Ａ

槡 ｒ (ｌｎ槡５－１２
Ａｒ
ａ )
ｃ

（Ｄ＝１











 ）

（５９）

　　根据式（４２）与式（５９），无量纲法向载荷 Ｐ和
无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 都是接触率 Ａ


ｒ 的显函数。

因此，通过中间变量 Ａｒ，已知工程数据 Ｐ
与因变量

Ｋｔ 确定了一个隐函数。

３　结合面切向刚度模型仿真与讨论

根据文献［５］，近似取接触率的上限 Ａｒｍａｘ＝０１

（图２）作为划分分形维数 Ｄ、无量纲分形粗糙度
Ｇ、材料特性 有效范围的依据。

图 ２　某两工程粗糙表面的实际接触情况（Ａｒ ＝０１）

Ｆｉｇ．２　Ｒｅａｌｃｏｎｔａｃｔｃｏｎｄｉｔｉｏｎｏｆｔｗｏｅｎｇｉｎｅｅｒｉｎｇ

ｒｏｕｇｈｓｕｒｆａｃｅ（Ａｒ ＝０１）
　
取 γ＝１５，μ＝０３，结合面切向接触刚度分形

模型仿真计算结果如图３～１０。
图３～１０的仿真计算结果表明：
（１）根据图 ３～１０，结合面无量纲切向接触刚

度 Ｋｔ 随着无量纲法向总载荷 Ｐ
的增加而增加。

（２）根据图 ３ａ～３ｃ、图 ４ａ～４ｃ，当分形维数 Ｄ
为１１～１３时，Ｋｔ 与 Ｐ

之间的微凸弧非线性关

系很显著。根据图 ３ｄ～３ｆ、４ｄ，当分形维数 Ｄ≥１４

时，Ｋｔ 与 Ｐ
之间的微凸弧非线性关系变得越来越

弱，基本上是线性的。

（３）当 Ｋ＝１和 Ｇ ＝１０－９（图 ５ａ～５ｃ）、Ｋ＝１
和 Ｇ ＝１０－１１（图 ５ｄ～５ｆ）、Ｋ＝００１和 Ｇ ＝１０－１１

（图５ｇ～５ｈ）时，即分形维数 Ｄ的取值范围分别为
１１～１７（图５ａ～５ｃ）、１１～１７（图５ｄ～５ｆ）、１１～
１８（图 ５ｇ～５ｈ）时，结合面无量纲切向接触刚度
Ｋｔ 随着结合面分形维数 Ｄ的增加而增加。而当
分形维数 Ｄ的取值范围分别为 Ｄ≥１７（图 ５ｃ）、
Ｄ≥１７（图 ５ｆ）、Ｄ≥１８（图 ５ｈ）时，结合面无量纲
切向接触刚度 Ｋｔ 随着结合面分形维数 Ｄ的增加
而减小。

（４）当 Ｋ＝０１和 Ｇ ＝１０－１１（图 ６）时，即分形
维数 Ｄ的取值范围为１１～１８（图 ６）时，结合面无
量纲切向接触刚度 Ｋｔ 随着结合面分形维数 Ｄ的增
加而增加。而当分形维数 Ｄ的取值范围为 Ｄ≥１８
（图６ｃ）时，结合面无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 随着结

合面分形维数 Ｄ的增加而减小。Ｋｔ 随 Ｄ的变化规
律较为复杂，这是因为：分形维数由小变大，摩擦副

表面由粗糙变得光洁，表面形貌逐渐精细复杂，其分

形特征越明显。

（５）根据图７，结合面无量纲切向接触刚度 Ｋｔ
随着结合面无量纲分形粗糙度 Ｇ的增加而减小。

（６）根据图 ８，在结合面法向总载荷 Ｐ恒定的
情况下，结合面无量纲切向接触刚度 Ｋｔ 随着结合
面切向总载荷 Ｔ的增加而减小，这与文献［２０］的实
验结论吻合。根据图８ａ，当分形维数较小时，Ｋｔ 与

Ｐ之间的微凸弧非线性关系很显著。根据图 ８ｂ，
当分形维数较大时，Ｋｔ 与 Ｐ

之间的微凸弧非线性

关系变得越来越弱，基本上是线性的。

（７）根据图９与图１０，结合面无量纲切向接触
刚度 Ｋｔ 随着相关因子 Ｋ或材料特性 的增加而增
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图 ３　Ｋｔ 随 Ｐ
的变化规律（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）

Ｆｉｇ．３　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＰ
（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）

（ａ）Ｄ＝１１　（ｂ）Ｄ＝１２　（ｃ）Ｄ＝１３　（ｄ）Ｄ＝１４　（ｅ）Ｄ＝１５　（ｆ）Ｄ＝１６
　

图 ４　Ｋｔ 随 Ｐ
的变化规律（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－９）

Ｆｉｇ．４　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＰ
（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－９）

（ａ）Ｄ＝１１　（ｂ）Ｄ＝１２　（ｃ）Ｄ＝１３　（ｄ）Ｄ＝１４
　

加。这是因为：根据式（４３），当 Ｋ或材料特性 增
加时，ａｃ 都会减小，故结合面间弹性接触的比例增

加
［２１］
。

４　结论

（１）结合面切向接触刚度是作用在结合面上法
　　

向载荷的隐函数，当结合面比较粗糙时，二者之间具

有较强的微凸弧非线性关系。

（２）结合面切向接触刚度随着法向载荷、相关
因子或材料特性的增加而增加。

（３）结合面切向接触刚度随着切向载荷、分形
粗糙度的增加而减小。
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图 ５　Ｄ对 Ｋｔ 的影响（＝１，Ｔ／Ｐ＝００２）

Ｆｉｇ．５　ＥｆｆｅｃｔｏｆＤｏｎＫｔ（＝１，Ｔ／Ｐ＝００２）

（ａ）、（ｂ）、（ｃ）Ｋ＝１，Ｇ ＝１０－９　（ｄ）、（ｅ）、（ｆ）Ｋ＝１，Ｇ ＝１０－１１　（ｇ）、（ｈ）Ｋ＝００１，Ｇ ＝１０－１１

　

图 ６　Ｋｔ 随 Ｄ的变化规律（Ｋ＝０１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ
 ＝１０－１１）

Ｆｉｇ．６　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＤ（Ｋ＝０１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ
 ＝１０－１１）
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图 ７　Ｋｔ 随 Ｇ
的变化规律（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２）

Ｆｉｇ．７　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＧ
（Ｋ＝１，＝１，Ｔ／Ｐ＝００２）

（ａ）Ｄ＝１３　（ｂ）Ｄ＝１７
　

图 ８　Ｋｔ 随 Ｔ／Ｐ的变化规律（Ｋ＝０１，＝１，Ｇ
 ＝１０－１１）

Ｆｉｇ．８　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＴ／Ｐ（Ｋ＝０１，＝１，

Ｇ ＝１０－１１）
（ａ）Ｄ＝１３　（ｂ）Ｄ＝１９

　

图 ９　Ｋｔ 随 Ｋ的变化规律（＝１，μ＝０３，

Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）

Ｆｉｇ．９　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈＫ（＝１，μ＝０３，

Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）
（ａ）Ｄ＝１３　（ｂ）Ｄ＝１６

　

图 １０　Ｋｔ 随 的变化规律（Ｋ＝１，μ＝０３，

Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）

Ｆｉｇ．１０　ＣｈａｎｇｉｎｇｏｆＫｔ ｗｉｔｈ（Ｋ＝１，μ＝０３，

Ｔ／Ｐ＝００２，Ｇ ＝１０－１１）
（ａ）Ｄ＝１３　（ｂ）Ｄ＝１６

　

　　（４）当分形维数较小时，结合面切向接触刚度
随着分形维数的增加而增加；当分形维数较大时，结

合面切向接触刚度随着分形维数的增加而减小。

（５）仿真证明该模型是可信的，可以用来进行
结合面切向接触刚度和法向接触载荷的分析与计

算。
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