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柔顺机构 ＰＲ伪刚体动力学建模与特性分析
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摘要：基于伪刚体模型，综合考虑柔性杆的横向变形和轴向变形的影响，建立了末端受力作用下柔顺机构的 ＰＲ伪

刚体动力学模型，应用拉格朗日方程推导了其动力学方程。从方程特征、响应曲线等方面显示了 ＰＲ伪刚体动力学

模型的性能变化。数值分析结果表明：ＰＲ伪刚体模型引入了 Ｐ副来模拟柔性杆件的轴向运动，可以更真实地体现

出柔顺机构的动力学特性，更适合于柔顺机构的动力学分析与设计。
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　　引言

柔顺机构是一种依靠机构中柔性构件的变形来

实现全部运动、力和功能传递及转换的新型机构。

它利用杆件的变形来改善和提高机构的性能，在很

多场合表现出优越性
［１］
。柔顺机构在结构上具有

大量减少运动副和运动部件的特性，因此柔顺机构

有不需要安装、所需空间小、减少间隙和摩擦、磨损

等优势，从而可以降低成本，提高机构精度，增加可

靠性，减少维修等
［２～３］

。因此，柔顺机构已经引起了

广泛的关注，成为机构学界研究的新热点
［４～５］

。

目前，柔顺机构的研究工作主要集中于结构学、

运动学及优化设计等方面。为了提供一种能够分析

非线性大变形系统的简单方法，美国学者 Ｈｏｗｅｌｌ和
Ｍｉｄｈａ教授等提出了１Ｒ伪刚体模型法，它是用具有
等效力 变形关系的刚性构件来模拟柔性部件的变

形，从而使刚性机构的理论可以用来分析柔顺机

构
［１］
，实验已证明这种伪刚体模型的正确性和有效

性
［６～７］

。但是 １Ｒ伪刚体模型的模拟精度较低，文
献［８］针对这个问题提出了一种 ３Ｒ伪刚体模型，并
用有限元软件做了误差分析，表明 ３Ｒ伪刚体模型
具有更高的准确性。然而 ３Ｒ伪刚体模型计算比较



复杂。针对这个问题，冯忠磊等提出了 ２Ｒ伪刚体
模型

［９］
，用末端转角参数化近似方法得出了模型的

最优特征半径系数，应用线性回归方法得到了模型

的刚度系数，结果表明 ２Ｒ伪刚体模型既弥补了 １Ｒ
伪刚体模型模拟精度的不足，又简化了 ３Ｒ伪刚体
模型复杂的计算过程。随后，周鹏考虑到柔顺机构

的轴向变形，提出了比 ２Ｒ伪刚体模型模拟精度更
高的ＰＲ伪刚体模型［１０］

。邱丽芳等对具有集中柔度

的全柔性机构先用伪刚体模型进行分析计算，然后

考虑其构件的变形，对伪刚体模型的计算分析方法

进行改进，给出其一般公式
［１１］
。

ＬｉＺ和ＫｏｔａＳ将有限元方法应用到柔顺机构的
动力学特性分析，研究在柔顺机构设计过程中静力

学与动力学特性的不同作用，利用 ＡＮＳＹＳ软件对
ＭＥＭＳ的实例进行分析［１２］

。文献［１３］基于动力学
等效原理，建立了伪刚体动力学模型，并推导出平面

柔顺机构的动力学方程。Ｂｏｙｌｅ等对柔顺常力机构
进行动力学分析，并搭建柔顺常力机构的实验平台，

通过对比证明了理论分析与实验检测的一致性
［１４］
。

李茜在 ２Ｒ伪刚体运动学模型的基础上建立了 ２Ｒ
伪刚体的动力学模型

［１５］
。以上关于柔顺机构动力

学方面的研究都还比较初步和薄弱，并不能完全反

映出柔顺机构的动力学特性，也不能满足柔顺机构

动力学分析和设计的要求。

本文以柔顺机构中的主要变形构件———柔顺杆

为研究对象，基于 ＰＲ伪刚体模型，建立末端受力载
荷作用下的 ＰＲ伪刚体动力学模型，应用拉格朗日
方程建立其动力学方程并求解，得出响应曲线和固

有频率，进而分析其动力学特性。

１　原理

２Ｒ伪刚体动力学模型的动力学方程是含有两
个变量的变系数二阶微分方程组，通过求解得到响

应曲线，其响应曲线不仅可以描述出柔顺杆的整体

大范围变形状况，而且还能体现出杆件内部存在高

频振荡的特性，但是 ２Ｒ伪刚体动力学模型未能反
映出柔顺杆的轴向运动以及由此所引起的动力学性

能变化情况。因此，本文通过引入一个 Ｐ副来模拟
柔顺杆的轴向运动以及分析其动力学性能变化情

况，提出了 ＰＲ伪刚体动力学模型。该动力学模型
中用到了 ＰＲ伪刚体运动学模型中的一些参数，故
首先给出 ＰＲ伪刚体运动学模型。
１１　ＰＲ伪刚体模型

图１ａ所示为末端受力作用下的柔顺杆，柔顺杆
杆长为 ｌ，末端转角为 θ０。它对应的 ＰＲ伪刚体模型
是由３根刚性杆、１个扭簧、１个滑块和 １个弹簧组

成的两自由度系统，简称 ２ＤＯＦ伪刚体模型，由于
系统中含有１个移动副和１个转动副，故简称为 ＰＲ
伪 刚 体 模 型 （ＰＲ ｐｓｅｕｄｏｒｉｇｉｄｂｏｄｙ ｍｏｄｅｌ，ＰＲ
ＰＲＢＭ），如图１ｂ所示。其对应的动力学模型为 ＰＲ
伪刚体动力学模型（ＰＲｐｓｅｕｄｏｒｉｇｉｄｂｏｄｙｄｙｎａｍｉｃ
ｍｏｄｅｌ，ＰＲＰＲＢＤＭ），如图 １ｃ所示。该模型中弹簧
的弹簧常数为 Ｋ，扭簧的扭簧常数为 Ｋ１，γ１为刚性
杆的特征半径系数，刚性构件横杆的长度为 γ０ｌ，横
杆的轴向变形量为 ρｌ，ρ为随时间变化的轴向变形
系数；１杆的长度为 γ１ｌ，质量为 ｍ１，转动惯量为 Ｊ。
横杆对应柔顺杆的固定端，１杆对应柔顺杆的末端，
１杆相对于移动杆的等效转角为 Θ，且 Θ＝ｃθθ０，其
中 ｃθ为参量角系数。

图 １　末端受力作用的柔顺杆和 ＰＲ伪刚体模型

及其 ＰＲ伪刚体动力学模型

Ｆｉｇ．１　Ｃｏｍｐｌｉａｎｔｂｅａｍｓｕｂｊｅｃｔｅｄｔｏａｆｏｒｃｅａｔｅｎｄ，

ＰＲＰＲＢＭａｎｄＰＲＰＲＢＤＭ
（ａ）末端受力作用的柔顺杆　（ｂ）ＰＲ伪刚体模型　

（ｃ）ＰＲ伪刚体动力学模型
　

对于该 ＰＲ伪刚体模型，力 Ｆ０的水平分量和垂
直分量分别为 ｎＰ、Ｐ，且力 Ｆ０与水平方向的夹角为
，采用椭圆积分法和参数化近似法求得其特征半
径系数 γ０、γ１，并给出参量角系数 ｃθ，弹簧刚度系数
为 ＫＬ，扭簧刚度系数为 ＫΘ。取值分别为 ｎ＝１５，
＝１４６３°，γ０＝０１７１９，γ１＝０８２８１，ｃθ＝０７９１５，
ＫＬ＝２９２１２４，ＫΘ＝１３１０７。
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１２　ＰＲ伪刚体动力学模型
在 ＰＲ伪刚体模型的基础上推导出 ＰＲ伪刚体

动力学模型，其模型如图 １ｃ所示。首先分析 ＰＲ伪
刚体动力学模型的动能和势能，然后基于拉格朗日

方程，推导其动力学方程。

１２１　动能分析
如图１ｂ，设 ＰＲ伪刚体模型的转动刚性杆 １杆

的质心点坐标为（ｘ，ｙ），由此可以得出该质心点的
位置方程为

ｘ＝（ρ＋γ０）ｌ＋
１
２γ１
ｌｃｏｓΘ

ｙ＝１
２γ１
ｌｓｉｎ{ Θ

（１）

对式（１）求导得出质心点的速度（ｘ·，ｙ·），故 ＰＲ
伪刚体模型的转动刚性杆１杆的动能为

Ｔ１＝
１
２
ｍγ１ｖ

２＋１
２
ＪΘ
· ２＝

１
２
ｍγ１（ｘ

·２＋ｙ·２）＋１
２４
ｍγ３１ｌ

２Θ
· ２

（２）

经过推导，可求出转动刚性杆１杆的动能为

Ｔ１＝
γ１
２
ｍｌ２ρ·２－

γ２１
２
ｓｉｎΘｍｌ２ρ·Θ

·

＋
γ３１
６
ｍｌ２Θ

· ２
（３）

当 ＰＲ伪刚体模型末端受力作用时，其横杆上
的滑块位移是随时变化的，其大小为

ｓ＝ρｌ （４）
对式（４）求导，可得滑块的速度 ｓ·，则可求出滑

块的动能为

Ｔ０＝
１
２
ｍρ（ρ·ｌ）２＝１２ρρ

·２ｍｌ２ （５）

由此得出 ＰＲ伪刚体动力学模型的动能为

Ｔ＝Ｔ０＋Ｔ１＝
１
２
（ρ＋γ１）ｍｌ

２ρ·２＋

１
６γ

３
１ｍｌ

２Θ
· ２－１

２γ
２
１ｓｉｎΘｍｌ

２ρ· Θ
·

（６）

１２２　势能分析
ＰＲ伪刚体动力学模型在运动时，其变形能将储

存在弹簧和扭簧中，所以 ＰＲ伪刚体动力学模型的
势能

［１０］
为

Ｖ＝１
２
Ｋ（ρｌ）２＋１２

Ｋ１Θ
２

（７）

其中　Ｋ＝ＫＬ
ＥＩ
ｌ３
　Ｋ１＝ＫΘ

ＥＩ
ｌ

１２３　动力学方程
将柔顺杆末端受力作用后的 ＰＲ伪刚体动力学

模型看作一个系统，拉格朗日方程为

ｄ
ｄ (ｔ Ｔｑ· )

ｉ

－Ｔ
ｑｉ
＋Ｖ
ｑｉ
＝Ｆｉ　（ｉ＝１，２） （８）

根据上述计算，将式（６）和式（７）代入式（８）中，可

以得到该ＰＲ伪刚体动力学模型的方程组，整理得

　

１
３γ

３
１ｍｌ

２Θ
··

－１
２γ

２
１ｓｉｎΘｍｌ

２ρ··＋ＫΘ
ＥＩ
ｌΘ
＝０

－１
２γ

２
１ｓｉｎΘｍｌ

２Θ
··

＋（ρ＋γ１）ｍｌ
２ρ··－

　　１
２γ

２
１ｃｏｓΘｍｌ

２Θ
· ２＋１

２
ｍｌ２ρ·２＋ＫＬ

ＥＩ
ｌρ











 ＝０

（９）

从以上推导可以看出：方程组中的系数均为 Θ
和 ρ的函数，同时也与质量 ｍ、杆长 ｌ、特征半径系数
γｉ、刚度系数 ＫΘ及 ＫＬ有关。

２　动态响应

设柔顺杆材料的密度 ρ＝１８×１０－３ｇ／ｍｍ３，弹
性模量 Ｅ＝１３８×１０９Ｐａ，杆长 ｌ＝３００ｍｍ，宽度 ｂ＝
６ｍｍ，厚度 ｈ＝１１１ｍｍ，末端初始转角为 ７０°。利
用 Ｍａｔｌａｂ求解 ＰＲ伪刚体动力学模型的响应曲线。

利用 Ｍａｔｌａｂ求解受力作用下 ＰＲ伪刚体动力学
模型的动力学方程组（式（９）），得到一个周期内的
响应曲线，如图２和图３所示。

图 ２　转动杆响应曲线

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｔａｔｉｎｇｌｉｎｋ
（ａ）转动杆角位移　（ｂ）转动杆角速度　（ｃ）转动杆角加速度
　

再由 ＰＲ伪刚体模型的末端位置方程就可以绘
制出其相应的末端轨迹曲线，如图４所示。

以上建立了 ＰＲ伪刚体动力学模型的运动学微
分方程，由两自由度系统机械振动的模态及频率分

析的知识
［１６］
，可得出系统的频率方程为
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图 ３　移动杆响应曲线

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｌｉｎｋ
（ａ）移动杆位移　（ｂ）移动杆速度　（ｃ）移动杆加速度
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２ ＫＬ
ＥＩ
ｌ
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２
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求解出特征值为

λ１＝
－ｂ＋ ｂ２－４槡 ａｃ

２ａ

λ２＝
－ｂ－ ｂ２－４槡 ａｃ

２










ａ

（１１）

其中　ａ＝γ [３１ １
３
（ρ＋γ１）－

１
４γ１
（ｓｉｎΘ） ]２ （ｍｌ２）２

ｂ [＝－ ＫΘ（ρ＋γ１）＋
１
３
ＫＬγ ]３１ ＥＩｌｍｌ２

ｃ＝ＫΘＫ (Ｌ ＥＩ)ｌ
２

故可以求解出 ＰＲ伪刚体动力学模型中刚性杆
１杆和滑块的固有频率分别为

ｆＰΘ＝ λ槡 １

ｆＰρ＝ λ槡
{

２

（１２）

将机构的几何和物理参数代入式（１２），可求得
ＰＲ伪刚体动力学模型中刚性杆 １杆和滑块的固有
频率分别为 ｆＰΘ＝１２７８Ｈｚ，ｆＰρ＝２５５６Ｈｚ。

图 ４　末端轨迹曲线

Ｆｉｇ．４　Ｔｉｐｌｏｃｕｓｃｕｒｖｅｓ
（ａ）末端点轨迹　（ｂ）末端点位置

３　结果分析

计算得出的 ＰＲ伪刚体动力学模型的固有频率
ｆＰΘ、ｆＰρ分别与图２ａ、图 ３ａ相呼应，转动杆的振动周
期 ＴＰΘ ＝０７８２５ｓ大致是移动杆的振动周期 ＴＰρ＝
０３９１２ｓ的两倍，转动杆的振动幅值远大于移动杆
的振动幅值。由图３还可以看出在 ＰＲ伪刚体动力
学模型中确实存在轴向变形，且轴向变形量在一定

的范围内。这既体现出 ＰＲ伪刚体动力学模型中 Ｒ
副模拟柔顺杆整体大范围振动，也反映出 Ｐ副模拟
柔顺杆的轴向运动的情况。

由图２和图３能够反映出：ＰＲ伪刚体动力学模
型中转动杆和移动杆的响应曲线是呈一定规律振动

的，对于各时刻的转角和位移，角速度和速度的变化

曲线与角加速度和加速度的变化曲线相对应；由

图４可以看出，ＰＲ伪刚体动力学模型的末端轨迹呈
一定规律变化，横向有相应的微小振动而且末端点

的横纵坐标值也是按照相应的运动规律变化的。这

就表明 ＰＲ伪刚体动力学模型也能够体现出柔顺杆
的整体大范围振荡情况，由于在其中引入了 Ｐ副，
使得它在轴向产生了一定的运动，以此来模拟柔顺

杆的轴向运动，还可以说明其中某些动力学参数发

生了改变，从而显示出柔顺杆可以承受高频振荡变

形的特性，这更加真实地反映出柔顺杆的轴向运动

和整体大范围振动情况。

４　结论

（１）ＰＲ伪刚体动力学模型综合考虑柔顺杆的
横向变形和轴向变形的综合影响，其动力学方程是
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含有两个变量的变系数二阶微分方程组，且其中含

有一个反映轴向运动的变量。

（２）基于 ＰＲ伪刚体模型的动力学模型不仅可
以描绘出柔顺杆的整体大范围变形状况，而且还能

体现出在 ＰＲ伪刚体动力学模型中引入一个 Ｐ副来

模拟柔顺杆轴向运动的作用。从而充分说明了提出

的 ＰＲ伪刚体动力学模型可以更加具体地、真实地
反映出柔顺杆的轴向运动以及由此所引起的动力学

性能变化情况，比较形象地表现出柔顺杆的振动和

实际变形运动过程。
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