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弧齿锥齿轮传动误差曲线的双层优化法*

刘光磊摇 刘则良
(西北工业大学机电学院, 西安 710072)

摇 摇 揖摘要铱 摇 针对轮齿啮合分析得到的传动误差曲线与预置的对称抛物线型传动误差曲线的差别,提出了弧齿锥

齿轮传动误差曲线的双层优化法。 分为外层优化和内层优化,两者交替进行。 在内层,基于局部综合法设计小轮

机床加工参数,进行轮齿啮合分析,获得传动误差曲线和齿面接触印痕。 为了保证实际传动误差曲线与理论传动

误差曲线在最小二乘意义下吻合,建立吻合度目标函数,通过调整加工小轮时的 4 个高阶变性系数,消除轮齿啮合

分析得到的实际传动误差曲线与理论传动误差曲线的差距。 在外层,为了保证传动误差曲线对称,建立对称度目

标函数,通过调整齿面参考点沿齿高的位置,使传动误差曲线两侧对称。 以某弧齿锥齿轮副为例进行验证计算。
结果表明,双层优化法能够实现预置的对称抛物线型传动误差曲线。
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Dual鄄layer Optimization for Transmission Errors of Spiral Bevel Gears
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Abstract

In order to narrow the margin between the predetermined symmetrical parabola transmission error
curve (TEC) and that of tooth contact analysis (TCA), a dual鄄layer method was proposed for the TEC
optimization of spiral bevel gears. The method consisted of inner and outer layer optimizations which were
conducted in turn. In inner layer optimization, pinion machine鄄tool settings were obtained based on local
synthesis and TCA was carried out which gave TEC and contact pattern. An agreement objective was set
up. The difference between TCA TEC and that of the theoretical one was diminished in least square sense
to ensure agreement by tuning the four higher order modified roll coefficients in the relative motion
formula linking the pinion and its cradle. In outer layer optimization, a symmetrical optimization objective
was set up. The number of meshing points on the left and right branches of TCA TEC has been regulated
until equal to each other to ensure symmetry by adjusting the displacement of the mean contact point along
tooth depth. The method brought up is validated for a pair of spiral bevel gears. The results show that the
method corresponding to the symmetry and agreement is indeed effective for TEC optimization of spiral
bevel gears.
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摇 摇 引言

传动误差曲线是评价弧齿锥齿轮啮合性能的重

要指标。 理想的传动误差曲线为一对称的抛物线,
相邻齿对的传动误差曲线必须相交,以使齿对间啮

合能够连续过渡,同时最大限度地使轮齿在啮入和



啮出时的双齿啮合区相等。 严格对称的传动误差曲

线,使承载条件下的齿轮啮合过程平稳、噪声小,且
有利于降低由齿轮副安装误差引起的冲击和振动。

弧齿锥齿轮的设计与制造技术由美国 Gleason
公司率先提出,且其技术一直处于保密状态。 20 世

纪 60 年代,Litvin[1 ~ 5]独立于 Gleason 技术提出了局

部综合法,该方法在求解小轮加工参数时可以预控

参考点处的齿轮副啮合性能。 后又提出预置抛物线

型传动误差曲线以降低啮合噪声[6 ~ 7]。 郑昌启[8]、
曾韬[9]等于 20 世纪 70 年代起开始研究 Gleason 公

司提出的技术,同时指出了其中某些不合理之处。
方宗德[10 ~ 14]在局部综合法的基础上开展了弧齿锥

齿轮齿面主动设计方面的研究工作。
上述研究工作以破解 Gleason 技术和再现局部

综合法为主,并没有对基于局部综合法和轮齿啮合

接触分析的仿真结果进行主动优化。 事实上,局部

综合法仅能控制齿面参考点及其邻域内的啮合性

能,而离开参考点之后的传动误差曲线和齿面接触

区域,则按齿面参考点处得出的加工参数“惯性冶地
展成,往往使传动误差曲线产生各种畸变,甚至相邻

齿对的传动误差曲线都不能相交。
为了获得既定的对称抛物线型传动误差曲线,

本文提出由外层优化和内层优化构成的弧齿锥齿轮

传动误差曲线的双层优化法。 编写包含弧齿锥齿轮

齿坯计算、刀盘选择、加工参数计算、轮齿接触分析和

传动误差双层优化在内的仿真软件系统,采用该系统

对某弧齿锥齿轮的传动误差曲线进行主动优化设计。

1摇 传动误差曲线的设计目标

Litvin 提出的对称抛物线型传动误差曲线

(图 1)能够降低弧齿锥齿轮的安装误差敏感性。

图 1摇 传动误差曲线的设计目标

Fig. 1摇 Design target of TEC
摇

图 1 中的理论传动误差 驻准2t为

驻准2t = 准2 - 准20 = 1
2 m忆21(准1 - 准10) 2 (1)

式中摇 m忆21———传动比函数一阶导数

准1、准2———小、大轮啮合时的转角

准10、准20———小、大轮在参考点处啮合时的转角

2摇 基于局部综合法的轮齿接触分析技术

基于局部综合法设计的小轮加工参数及其对应

齿面,经 TCA 后,可以得到传动误差曲线和齿面接

触印痕。 但传动误差曲线一般与图 1 所示的理想传

动误差曲线有一定距离。 为了消除其间的差别,需
要调整小轮加工参数及其对应齿面。

小轮加工参数可以分为两类:刀具几何参数

和刀具运动参数。 几何参数由局部综合法完全描

述,运动参数则根据传动误差曲线的要求确定。
将局部综合法与传动误差曲线优化相结合,能够

使轮齿啮合分析得到的传动误差曲线与理论误差

曲线重合。 这里的理论传动误差曲线是指在传动

误差曲线上,相对于齿面参考点对称的两点具有

相同的传动误差,但传动误差曲线两侧的长度还

有可能不同。
本文采用变性法,通过调节控制刀具运动参数

的高阶变性系数,缩小 TCA 传动误差曲线与理想传

动误差曲线之间的差距。
啮合坐标系 Sh 中的 TCA 方程为

r(1)h (兹1,鬃c1,准1) = r(2)h (兹2,鬃c2,准2)

n(1)
h (兹1,鬃c1,准1) = n(2)

h (兹2,鬃c2,准2
{ )

(2)

式中摇 兹1、兹2———小、大轮刀具切削锥面的曲面坐标

鬃c1、鬃c2———加工小、大轮时的摇台转角

考虑到 | n(1)
h | = | n(2)

h | ,式(2)中的独立方程共

有 5 个,而待求的未知量有 6 个,它们是 兹1、鬃c1、准1

和 兹2、鬃c2、准2。 在 TCA 时,给定小轮转角 准1,求解

式(2),可得齿面接触印痕和传动误差曲线。 其中,
传动误差定义为

驻准2 = (准2 - 准20) -
z1
z2
(准1 - 准10) (3)

式中摇
z1
z2
(准1 - 准10)———大轮的理论转角

z1、z2———小、大轮的齿数

图 2摇 理论传动误差曲线和 TCA 传动误差曲线

Fig. 2摇 Theoretical and TCA TEC

因为局部综合法的局限性和参考点选择的试探

性,使得传动误差曲线常常偏离理论传动误差曲线,
出现一边高、一边低,或一边长、一边短等畸变,如
图 2 所示。 图中,驻F2i = 驻准2t,Ni

- 驻准2,Ni
,表示相对

于齿面参考点 M 的 TCA 啮合点序号为 Ni 时,理论

传动误差曲线 驻准2t与 TCA 传动误差曲线 驻准2 的函

数值之差。
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3摇 传动误差曲线优化的双层法

双层法的计算思路如图 3 所示。 在外层优化

中,为了使传动误差曲线两侧计算点数严格相等,建
立无约束对称度优化目标函数

minF1(X1) = | n1 - n2 | (4)
式中摇 n1、n2———传动误差曲线上参考点左侧和右

侧的啮合点数

X1———参考点 M 相对于初选位置 M0沿齿高

方向的位移,如图 4 所示

图 3摇 双层优化法流程图

Fig. 3摇 Flow chart of dual鄄layer optimization
摇

图 4摇 齿面参考点的调整

Fig. 4摇 Adjustment of mean contact point
摇

在图 4 中,X、R 表示大轮轴向和径向, 酌2 为大

轮根锥角,AB 大致位于工作齿高的中部。
在内层优化中,为了使 TCA 传动误差曲线在总

体上接近理论传动误差曲线,建立无约束吻合度优

化目标函数

minF2(X2) = 移
n

i = 1
(驻准2t,Ni

- 驻准2,Ni
) 2 (5)

式中 摇 驻准2t,Ni
———在啮合点 Ni 处的理论传动误差

曲线函数值

驻准2,Ni
———在啮合点 Ni 处的 TCA 传动误差

曲线函数值

n———齿面范围内的啮合点数

设计变量 X2 = (C,D,E,F),是联系小轮与摇台相对

运动关系中的高阶变性系数。

鬃1 = 1
mc1,1

(鬃c1 - C鬃2
c1 - D鬃3

c1 - E鬃4
c1 - F鬃5

c1) (6)

式中摇 鬃1———小轮在加工中的转角

mc1,1———摇台与小轮角速度之比

双层法在实施时,先根据外层给定的齿面参考

点位置完成内层优化,以保证实际传动误差曲线与

理论传动误差曲线吻合。 然后,根据内层优化的结

果,对比传动误差曲线两侧长度进行外层优化,以保

证实际传动误差曲线的对称度。 外层优化与内层优

化交替进行,直到实际传动误差曲线与预置的对称

抛物线型传动误差曲线完全一致。
因为优化过程是从参考点开始在齿面上逐点进

行的,设计变量为高阶变性系数和参考点的位置,它
们的变化范围无法准确限定,所以采用无约束优化

模型。

4摇 数值算例

表 1 为某弧齿锥齿轮的齿坯几何参数,表 2 为

大轮加工参数,表 3 为局部综合预控参数,表 4 为优

化前、后小轮的加工参数,表 5 为优化前、后齿面参

考点位置。

表 1摇 齿坯几何参数

Tab. 1摇 Blank data

参数 小轮 大轮

齿数 23 65
轴交角 / ( 毅) 90 90
模数 / mm 3郾 9 3郾 9
压力角 / ( 毅) 22郾 5 22郾 5
中点螺旋角 / ( 毅) 30 30
旋向 右旋 左旋

外锥距 / mm 134郾 451 1 134郾 451 1
齿宽 / mm 37 37
全齿高 / mm 7郾 34 7郾 34
顶隙 / mm 0郾 71 0郾 71
齿顶高 / mm 5郾 10 1郾 54
齿根高 / mm 2郾 24 5郾 80
节锥角 / ( 毅) 19郾 483 3 70郾 516 7
根锥角 / ( 毅) 18郾 388 9 68郾 024 9
面锥角 / ( 毅) 21郾 975 1 71郾 611 1
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表 2摇 大轮凸面加工参数

Tab. 2摇 Machine鄄tool settings of gear convex side

参数 数值

刀刃齿形角 / ( 毅) 23郾 833 3

刀盘直径 / mm 228郾 6

刀顶距 / mm 2郾 291 7

径向刀位 / mm 115郾 078 5

角向刀位 / ( 毅) 59郾 335 3

切削滚比 1郾 059 7

垂直轮位 / mm 0

轴向轮位 / mm 0

机床安装角 / ( 毅) 68郾 024 9

表 3摇 局部综合预控参数

Tab. 3摇 Predetermined parameters of local synthesis

参数 数值

传动比函数的一阶导数 0郾 004

切削速比的一阶导数 - 0郾 004

大轮齿面接触迹方向角 / ( 毅) 20

接触椭圆长半轴占宽比 0郾 2

摇 摇 以切削速比的导数 m忆c1,1 = 0 时的变性系数为优

化初值。 当参考点取某值时,以高阶变性系数为优

化设计变量的内层优化如图 5 所示。 以参考点位置

为优化设计变量的外层优化如图 6 所示。 图 7 为优

化后得到的传动误差曲线和对应的齿面接触印痕。
在传动误差曲线图中,中间带点的曲线为设计目标

图 5摇 内层优化传动误差曲线

Fig. 5摇 TEC of inner layer optimization
(a) 初始状态摇 (b) 中间状态摇 (c) 收尾状态摇 (d) 优化结果

摇
摇

或理论传动误差曲线,其他为 TCA 传动误差曲线。

表 4摇 小轮凹面加工参数

Tab. 4摇 Machine鄄tool settings of pinion concave side

参数 优化前 优化后

刀刃齿形角 / ( 毅) 21郾 166 7 21郾 166 7

刀尖半径 / mm 113郾 429 9 113郾 435 2

径向刀位 / mm 120郾 033 8 120郾 029 3

角向刀位 / ( 毅) 61郾 272 6 61郾 096 9

切削滚比 3郾 169 9 3郾 169 9

垂直轮位 / mm - 4郾 344 8 - 4郾 320 6

轴向轮位 / mm 3郾 268 2 3郾 284 8

床位 / mm - 0郾 702 5 - 0郾 707 8

机床安装角 / ( 毅) 18郾 388 9 18郾 388 9

二阶变性系数 0郾 020 1 0郾 006 9

三阶变性系数 0郾 011 8 - 0郾 019 9

四阶变性系数 0郾 007 5 0郾 007 1

五阶变性系数 - 0郾 014 9 - 0郾 108 3

表 5摇 大轮齿面优化前、后参考点位置

Tab. 5摇 Position of mean contact point

参数 优化前 优化后

X / mm 40郾 133 8 40郾 001 8

R / mm 108郾 794 9 108郾 841 6

摇 摇 由图 5 可见,内层优化程序自动消除了传动误

差曲线的各种畸变。 由图 6 可知,经外层优化后的

传动误差曲线与目标曲线完全重合。 由图 7 可知,
齿面印痕未发生畸变,证明该优化方法是稳定的,优
化结果是理想的。
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图 6摇 外层优化传动误差曲线

Fig. 6摇 TEC of outer layer optimization
(a) 初始状态摇 (b) 中间状态

(c) 收尾状态摇 (d) 优化结果

摇

图 7摇 优化后的齿面接触印痕

Fig. 7摇 Contact pattern of optimization
(a) 单齿啮合时的接触印痕

(b) 相邻传动误差曲线交点之间接触印痕

摇

5摇 结论

(1)利用局部综合法计算了加工弧齿锥齿轮的

几何参数。
(2)提出了 TCA 传动误差曲线对称度和吻合度

的概念,并在此基础上实现了传动误差曲线的嵌套

优化。
(3)形成了一套包含加工参数计算在内的弧齿

锥齿轮传动误差优化程序。
(4)当 m忆c1,1 = 0 时,对某弧齿锥齿轮副进行了

基于变性法的传动误差曲线优化,验证了本文方法

的有效性。
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