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　　【摘要】　以受预应力直梁无阻尼模态作为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ映射的谱函数，求解静电 非线性梁耦合微器件的动力学

问题。对器件的 Ｐｕｌｌｉｎ吸合和释放动态过程进行仿真，将结果与有限元结果和已有文献的结果比较来验证模型的

有效性，研究表明：用这一方法建立的模型不仅能够对不同载荷情况进行多次快速仿真，也能够对不同几何参数和

材料参数的同类型器件进行快速计算，仿真精度高且减少了计算费用。
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　　引言

静电驱动两端固定微梁结构，包括压力谐振器、

ＲＦ开关、衍射光开关等。挠性极板的运动导致该板
表面的电荷分布发生变化，进而静电力发生相应变

化，进一步导致板变形。当电压足够大时，导致

Ｐｕｌｌｉｎ（吸合）现象发生。此时结构件发生最大变
形，表现出较强的几何非线性特性，即应力刚化。应

力刚化常被用作一种转换器原理，即外部载荷使梁

发生变形，随即改变了微器件的刚度和共振频

率
［１］
。因此，要准确刻画器件的动态特性，需要建

立静电 非线性结构的耦合模型。利用有限元等高

密网格方法来求解这类问题时，计算中需要对域重

新划分网格，费用很高。结构场与静电场之间的非

线性耦合也大大降低了计算收敛速度。因此，需要

寻求一种能以一定精度快速模拟器件动态特性的适

当方法，实现器件的有效设计。

Ｇａｂｂａｙ等［２］
首先使用梁的线性振形作为描述



静电微梁动力学特性的广义坐标，将机电耦合域问

题表达成机械能量域和静电能量域中的解析模型，

提出结构模态为坐标量的 ＣＨＵＲＮ建模过程。
Ｍｅｈｎｅｒ等［３］

则认为，存在应力刚化时，使用线性模

态振型估计器件的 Ｐｕｌｌｉｎ电压，其误差可能较大。
Ｙｏｕｎｉｓ等［４］

采用直梁模态振型方法研究了静电曲

梁谐振器的非线性动力学特性。上述研究都针对结

构件变形相对较小情况。本文采用受预应力的直梁

无阻尼模态作为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ映射的谱函数，求解静电
微梁全位移行程的（直至 Ｐｕｌｌｉｎ发生）动态特性问
题。通过与文献报道的数值和实验结果以及有限元

结果的比较，来验证这一方法的有效性。

１　模型的建立

１１　控制方程和边界条件
假设图１所示的两端固定梁，梁长度为 ｌ，宽度

图 １　静电驱动两端固定微梁结构示意图
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为 ｗ，厚度为 ｈ，ｘ坐标轴建立在梁的中性轴上。梁
为各向同性均质材料，杨氏模量为 Ｅ^，泊松比为 ｉ。
只考虑梁作平面运动。梁初始承受面内载荷 Ｎｏｘ
（或是残余应力 σ０，σ０＝Ｎｏｘ／（ｗｈ））的影响，其变形
运动方程为
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其中 ｆｅｌｅｃ（^ｘ，^ｔ）≈
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式中　ｆｅｌｅｃ（^ｘ，^ｔ）———单位长度上的静电载荷力

ε———介电常数　　Ｖ———电压
ｇ０———梁与基电极间的初始间隙
Ｅ———等效弹性模量，与梁宽度有关

边界条件为
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将式（１）无量纲化
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相应的边界条件为
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１２　Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法
假设梁无量纲位移 ｖ可展开成一系列与时间相

关的模态坐标和与空间相关的全局函数，｛φｋ（ｘ）｝
的乘积展开形式
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Ｍ
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式中　｛φｉ（ｘ）｝———无阻尼线性梁模态集合
Ｍ———所使用的谱函数 φｉ（ｘ）个数

将式（３）代入式（２）中，由 Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法令其残
差等于零，整理并写成矩阵为
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式中　Ｍｉｊ———质量　　Ｋｉｊ———弯曲刚度
Ｓｉｊ———初始轴向载荷导致的刚度
ｆ———静电载荷项

对于电容性微开关器件，有
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求解式（４）的主要困难在于式中的第 ３项是非线性
项，它与大变形产生的轴向拉伸有关，以及静电载荷

与位移 ｖ有关。
由式（４）可得对应的静态变形方程为

（Ｋ＋Ｎ０Ｓ）ｑ＋α１ｑ
ＴＳｑＳｑ＋ｆ＝０ （６）

由此可得到静态 Ｐｕｌｌｉｎ电压。
求解式（２）对应的特征值问题

φｉｖｉ＝Ｎ０φ″ｉ＋ω
２
ｉφｉ

φｉ（１）＝φｉ（０）＝０　φ′ｉ（１）＝φ′ｉ（０）＝０
可得梁受轴向预应力的无阻尼模态振型φｉ（ｘ），式
中，ωｉ为无量纲频率参数。

２　模型有效性验证

２１　静态／准静态 Ｐｕｌｌｉｎ电压
静电器件的 Ｐｕｌｌｉｎ电压以及 Ｐｕｌｌｉｎ临界位置是

器件设计的关键参数。采用文献［５］中模型参数，
ｌ＝６１０μｍ，ｗ＝４０μｍ，ｈ＝２２μｍ，ｇ０ ＝２０７μｍ，

Ｅ＝１４９ＧＰａ，ρ＝２３３０ｋｇ／ｍ３，ｔ＝００６６，σ０＝
－３７ＭＰａ。为避免计算奇异，假设吸合时梁与固定

９０２第 ４期　　　　　　　　　　　　林谢昭 等：静电 非线性梁耦合问题的 Ｇａｌｅｒｋｉｎ谱方法求解



电极间的最小间隙为００７μｍ。这里分别利用第一
阶模态，前两阶模态以及前三阶模态求解式（６），结
果如图２所示。文献［５］报道的实验测定值为ＶＰＩ＝
８７６Ｖ。可以看出求解精度随着所选择的模态数量
增大而提高，取３个模态就具有足够的精度。

图 ２　梁中点变形与静态电压载荷之间的关系曲线

Ｆｉｇ．２　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎｏｆｂｅａｍｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔｖｓｓｔａｔｉｃｖｏｌｔａｇｅ
　
下面的计算，本文只取第一阶振型模拟准静态

情况。以斜坡载荷方式缓慢增加电压，直至 Ｐｕｌｌｉｎ
发生。本文结果与 ＡＮＳＹＳ以及文献［５］的结果比
较如图３所示。ＡＮＳＹＳ结果表明，器件 Ｐｕｌｌｉｎ电压
在８７５～８７７Ｖ之间，电压超过 ＶＰＩ之后，ＡＮＳＹＳ计
算发散，无法继续。本模型计算得到的 Ｐｕｌｌｉｎ电压
为８７６Ｖ，Ｐｕｌｌｉｎ时梁中心的极限位置为初始间隙
的５７％，这与文献［５］的结果相吻合。而且，本模型
能对超过 Ｐｕｌｌｉｎ位置的整个变形范围进行计算，而
没有发生发散。这里，保留第一阶模态就能以足够

精度刻画器件的准静态特性。

图 ３　梁中点位移随电压的变化曲线

Ｆｉｇ．３　Ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｏｆｂｅａｍｃｅｎｔｅｒｐｏｉｎｔｖｓｓｔａｔｉｃｖｏｌｔａｇｅ
　

２２　同一模型对不同几何和材料参数的同类型器
件的仿真能力

考虑设计者需运用模型来探索设计参数空间，

因此模型要比较容易地预测器件动态特性随几何尺

寸和材料属性变化的情况。利用本模型对文献［６］
中的几个微梁（依梁长度和初始残余应力而不同）

进行仿真，模型参数为：ｗ＝５０μｍ，ｈ＝３μｍ，ｇ０＝
１μｍ，Ｅ＝１６９ＧＰａ，τ＝００６，梁密度未见报道，取ρ＝
２３３０ｋｇ／ｍ３。仍采用上述的第一阶模态建模，计算
的 Ｐｕｌｌｉｎ电压与文献［６］的结果对比如表 １所示。
本模型的精度与文献［６］中有限差分法求解二维
Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的精度相当。但计算费用却小很多。

表 １　使用不同模型得到的 Ｐｕｌｌｉｎ电压的比较

Ｔａｂ．１　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆＰｕｌｌｉｎｖｏｌｔａｇｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｍｏｄｅｌｓ

梁特性参数 Ｐｕｌｌｉｎ电压／Ｖ

ｌ／μｍ σ０／ＭＰａ ２Ｄ模型 ＭＥＭＳＣＡＤ 本模型

２５０ ０ ３９５ ４０１ ３９６３

２５０ １００ ５６９ ５７６ ５８６２

２５０ －２５ ３３７ ３３６ ３３２２

３５０ ０ ２０２ ２０３ ２０２２

３５０ １００ ３５４ ３５８ ３６８８

３５０ －２５ １３８ １３７ １３６０

　　注：参数和结果均来自文献［６］（除本模型外）。

２３　叠加直流偏置电压的简谐振动仿真
为考察用直梁模态振型建立的模型是否有足够

精度来模拟初始平衡状态为曲梁的器件的动态特

性，利用本模型仿真叠加有偏置电压的正弦电压信

号驱动下器件的运动特性。模型参数同２１节。驱
动电压为８＋０３ｓｉｎ（２πｆｔ），由本模型得到的梁中心
点位移稳态响应如图 ４ａ所示，图 ４ｂ同时给出了
ＡＮＳＹＳ的计算结果作为比较。ＡＮＳＹＳ得到的梁中心
点平衡位置是 －０６４３μｍ，稳态位移变化范围为
－０５６５～－０７２２μｍ；本模型平衡位置为 －０６４７μｍ，
稳态变化范围为 －０５４６～－０７４８μｍ。说明以直
梁振型模态为谱函数的模型能够以相当高的精度来

模拟偏置电压作用下器件的特性。

图 ４　叠加正弦电压激励下梁中点位移稳态响应的比较

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｔｅａｄｙｓｔａｔｅｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｂｅａｍｃｅｎｔｅｒ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔｕｎｄｅｒａｄｄｅｄｓｉｎｅｖｏｌｔａｇｅ
（ａ）本模型　（ｂ）ＡＮＳＹＳ

　
２４　Ｐｕｌｌｉｎ和释放过程的动态仿真

在 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ中建立单模态模型，仿真器件在零
初始状态下，受到一个三角波电压驱动时的动态响

应，研究 Ｐｕｌｌｉｎ和 Ｐｕｌｌｏｆｆ（释放）的动态过程。为计
算收敛，取常系数阻尼。电压信号与梁中心点位移

响应如图５ａ所示。当电压逐步增大，位移呈非线性
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关系增大，超过 Ｐｕｌｌｉｎ电压时（８９Ｖ附近），梁突然
加速下拉并与基电极吸合。吸合后电极间距很小，

静电载荷变得很大，因此，即使当电压降低到小于

Ｐｕｌｌｉｎ电压时，结构也不会释放。当电压降到２１Ｖ
时，梁变形回复力大于静电吸合力而产生释放。因

此，从吸合到释放过程中具有滞后现象，这在所有利

用 Ｐｕｌｌｉｎ机制工作的静电微器件中都能观察到，也
是器件设计和控制的关键问题之一。图 ５ｂ给出了
下拉释放过程梁中心速度与位移相平面图，表明了

图 ５　静电驱动微梁器件的下拉 释放动态过程

Ｆｉｇ．５　ＤｙｎａｍｉｃｓｐｒｏｃｅｓｓｏｆＰｕｌｌｉｎａｎｄＰｕｌｌｏｆｆ
（ａ）电压与位移变化历程　（ｂ）相平面图

　

梁的下拉、撞击和释放的过程。释放时的循环振荡

表现为绕最终稳定位置周围的转圈运动，这个位置

是全局稳定固定点。仿真结果还表明当 Ｐｕｌｌｉｎ发
生之前，由于梁的变形相对较小，非线性弹簧力相对

较小，线性弹簧恢复力占主导地位，随着变形的增

大，非线性弹簧力很快增大，至 Ｐｕｌｌｉｎ发生时，非线
性弹性回复力大于线性弹簧回复力，因此，大位移情

况下，忽略非线性影响会造成很大偏差。用于 Ｐｕｌｌ
ｉｎ过程研究的模型必须具备考虑大变形几何非线
性的能力。

３　结束语

研究了以受预应力直梁无阻尼模态为 Ｇａｌｅｒｋｉｎ
映射的谱函数，仿真静电 非线性梁耦合器件的方

法，获得了考虑梁初始轴向载荷和中面拉伸效应的

静电 非线性梁器件耦合模型。利用 Ｓｉｍｕｌｉｎｋ实现
了从 Ｐｕｌｌｉｎ到释放的整个过程的模拟。研究表明：
以预应力直梁无阻尼模态振型作为谱函数结合

Ｇａｌｅｒｋｉｎ映射，能够获得高精度的耦合宏模型；模型
能够仿真初始状态为曲梁的器件动态特性、能够快

速获得不同载荷作用下器件的响应，也能够快速预

测器件几何参数和材料参数发生改变随之带来的器

件动态特性的变化。对于利用 Ｐｕｌｌｉｎ机理进行工
作的 ＭＥＭＳ器件，其仿真模型必须具备能考虑大变
形导致中面拉伸影响的能力。
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