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ＡＦＴ ＤＴ相结合的离心泵曲面网格划分算法
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　　【摘要】　针对映射法的曲面网格生成容易产生畸变而导致网格质量较差的问题，提出一种基于黎曼度量，结

合前沿推进技术（ＡＦＴ）和 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划分（ＤＴ）方法的曲面网格生成算法。该算法在黎曼度量的基础上，用改

进的前沿推进技术生成参数域内的背景网格；且在对参数域内背景网格进行加密时，为了抵消映射过程中的畸变，

采用插入三角形外接椭圆圆心的方法代替传统 Ｄｅｌａｕｎａｙ插点内核，并给出了椭圆圆心定位以及判断节点是否在椭

圆内的方法。该算法通过黎曼度量的引入以及合理的背景网格充分地考虑了映射畸变和算法效率，实例表明，算

法易于实施，稳定性好且生成的网格质量较高。
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　　引言

离心泵曲面网格作为三维实体表面的离散形

式，是三维实体网格划分的前提和基础，其质量的优

劣直接影响三维实体网格划分的成败以及 ＣＦＤ数

值计算的精度。为了保证离心泵建模模型与实体的

拟合程度，离心泵几何模型中往往包含大量型线，这

些型线的存在（尤其是近距离的型线）会导致生成

的曲面网格质量不高甚至无法直接划分成功。现有

的曲面网格生成算法，在划分整体网格前，往往先由



人工进行碎面合并、复杂区域（如叶片进口边、蜗壳

隔舌等）预划分等操作，要求软件使用人员具有丰

富的经验且费时费力。因此，对曲面网格自动生成

算法效率和稳定性的研究一直是近年来研究的热

点，已取得了许多重要的进展
［１～３］

。按曲面网格的

生成方式将曲面网格的划分方法分为两大类：直接

法和映射法
［４～９］

。

总体而言，直接法不存在映射畸变、易控制网格

密度，但程序实现复杂、复杂模型剖分效果差、不能

有效地控制生成网格与原曲面的几何近似，且容易

在划分结果中出现退化现象。就映射法而言，如何

消除映射过程中的畸变是该方法的难点。实践证

明，在消除映射畸变方面黎曼度量方法具有很好的

效果，能够准确度量映射畸变，并且在合理定义黎曼

度量后可以很好地控制待剖分域网格生成。然而目

前考虑黎曼度量消除映射畸变的方法，大都采用某

一种网格生成技术，而这些技术本身都有其各自的

缺点
［１０］
（如前沿推进技术（ＡＦＴ）理论上无法保证生

成的网格质量达到设定标准，而 Ｄｅｌａｕｎａｙ方法
（ＤＴ）在生成内部网格结点过程中需要寻找最大无
量纲半径三角形，耗费大量时间）；此外这些算法在

划分过程中求取曲面上点的黎曼度量时，都是调用

相关的接口函数重新计算，这样使得算法的运行效

率很低。为解决这些问题，本文提出一种基于黎曼

度量结合 ＡＦＴ和 ＤＴ的参数曲面网格生成算法。

１　黎曼度量

１１　空间点的黎曼度量
在三维空间中，某点 Ｐ的黎曼度量可以用一个

３×３的实对称矩阵来表示
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（１）
其中ｅｉ、λｉ（ｉ＝１，２，３）是矩阵Ｍ３ｐ的特征向量和特征

值，并且 Ｄｅｔ（Ｍ３ｐ）＞０，λｉ＞０。
１２　曲面上点的控制度量

在生成参数曲面 ｒ（ｕ，ｖ）网格时，同时要考虑曲
面本身的度量和用户所指定的三维空间点的度量，

这样可以得到曲面上某点 Ｐ的控制度量
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其中 τ１＝ｒｕ，τ２＝ｒｖ，ν＝
ｒｕ×ｒｖ
｜ｒｕ×ｒｖ｜

，?」２表示只是考虑

矩阵的前两行两列。

１３　曲线的欧里（Ｅｕｃｌｉｄｅａｎ）几何长度
用 Σ表示物理空间（Ｘ，Ｙ，Ｚ）曲面，而 Ω则表示

它所对应的参数平面（ｕ，ｖ），设函数 γ在区间［ａ，ｂ］
内表示 Σ中的曲线 ＰＱ，曲线 ＰＱ也可以通过函数 σ
映射 Ω中的曲线 ＡＢ得到，并且 ＡＢ又可以通过函数
ω在区间［ａ，ｂ］获得，因此得到函数 σ、γ和 ω之间
的关系为 γ（ｔ）＝σ（ω（ｔ））。

Σ中曲线 ＰＱ长度的计算公式［１１］
为

ＬＰＱ＝∫
ｂ

ａ
‖γ′（ｔ）‖ｄｔ＝∫

ｂ

ａ
〈γ′（ｔ），γ′（ｔ槡 ）〉ｄｔ

（３）
由于 τ１＝ｒｕ＝σ′ｕ，τ２＝ｒｖ＝σ′ｖ，代入式（３）则有

ＬＰＱ＝∫
ｂ

ａ
ω′Ｔ（ｔ）Ｍ′３ｐω′（ｔ槡 ）ｄｔ （４）

因此通过式（４），可以得到参数域上曲线 ＡＢ的
长度与其对应在物理空间曲线 ＰＱ长度的关系。

结合式（２）和式（３）就可以得到在给定度量
Ｍ３ｐ后曲线长度的计算公式

ＬＭ３ｐＰＱ＝∫
ｂ

ａ
γ′Ｔ（ｔ）Ｍ３ｐ（γ（ｔ））γ′（ｔ槡 ）ｄｔ （５）

也可以写成

ＬＭ３ｐＰＱ＝∫
ｂ

ａ
ｗ′Ｔ（ｔ）Ｍｓｐ（ｗ（ｔ））ｗ′（ｔ槡 ）ｄｔ （６）

由式（６）可以得到，在指定度量的情况下参数域内
的线段 ＡＢ长度与其对应的物理空间线段 ＰＱ长度
的关系。

２　曲面网格生成

生成曲面网格具体步骤如下：

（１）读取参数曲面信息，并确定各曲面的边界
曲线。

（２）根据给定度量离散曲线上的边界曲线，并
获得各个离散点的坐标。

（３）根据参数平面的曲线离散结果，用改进的
ＡＦＴ生成背景网格，并存储各节点的控制度量。

（４）根据各点的控制度量采用 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划
分算法对参数平面进行加密，直到网格质量符合要

求为止。

（５）将划分结果映射回曲面物理空间。
２１　边界曲线的离散算法

曲面网格划分的第一步是边界曲线的离散，边

界离散的结果直接影响着曲面网格生成的质量，如

果边界离散结果与给定度量相差较大，将导致生成

的网格单元畸形、相交，甚至导致曲面网格生成失

败。边界曲线离散的实质是对参数平面内的边界曲

线进行离散，并使得在参数平面内离散后每段曲线
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的长度映射到物理空间后都能满足指定的度量。

边界曲线的离散算法如下：

首先获取参数曲面以及控制度量的信息；接着

通过 Ｒｏｍｂｅｒｇ公式来计算式（６）的曲线长度 Ｌ，四舍
五入找到与 Ｌ最近的整数 ｎ，其中 ｎ就是在指定的
度量情况下该段曲线离散点的个数；最后计算

Ｌ
ｎ
＝∫

ｔｉ＋１

ｔｉ

ｗ′Ｔ（ｔ）Ｍｓｐ（ｗ（ｔ））ｗ′（ｔ槡 ）ｄｔ

（０≤ｉ≤ｎ－１，ｔ０＝ａ，ｔｎ＝ｂ） （７）

图 １　叶片边界曲线

Ｆｉｇ．１　Ｂｏｕｎｄａｒｙｃｕｒｖｅ

ｏｆｂｌａｄｅ

得到不同的 ｔｉ值，根据 ｔｉ值
就可计算出各个离散点坐

标值。图１所示为采用本
文方法对叶片边界曲线离

散的结果。从图中可看出

在曲率大的地方离散点较

多，而曲率小的地方离散

点较少。这是因为曲率大

就相当于式（７）中的黎曼
度量 Ｍｓｐ（ｗ（ｔｉ））值大，因
此离散点间的距离较小，

单位长度上的离散点较多。

２２　参数平面网格划分
参数平面网格划分具体步骤如下：

（１）设 ＡＢ为初始边，设 Ｐａ（Ｐｂ）、Ａ、Ｂ为
Ｐａ（Ｐｂ）、Ａ、Ｂ的坐标向量，计算 Ｐａ（Ｐｂ）使得三角形
ＡＢＰａ（ＡＢＰｂ）根据度量 Ｍｓｐ（Ａ）（Ｍｓｐ（Ｂ））为等边三
角形。

（２）以 Ｐ１＝（Ｐａ＋Ｐｂ）／２为候选点，继续调整候
选点 Ｐ１的位置，设 αＡＰ１、αＢＰ１为 Ａ到 Ｐ１和 Ｂ到 Ｐ１的

向量，令 Ｐ′ａ＝Ａ＋αＡＰ１／Ｌ（ＡＰ１）和 Ｐ′ｂ＝Ｂ＋αＢＰ１／

Ｌ（ＢＰ１），其中 Ｌ（ＡＰ１）和 Ｌ（ＢＰ１）为

Ｌ（ＡＰ１）＝∫
１

０
αＴＡＰ１Ｍｓｐ１

（Ａ＋ｔαＡＰ１）αＡＰ槡 １
ｄｔ

Ｌ（ＢＰ１）＝∫
１

０
αＴＢＰ１Ｍｓｐ１

（Ｂ＋ｔαＢＰ１）αＢＰ槡 １
ｄｔ

（３）令 Ｐ＝（Ｐ′ａ＋Ｐ′ｂ）／２，点 Ｐ就是最佳的候选

点，根据 Ｐ点的坐标（ｕ，ｖ）Ｔ计算出 Ｍｓｐ（Ｐ），根据度
量 Ｍｓｐ（Ｐ）确定一个以 Ｐ为圆心的椭圆，在该椭圆
内查找阵面上的“邻近点”（不包括 Ａ、Ｂ两点），记
录这些“邻近点”。

（４）计算“邻近点”和 Ｐ点分别与 ＡＢ边所形成
三角形单元的质量，找到质量最高的单元，那么和

ＡＢ组成该单元的点就为最佳插入点（如图 ２所
示），计算三角形 ＡＢＰ、ＡＢＤ以及 ＡＢＥ的质量，同时
计算并存储最佳点的控制度量。

（５）更新阵面信息，即删去新阵面外的单元，增

补新生成的阵元。

（６）重复前５步，直至没有阵元存在，参数平面
背景网格生成结束。

（７）在考虑黎曼度量情况下，采用 Ｄｅｌａｕｎａｙ三
角划分对参数域进一步细分。

（８）把参数平面的网格映射到物理空间得到曲
面网格。

图 ２　最佳插入点的确定方法

Ｆｉｇ．２　Ｌｏｃａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｏｐｔｉｍａｌｉｎｓｅｒｔｉｏｎｐｏｉｎｔ
　
在执行步骤（４）时为了优先使用“邻近点”以减

少新插入点的个数，在计算 Ｐ与 ＡＢ组成的三角形
的质量时乘以系数 τ，τ一般取０７～０９。
２３　考虑黎曼度量的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角细化

传统的 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角细化算法，是在三角形的
外接圆圆心处插入新节点，并且保证最终产生的三

角形单元的外接圆内不存在其他节点。然而在考虑

黎曼度量情况下，单元的外心需要根据黎曼距离公

式通过求解复杂的非线性方程组得到，这个过程通

常困难且耗时，并且由于映射各个方向的非等方性

就需要用参数域椭圆代替曲面三角形的外接圆。本

文采用一种简化的计算数域的三角形外接椭圆圆心

的方法
［１２］
，过程如下：

曲面上某点 Ｐ的控制度量 Ｍｓｐ，通过求解方程

组

ＬＭ３ｐ（ＯｋＶ１）＝ＬＭ３ｐ（ＯｋＶ２）

ＬＭ３ｐ（ＯｋＶ１）＝ＬＭ３ｐ（ＯｋＶ３
{ ）

（８）

获得三角形 Ｋ的外心位置 ＯＫ，其中 Ｖｉ（ｉ＝１，２，３）表

示 Ｋ的顶点，设其坐标为［ｘｉ，ｙｉ］
Ｔ
，ＯＫ的坐标为

［Ｏｘ，Ｏｙ］
Ｔ
，Ｍ３ｐ＝［ｍｉｊ］１≤ｉ，ｊ≤２，将式（８）代入式（６）

中，则式（８）可最终转换为线性方程组
ａ２ ｂ２
ａ３ ｂ３

Ｏｘ
Ｏｙ
＝
ｃ２
ｃ３

（９）

其中 ａｉ＝２［ｍ１１（ｘｉ－ｘ１）＋ｍ１２（ｙｉ－ｙ１）］
ｂｉ＝２［ｍ２２（ｙｉ－ｙ１）＋ｍ１２（ｘｉ－ｘ１）］

ｃｉ＝ｍ１１ｘ
２
ｉ＋２ｍ１２ｘｉｙｉ＋ｍ２２ｙ

２
ｉ－

（ｍ１１ｘ
２
１＋２ｍ１２ｘ１ｙ１＋ｍ２２ｙ

２
１）

从而能够求得 ＯＫ坐标。
设 ＬＯＫＥ为 ＯＫ到三角形任意顶点的距离，Ｐ为参

数域内一点，ＬＯＫＰ为 Ｐ点到圆心的距离。于是，若
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ＬＯＫＥ＞ＬＯＫＰ，则 Ｐ点在椭圆内；若 ＬＯＫＥ＝ＬＯＫＰ，则 Ｐ点
在椭圆上；若 ＬＯＫＥ＜ＬＯＫＰ，则 Ｐ点在椭圆外。

在考虑黎曼度量情况下，采用 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划
分对参数域细化算法分为两步：

（１）对背景网格进行 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划分，并保
证任意三角形的外接椭圆内不包含其他节点（判断

是否在椭圆内的方法上文已给出）。

（２）存储所有质量小于 Ｋｉ的三角形单元，遍历
这些单元，并将这些三角形的外接椭圆圆心作为插

入点进行加密，直到所有三角形的质量值都大于 Ｋｉ
为止。其中

Ｋｉ 槡＝２ ３
‖λ×β‖

‖λ‖２＋‖α‖２＋‖β‖２

式中，α表示 Ａ到 Ｂ向量，β表示 Ｂ到 Ｃ向量，λ表

示 Ｃ到 Ａ向量；Ｋ１＝∑
Ｎ

ｉ＝１
Ｋｉ Ｎ，Ｋ２＝Ｎ ∑

Ｎ

ｉ＝１
１／Ｋｉ，

　　

Ｎ为单元总个数。

３　曲面网格生成实例

图３ｂ和３ｃ分别表示采用某商用网格划分软件
和本文算法的划分结果。从图中可看出，采用商用

软件划分得到的网格等方性较好，但是在不规则的

边界处与边界的重合性较差（图 ３ｂ中的箭头所
示）；而本文算法考虑曲面的黎曼度量并利用 ＡＦＴ
能够较好地保证边界完整性的特点，因此使得生成

的网格与原模型有较好的重合。图３ｄ和图３ｅ是其
在参数域内边界和网格划分结果。表 １为以 Ｋｉ为
单元质量衡量准则，计算得到上述两种算法生成网

格的质量系数分布情况。从表中可看出，本文算法

在同样的输入条件下（同样的参数曲面、同样的剖

分尺寸），产生的网格数目较少，并且最差单元和平

均单元质量都比商用软件有所提高。

图 ３　参数曲面网格划分

Ｆｉｇ．３　Ｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
（ａ）模型　（ｂ）某网格软件划分结果　（ｃ）本文算法　（ｄ）参数平面边界曲线离散结果　（ｅ）参数平面网格划分结果

　
表 １　不同划分方法生成的曲面网格单元质量统计

Ｔａｂ．１　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｔｈｅｑｕａｌｉｔｙｏｆｔｈｅｍｅｓｈｆｏｒｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

划分方法
网格单元质量分布

０～０２ ０２～０４ ０４～０６ ０６～０８ ０８～１０

最差单元

质量

平均单元

质量

网格划分软件 ０ ０ ４１ ２４８ ４０７ ０５７５４ ０９１７５

本文算法　　 ０ ０ １６ １８７ ４４９ ０５９５１ ０９３６２

　　图 ４ａ是一个组合曲面的剖分，图 ４ｂ是该组合
曲面单元生成数目与生成时间的关系曲线，生成单

元的整个过程包括曲面边界曲线的离散化、三角形

单元生成等一系列过程。该测试在主频 ２０ＧＨｚ，
内存１ＧＢ的 ＰＣ机上完成。曲线表明本算法的时
间复杂度基本是线性的，在该 ＰＣ机上每分钟平均
生成并优化 １０００００个三角形单元。图 ４ｃ是该组
合曲面质量系数分布情况，可以看出，采用本文算

法生成的组合曲面网格中只有少量单元存在于质

量较差区间（网格质量在 ０～０３，曲面网格质量衡
量准则为 Ｋｉ），大部分网格单元都存在于高质量区
间（网格质量在 ０７以上），因此，该组合曲面网格
质量较高。

图５所示曲面网格中共有３８６１个节点，８１７０个
三角 形 单 元，质 量 系 数 最 小 为 ０３０７，最 大 为
０９９６１，Ｋ１＝０９２１２，Ｋ２＝０９１５３。通过图５ｂ可以
看出生成的单元质量系数大多数都在 ０８～０９附
近，生成的曲面网格质量较高。　　
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图 ４　曲面网格生成实例

Ｆｉｇ．４　Ｅｘａｍｐｌｅｏｆｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
（ａ）曲面网格划分　（ｂ）曲面网格划分单元个数与时间关系曲线　（ｃ）曲面网格质量系数分布

　

图 ５　复杂曲面的网格划分

Ｆｉｇ．５　Ｃｏｍｐｌｅｘｐａｒａｍｅｔｒｉｃｓｕｒｆａｃｅｍｅｓｈｇｅｎｅｒａｔｉｏｎ
（ａ）叶轮曲面的剖分结果　（ｂ）网格质量系数分布

　

４　结束语

在考虑黎曼度量情况下，提出了一种采用 ＡＦＴ
和 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划分相结合的方式生成参数域网
格的方法，既保证了边界三角形单元的质量又充分

发挥了 Ｄｅｌａｕｎａｙ三角划分在平面域内划分网格的
优势，使得参数平面内生成的网格映射回物理空间

后，得到的曲面网格质量较高。算例表明，该方法稳

定性好，易于实施，网格单元疏密合理，过渡均匀，网

格质量能满足有限元分析的要求。
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