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完全各向同性２Ｔ１Ｒ空间并联机器人机构型综合
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　　【摘要】　提出了完全各向同性二移动一转动（２Ｔ１Ｒ）空间并联机器人机构型综合的系统方法。首先根据机构

各分支预期功能的要求，基于互易螺旋理论确定出各分支的驱动螺旋、主动螺旋和可动非主动螺旋；再按照分支连

接度的不同列举出机构的各分支运动链；最后根据机构各分支装配要求将动平台和静平台连接起来即可得到预期

的机构，并得到大量新型机构。实例分析验证了型综合方法的正确性。由于所综合出的并联机器人机构的运动雅

可比矩阵均为单位阵，因此这类机构具有良好的运动学和力传递性能。
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　　引言

并联机器人机构的型综合过程可分为分支运动

链的型综合和机构型综合两个关键环节。分支运动

链型综合是指利用某种方法或手段综合出含有一定

运动副类型和数目并按照一定配置形式串联而成的

运动链结构，且该运动链结构末端构件的运动输出

特性包含预期机构的运动输出特性；机构型综合则

是将所综合出的若干条运动链按照一定约束形式把

动平台和静平台连接组成能够实现预期运动输出特

性的机构。国际上常用的型综合方法有：基于自由

度计算公式的列举法
［１］
、基于给定末端运动的型综

合法
［２～３］

、基于位移李群理论综合法
［４～５］

和基于螺

旋理论的型综合法
［６］
。



关于并联机器人的研究大多集中于 ６自由
度

［７］
、３自由度移动［２］

和３自由度转动［８］
并联机构，

而对２Ｔ１Ｒ型３自由度空间并联机构的关注相对较
少

［９］
。Ｋｏｎｇ和 Ｇｏｓｓｅｌｉｎ［６］基于螺旋理论对 ２Ｔ１Ｒ型

空间并联机构的结构综合进行了研究，并综合出多

种新型机构。Ｒｅｆａａｔ和 Ｈｅｒｖé［１０］利用位移李群理论
综合出３种新型２Ｔ１Ｒ空间并联机构。对一般的并
联机构而言，由于其运动耦合性强，使得轨迹规划和

实时控制等方面较为困难。所以关于解耦、无耦合

以及完全各向同性机构的研究已成为该领域的新课

题。Ｚｈａｎｇ［１１］提出一种新型无耦合 ２Ｔ１Ｒ空间并联
机构，对其位置、速度及运动性能进行了分析。

Ｇｏｇｕ［１２］利用线性变换理论提出了完全各向同性移
动并联机构的型综合方法。Ｃａｒｒｉｃａｔｏ［１３］基于螺旋理
论提出了完全各向同性 ３Ｔ１Ｒ并联机构的型综合方
法。张彦斌

［１４］
等则基于互易螺旋理论对完全各向

同性３自由度移动并联机构的型综合进行了研究。
本文在上述文献的基础上，提出完全各向同性二移

动一转动空间 ３自由度并联机构的型综合系统方
法。

１　２Ｔ１Ｒ型并联机构运动输入 输出关系

假定２Ｔ１Ｒ型３自由度空间并联机构末端操作
器（即动平台）的输出速度为２个沿ｘ、ｙ轴方向的线
速度和１个绕 ｙ轴转动的角速度，而沿 ｚ轴方向移
动的线速度和绕 ｘ、ｚ轴转动角速度恒等于零。因此
２Ｔ１Ｒ型空间并联机构输入 输出速度关系表达式可

写为

Ｊｄｉｒｖ＝Ｊｉｎｖｑ （１）

其中 Ｊｄｉｒ＝

Ｌａ１ Ｍａ１ Ｑａ１
Ｌａ２ Ｍａ２ Ｑａ２
Ｌａ３ Ｍａ３ Ｑａ











３

（２）

Ｊｉｎｖ＝

＄ａ１°＄１１ ０ ０

０ ＄ａ２°＄１２ ０

０ ０ ＄ａ３°＄











１３

（３）

ｖ＝［ｖｘ，ｖｙ，ωｙ］
Ｔ

（４）
ｑ＝［ｑ１１，ｑ１２，ｑ１３］

Ｔ
（５）

式中　ｖ———机构动平台的输出速度矢量
ｑ———机构主动副的输入速度矢量
Ｊｄｉｒ———机构正运动雅可比矩阵
Ｊｉｎｖ———机构逆运动雅可比矩阵

式中 Ｌａｉ、Ｍａｉ、Ｑａｉ为机构第 ｉ条分支的驱动螺旋六维
Ｐｌｕｃｋｅｒ坐标的相应元素；＄１ｉ为机构第 ｉ条分支的主
动螺旋；＄ａｉ为机构第 ｉ条分支的驱动螺旋。

若 Ｊｉｎｖ可逆，则式（１）又可改写为

Ｊｖ＝ｑ （６）
式中 Ｊ＝Ｊ－１ｉｎｖＪｄｉｒ，为机构的运动雅可比矩阵。

若２Ｔ１Ｒ型并联机器人机构为完全各向同性机
构，那么雅可比矩阵 Ｊ应等价于单位阵 Ｉ３×３，即

Ｊ＝εＩ （７）
式中　ε———非零常数

所以正、逆雅可比矩阵 Ｊｄｉｒ和 Ｊｉｎｖ至少应为常对
角阵才能满足 Ｊ为对角阵的要求。

２　机构分支运动链的型综合

２１　第１条分支运动链的型综合
２１１　第１条分支驱动螺旋 ＄ａ１的确定

假设机构第１条分支仅对动平台沿 ｘ轴方向的
移动提供直接驱动，并设机构分支中只含有转动和

移动２种基本运动副。
设静坐标系 Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′固接于定平台，动坐标系

Ｏｘｙｚ的坐标原点 Ｏ附着于动平台，且动坐标系的 ３
个坐标轴在运动过程中始终与静坐标系的３个坐标
轴分别对应平行，如图 １所示。图 １中 ｉ、ｊ、ｋ分别
为动坐标轴线方向的单位矢量，分支驱动螺旋 ＄ａｉ相

对于动坐标系原点 Ｏ的矢径为 ｒｉ＝［ｘａｉ，ｙａｉ，ｚａｉ］
Ｔ
，

各分支的主动螺旋 ＄１ｉ固定于静坐标系。

图 １　驱动螺旋和主动螺旋

Ｆｉｇ．１　Ａｃｔｕａｔｉｏｎｓｃｒｅｗａｎｄａｃｔｕａｔｅｄｓｃｒｅｗ
　
根据前面分析知，正雅可比矩阵 Ｊｄｉｒ只能为对角

阵，因此 Ｊｄｉｒ的第１行中仅第１个元素［Ｊｄｉｒ］１１应为非
零常数，所以第１条分支中主动副施加在动平台上
的驱动螺旋的形式为

＄ａ１＝［Ｌａ１，０，Ｎａ１；Ｐａ１，０，Ｒａ１］
Ｔ

（８）
＄ａ１是一个纯力螺旋，其作用是使动平台沿驱动

螺旋方向 ｓａ１＝［Ｌａ１，０，Ｎａ１］
Ｔ
移动。由于该分支仅

对动平台沿 ｘ轴方向的移动提供驱动，所以有Ｎａ１＝
０，因而式（８）可写为

＄ａ１＝［１，０，０；Ｐａ１，０，Ｒａ１］
Ｔ

（９）
由于第 １条分支运动链的驱动螺旋 ＄ａ１轴线过
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动坐标系中点［ｘａ１，ｙａ１，ｚａ１］
Ｔ
，通过计算可得 Ｐａ１＝０，

Ｑａ１＝ｚａ１＝０，Ｒａ１＝－ｙａ１。因此，第 １条分支驱动螺
旋的形式为

＄ａ１＝［１，０，０；０，０，－ｙａ１］
Ｔ

（１０）

即驱动螺旋 ＄ａ１为过 ｙ轴上点［０，ｙａ１，０］
Ｔ
且平行于

ｘ轴的零节距螺旋。换句话说，驱动螺旋 ＄ａ１为与
ｘ轴平行的纯力螺旋（图１）。
２１２　第１条分支主动螺旋 ＄１１的确定

将式（１０）代入逆雅可比矩阵 Ｊｉｎｖ对角线上的第
一个元素［Ｊｉｎｖ］１１，得

［Ｊｉｎｖ］１１＝＄ａ１°＄１１＝Ｐ１１－ｙａ１Ｎ１１ （１１）
式中 ＄１１为第１条分支的主动螺旋，其表达式为

＄１１＝［Ｌ１１，Ｍ１１，Ｎ１１；Ｐ１１，Ｑ１１，Ｒ１１］
Ｔ

（１２）
由于 ＄１１固定于静坐标系，即其方向矢量 ｓ１１＝

［Ｌ１１，Ｍ１１，Ｎ１１］
Ｔ
为常矢量，而动坐标系 Ｏｘｙｚ相对于

静坐标系 Ｏ′ｘ′ｙ′ｚ′的位置时刻发生变化（尽管方向
不变），因此 ＄１１在 ｚ′轴向的任何非零分量（Ｎ１１）都会
使得其对偶量在 ｘ′轴上的分量（Ｐ１１）为变量，致使
［Ｊｉｎｖ］１１亦为变量，所以要满足［Ｊｉｎｖ］１１为常数，必有
Ｎ１１＝０。

故第１条分支的主动螺旋 ＄１１只能为２种形式，
即

＄１１＝
［Ｌ１１，Ｍ１１，０；Ｐ１１，Ｑ１１，Ｒ１１］

Ｔ
（ｈ＝０）

［０，０，０；Ｌ１１，Ｍ１１，０］
Ｔ

（ｈ＝∞{ ）

（１３）
式中　ｈ———螺旋节距

由式（１３）可知，主动螺旋 ＄１１位于 Ｏ′ｘ′ｙ′平面

内，假定其过静坐标系上的点［ｘ１１，ｙ１１，０］
Ｔ
，那么可

得到 Ｐ１１＝０，Ｑ１１＝０，Ｒ１１＝ｙ１１Ｌ１１－ｘ１１Ｍ１１。
将式（１０）和（１３）代入式（３）有

［Ｊｉｎｖ］１１＝＄ａ１°＄１１＝
０ （ｈ＝０）
Ｌ１１ （ｈ＝∞{ ）

（１４）

由于逆雅可比矩阵 Ｊｉｎｖ对角线上的元素只能为
非零常数，因此应将节距 ｈ＝０的主动螺旋舍去，并
且 Ｌ１１≠０。根据式（１４）可知，［Ｊｉｎｖ］１１的值与元素
Ｍ１１无关，因此可令 Ｍ１１＝０，故有

＄１１＝［０，０，０；１，０，０］
Ｔ

（１５）
即第１条分支的主动螺旋 ＄１１为任意平行于 ｘ轴的
无穷大节距螺旋（图 １），这表明该分支的主动副为
移动副，且其移动方向与 ｘ轴平行。
２１３　分支中其他可动非主动螺旋的确定

由于驱动螺旋 ＄ａ１与分支中除主动螺旋 ＄１１外的
其他所有运动螺旋的互易积恒等于零，因此第 １条
分支中可动非主动螺旋的形式有以下３种情况：

（１）平行于 ｘ轴的零节距螺旋，此类螺旋可直

接与 ＄１１相连，且这类螺旋数目至少为２，最多为３。
（２）垂直于 ｘ轴的平面上的无穷大节距螺旋，

其数目最多为２，且它们的方向互不平行，可配置在
分支中的任何位置。

（３）与 ＄ａ１相交且平行于 ｙ轴的零节距螺旋，该
螺旋可直接或通过无穷大节距螺旋与动平台相连，

其数目有且仅有１个。
２１４　第１条分支运动链的型综合

由于并联机构动平台的运动输出特征矩阵是所

有分支运动输出特征矩阵的交集，即任何一条分支

末端构件相对于初始构件的相对运动空间，都应包

含动平台相对于定平台的运动空间，所以对于本文

综合出的所有分支末端构件，都必须包含有沿 ｘ、ｙ
轴方向的移动和绕 ｙ轴的转动自由度。

根据螺旋的相关性可知，空间无穷大节距螺旋

的最大线性无关的数目为 ３，空间平行的零节距螺
旋的最大线性无关的数目也为 ３。按照分支连接度
ＦＣ的不同可列举出所有符合要求的第 １条分支运
动链的结构形式（表１）。为了简化运动链的结构形
式，假定同一分支中相邻运动副的轴线相互平行或

垂直。

表 １　第 １条分支运动链结构

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｔｈｅｆｉｒｓｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎ

ＦＣ 类型 序号 基本分支结构
含有多自由度运动

副的分支结构

３ ２Ｐ１Ｒ １～３
ＰｕＰｖＲｖ
ＰｕＲｖＰｖ

ＰｕＣｖ

４ ３Ｐ１Ｒ ４～９

ＰｕＰｖＰｗＲｖ
ＰｕＰｖＲｖＰｗ
ＰｕＰｗＲｖＰｖ
ＰｕＲｖＰｖＰｗ

ＰｕＣｖＰｗ
ＰｕＰｗＣｖ

５

１Ｐ４Ｒ １０～１３ ＰｕＲｕＲｕＲｕＲｖ

ＰｕＲｕＲｕＵｕｖ
ＣｕＲｕＲｕＲｖ
ＣｕＲｕＵｕｖ

２Ｐ３Ｒ １４～２４

ＰｕＰｎＲｕＲｕＲｖ
ＰｕＲｕＰｎＲｕＲｖ
ＰｕＲｕＲｕＰｎＲｖ
ＰｕＲｕＲｕＲｖＰｎ

ＰｕＰｎＲｕＵｕｖ
ＰｕＲｕＲｕＣｖ
ＣｕＲｕＲｖＰｎ
ＣｕＰｎＲｕＲｖ
ＣｕＲｕＰｎＲｖ
ＣｕＰｎＵｕｖ
ＣｕＲｕＣｖ

　　表１中各条运动链的第 １个运动副为主动副
（运动副的排列顺序为自左至右），若第 １个运动副
为 Ｃ副，则以 Ｃ副的线性自由度为主动输入。下标
字母 ｕ、ｖ、ｗ表示运动副的移动方向或转动轴线方
向，其单位矢量分别为 ｕ、ｖ、ｗ。对于下标为 ｎ的移
动副，其移动方向为垂直于 ｕ的任意方向，但与相邻
的运动副轴线保持平行或垂直。

令 ｕ＝ｘ，ｖ＝ｙ，ｗ＝ｚ，则表 １中的运动链即为向
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动平台 ｘ轴方向移动提供直接驱动的第１条分支。
２２　第２条分支运动链的型综合
２２１　第２条分支驱动螺旋 ＄ａ２的确定

假设机构第２条分支仅对动平台沿 ｙ轴方向的
移动提供直接驱动。由于正雅可比矩阵 Ｊｄｉｒ的第 ２
行中仅第２个元素［Ｊｄｉｒ］２２为非零常数，所以第 ２条
分支的驱动螺旋 ＄ａ２表示形式为

＄ａ２＝［０，Ｍａ２，Ｎａ２；Ｐａ２，０，Ｒａ２］
Ｔ

（１６）
同样，由于该分支只对动平台沿 ｙ轴方向的移

动提供直接驱动，所以有 Ｎａ２＝０，故而 ＄ａ２又可写为

＄ａ２＝［０，１，０；Ｐａ２，０，Ｒａ２］
Ｔ

（１７）

设 ＄ａ２过动坐标系 Ｏｘｙｚ中的点［ｘａ２，ｙａ２，ｚａ２］
Ｔ
，则有

Ｐａ２ ＝－ｚａ２和 Ｒａ２ ＝ｘａ２，即 ＄ａ２过 Ｏｘｚ平面上的点

［ｘａ２，０，ｚａ２］
Ｔ
，所以式（１７）又可变形为

＄ａ２＝［０，１，０；－ｚａ２，０，ｘａ２］
Ｔ

（１８）

因此，第２条分支驱动螺旋 ＄ａ２为过点［ｘａ２，０，ｚａ２］
Ｔ

且平行于 ｙ轴的零节距螺旋。
２２２　第２条分支主动螺旋 ＄１２的确定

将式（１８）代入逆雅可比矩阵 Ｊｉｎｖ对角线上的第
２个元素，得

［Ｊｉｎｖ］２２＝＄ａ２°＄１２＝Ｑ１２－ｚａ２Ｌ１２＋ｘａ２Ｎ１２ （１９）
其中 ＄１２为第２条分支的主动螺旋，且有

＄１２＝［Ｌ１２，Ｍ１２，Ｎ１２；Ｐ１２，Ｑ１２，Ｒ１２］
Ｔ

（２０）
由于主动螺旋 ＄１２固定于静坐标系，即其方向矢

量 ｓ１２＝［Ｌ１２，Ｍ１２，Ｎ１２］
Ｔ
为常矢量，＄１２沿 ｘ和 ｚ轴方

向上的任何非零分量（Ｌ１２和 Ｎ１２）都会使得其对偶量
在 ｙ轴上的分量（Ｑ１２）为变量，从而导致［Ｊｉｎｖ］２２的
值为变量。因此，要保证［Ｊｉｎｖ］２２为常数，必满足条
件 Ｌ１２＝０和 Ｎ１２＝０。故主动螺旋 ＄１２的形式为

＄１２＝
［０，１，０；Ｐ１２，０，Ｒ１２］

Ｔ
（ｈ＝０）

［０，０，０；０，１，０］Ｔ （ｈ＝∞{ ）
（２１）

即主动螺旋 ＄１２为平行于 ｙ轴的零节距螺旋或无穷
大节距螺旋。

将式（１８）和（２１）代入逆雅可比矩阵 Ｊｉｎｖ对角线
上的第２个元素，得

［Ｊｉｎｖ］２２＝＄ａ２°＄１２＝
０ （ｈ＝０）
１ （ｈ＝∞{ ）

（２２）

由于［Ｊｉｎｖ］２２应为非零常数，所以节距 ｈ＝０的
螺旋不符合要求，故第２条分支的主动螺旋 ＄１２只能
为平行于 ｙ轴的无穷大节距螺旋。
２２３　分支中其他可动非主动螺旋的确定

同理，根据互易积原理可确定出该分支中可动

非主动螺旋的形式：

（１）平行于 ｙ轴的零节距螺旋，此类螺旋可直
接与 ＄１１相连或通过无穷大节距螺旋与 ＄１１相连，且

其数目至少有１个，最多为３个。
（２）垂直于 ｙ轴的平面上的无穷大节距螺旋，

可配置在分支中的任意位置，其数目最多为２。
２２４　第２条分支运动链的型综合

当分支中主动螺旋和可动非主动螺旋确定后，

按照分支连接度 ＦＣ的数目以及各类运动螺旋的最
大线性无关数的不同，可列举出该分支各种可能的

运动链结构（表２）。表２中各条运动链的第 １个运
动副为主动副，若第 １个运动副为 Ｃ副，则以 Ｃ副
的线性自由度为主动输入。当表２中各运动链的下
标取 ｖ＝ｙ时即可得到第２条分支的运动链。

表 ２　第 ２条分支运动链结构

Ｔａｂ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎ

ＦＣ 类型 序号 基本支链结构
含有多自由度

运动副的支链结构

３ ２Ｐ１Ｒ １～３
ＰｖＰｕＲｖ
ＰｖＲｖＰｕ

ＣｖＰｕ

４

１Ｐ３Ｒ ４～５ ＰｖＲｖＲｖＲｖ ＣｖＲｖＲｖ

２Ｐ２Ｒ ６～１３

ＰｖＰｕＲｖＲｖ
ＰｖＲｖＰｕＲｖ
ＰｖＲｖＲｖＰｕ

ＣｖＰｕＲｖ
ＣｖＲｖＰｕ

３Ｐ１Ｒ １４～２１

ＰｖＰｕＰｗＲｖ
ＰｖＰｕＲｖＰｗ
ＰｖＲｖＰｕＰｗ

ＣｖＰｕＰｗ

２３　第３条分支运动链的型综合
２３１　第３条分支驱动螺旋 ＄ａ３和主动螺旋 ＄１３的

确定

假设该分支运动链仅对动平台绕 ｙ轴方向的转
动提供直接驱动，因此该分支的驱动螺旋 ＄ａ３应为
１个纯力偶的形式，且 ＄ａ３的方向矢量 ｓａ３在 ｙ轴上的
分量不为零，那么该分支驱动螺旋的表达式为

＄ａ３＝［０，０，０；Ｌａ３，Ｍａ３，Ｎａ３］
Ｔ

（２３）

且有 Ｍａ３＝ｓ
Ｔ
ａ３·ｊ≠０ （２４）

式中　ｊ———沿 ｙ轴方向的单位矢量
根据逆雅可比矩阵 Ｊｉｎｖ对角线上的第 ３个元素

［Ｊｉｎｖ］３３的计算公式有

［Ｊｉｎｖ］３３＝＄ａ３°＄１３＝ｓ
Ｔ
ａ３·ｓ１３＝Ｌａ３Ｌ１３＋Ｍａ３Ｍ１３＋Ｎａ３Ｎ１３

（２５）
式中 ＄１３为该分支的主动螺旋，ｓ１３为其方向矢量，且

＄１３＝［Ｌ１３，Ｍ１３，Ｎ１３；Ｐ１３，Ｑ１３，Ｒ１３］
Ｔ

（２６）
由于［Ｊｉｎｖ］３３为非零常数，所以主动螺旋 ＄１３必

不能为无穷大节距螺旋，同时 ｓ１３不能垂直于 ｓａ３。
由于这里只考虑移动和转动两种基本运动副，故 ＄１３
只能为与 ＄ａ３非垂直的零节距螺旋。

因为完全各向同性并联机构的输入 输出之间

存在一一对应的线性映射关系，故机构动平台绕 ｙ
轴的输出角速度 ωｙ与第 ３条分支中主动副的输入
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速度 ｑ１３之间的运动学关系可写为
ωｙ＝ｃｑ１３ （２７）

式中　ｃ———非零常数
联立方程（１）、（２３）、（２４）和（２７），可得

ｃ＝
＄ａ３°＄１３
ｓＴａ３·ｊ

＝
ｓＴａ３·ｓ１３
ｓＴａ３·ｊ

（２８）

由于主动螺旋 ＄１３固定于静坐标系，因此该螺旋
的方向矢量ｓ１３为常矢量，而ｊ也为常矢量，所以要使
得 ｃ为常数，则可能存在以下两种情况：

（１）ｓａ３为常矢量
当 ｓａ３为常矢量时，假设 １个零节距螺旋 ＄０直

接与动平台相连，一方面要求该螺旋的轴线绕 ｊ转
动，另一方面又要求其轴线在整个运动过程中始终

垂直于 ｓａ３，所以必有 ｓａ３＝ｊ。
若零节距螺旋 ＄０直接与该分支的主动螺旋 ＄１３

相连，那么其轴线在绕 ｓ１３转动的同时，还要始终垂
直于 ｊ，因此必定满足 ｓ１３＝ｊ。

综上所述，可得

ｓａ３＝ｓ１３＝ｊ （２９）
将式（２９）代入式（２８），得 ｃ＝１，所以第 ３条分支驱
动螺旋 ＄ａ３的形式为

＄ａ３＝［０，０，０；０，１，０］
Ｔ

（３０）
由式（３０）可以看出，＄ａ３为任意平行于 ｙ轴的

无穷大节距螺旋，即该分支的主动螺旋仅对动平台

施加了１个绕 ｙ轴方向转动的纯力偶矩。
（２）ｓ１３＝ｊ
在这种情况下，无论 ｓａ３为何矢量，只要满足条

件 ｓａ３不垂直于 ｓ１３（如图１），都有 ｃ＝１。
上述分析表明，第 １种情况只是第 ２种情况的

特例。一般情况下，ｓａ３并非为常矢量，但要满足条

件 ｓＴａ３ｓ１３≠０。因而主动螺旋 ＄１３的形式为

＄１３＝［０，１，０；Ｐ１３，０，Ｒ１３］
Ｔ

（３１）
因此，＄１３为平行于 ｙ轴的零节距螺旋（图１），即第３
条分支的主动副应为轴线平行于 ｙ轴的 Ｒ副。
２３２　分支中其他可动非主动螺旋的确定

当驱动螺旋 ＄ａ３确定后，该分支中其他可动非主
动螺旋即可确定，它们可能的形式为：

（１）沿任意方向的无穷大节距螺旋，即任何线
性无关的移动副，其数目最多为３。

（２）轴线与 ｓａ３垂直的零节距螺旋。如果分支
中零节距螺旋的数目为 ２或 ３，它们的轴线必须相
互平行，否则会出现惰性副。

２３３　第３条分支运动链的型综合
当分支主动螺旋和非主动螺旋的可能形式通过

上述方法确定后，按照分支连接度 ＦＣ的不同，可列
举出所有可行的支路运动链结构（表３）。同样各条

运动链的第１个运动副为主动副，若第 １个运动副
为 Ｃ副，则选取其转动自由度为主动输入。令表 ３
中下标字母 ｖ＝ｙ即可得到机构的第 ３条分支运动
链。

３　完全各向同性２Ｔ１Ｒ型并联机构型综合

　　当利用上述方法综合出空间 ２Ｔ１Ｒ型并联机构
的３条分支运动链后，从表 １～３中各取 １条运动
链，按照每条分支主动副轴线（或移动方向）的装配

方位将动平台和静平台联接起来即可得到具有预期

运动输出特性的２Ｔ１Ｒ型完全各向同性空间并联机
构，机构的每条分支分别控制着动平台沿某一方向

上的运动。由于机构动平台的输出运动是所有分支

运动螺旋系的交集，所以必须保证 ３条分支运动螺
旋系的交集为由两个分别沿 ｘ、ｙ轴方向的无穷大节
距螺旋和一个平行于 ｙ轴的零节距螺旋组成的一个
运动螺旋系。因此，对于一个 ２Ｔ１Ｒ型无奇异完全
各向同性空间并联机构，其前两条分支中至少有一

条分支的连接度为 ３，而第 ３条分支可从表 ３中任
取。

实际应用中，在满足机构运动学及其性能的基

础上，应使机构的结构简单、紧凑，以减小机构所占

据的空间，减少各分支间以及与动平台间的干涉现

象发生，所以尽量使用构件数较少的分支运动链，并

合理地调整各分支运动链的装配位置。对于本文综

合出的完全各向同性并联机构的３条分支运动链的
装配条件还有如下限制：前 ２条分支中最接近于动
平台的２个 Ｒ副的轴线平行或重合，第 ３条分支中
最接近于动平台的Ｒ副的轴线垂直于 ｙ轴。图２给
出综合所得的 ４种新型 ２Ｔ１Ｒ空间并联机器人机
构。

４　机构运动输出特性和速度分析

以图２ａ机构为例，对其动平台的运动输出特性
和速度作简要分析。

４１　机构运动输出特性分析
图 ２ａ所示机构的 ３条分支运动链分别为

ＰｘＰｙＲｙ、ＣｙＲｙＲｙ和 ＲｙＲｕＵｕｗＵｗｕ，下标 ｘ、ｙ、ｕ、ｗ分别
为相应运动副轴线在静坐标系 Ｏｘｙｚ中的方向。根
据螺旋理论可知，该机构的第 ２条分支的运动螺旋
为

＄２１＝［０，０，０；０，１，０］
Ｔ

＄２２＝［０，１，０；０，０，０］
Ｔ

＄２３＝［０，１，０；ａ２３，０，ｃ２３］
Ｔ

＄２４＝［０，１，０；ａ２４，０，ｃ２４］













Ｔ

（３２）
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表 ３　第 ３条分支运动链结构

Ｔａｂ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｏｆｔｈｅｔｈｉｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎ

ＦＣ 类型 序号 基本支链结构
含有多自由度运动

副的支链结构

４ ３Ｐ１Ｒ １～２ ＲｖＰｖＰｕＰｗ ＣｖＰｕＰｗ

５

１Ｐ４Ｒ ３～９

ＲｖＰｕＲｕＲｕＲｕ
ＲｖＲｕＰｕＲｕＲｕ
ＲｖＲｕＲｕＰｕＲｕ
ＲｖＲｕＲｕＲｕＰｕ

ＲｖＣｕＲｕＲｕ
ＲｖＲｕＣｕＲｕ
ＲｖＲｕＲｕＣｕ

２Ｐ３Ｒ １０～４０

ＲｖＰｖＰｗＲｕＲｕ
ＲｖＰｖＲｕＰｗＲｕ
ＲｖＰｖＲｕＲｕＰｗ
ＲｖＰｖＲｕＲｕＰｗ
ＲｖＲｕＲｕＰｗＰｖ
ＲｖＰｗＲｕＲｕＰｖ
ＲｖＲｕＰｗＲｕＰｖ
ＲｖＲｕＰｕＰｗＲｕ
ＲｖＰｕＲｕＰｗＲｕ
ＲｖＲｕＰｗＲｕＰｕ

ＣｖＰｗＲｕＲｕ
ＲｖＰｖＣｕＲｕ
ＣｖＲｕＰｗＲｕ
ＣｖＲｕＲｕＰｗ
ＲｖＲｕＣｕＰｖ
ＲｖＣｕＲｕＰｖ
ＲｖＲｕＣｕＰｖ
ＲｖＲｕＰｗＣｕ
ＲｖＣｕＰｗＲｕ
ＣｖＣｕＲｕ
ＣｖＲｕＣｕ

６

０Ｐ６Ｒ ４１～５１

ＲｖＲｕＲｕＲｕＲｗＲｗ
ＲｖＲｕＲｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＲｗＲｗＲｕＲｕ
ＲｖＲｗＲｗＲｕＲｕＲｕ
ＲｖＲｗＲｕＲｕＲｕＲｗ

ＲｖＲｕＲｕＵｕｗＲｗ
ＲｖＲｕＵｕｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＲｕＲｗＵｗｕ
ＲｖＲｗＵｗｕＲｕＲｕ
ＲｖＲｕＵｕｗＵｗｕ
ＲｖＵｗｕＲｕＵｕｗ

１Ｐ５Ｒ ５２～８８

ＲｖＰｎＲｕＲｕＲｗＲｗ
ＲｖＲｕＰｎＲｕＲｗＲｗ
ＲｖＲｕＲｕＰｎＲｗＲｗ
ＲｖＲｕＲｕＲｗＰｎＲｗ
ＲｖＰｎＲｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＰｎＲｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＰｎＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＲｗＰｎＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＲｗＲｗＰｎＲｕ
ＲｖＲｕＲｗＲｗＲｕＰｎ

ＲｖＣｕＲｕＲｗＲｗ
ＣｖＲｕＲｕＲｗＲｗ
ＲｖＰｎＲｕＵｕｗＲｗ
ＣｖＲｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＰｎＲｕＲｗＵｗｕ
ＲｖＣｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＰｎＵｕｗＲｗＲｕ
ＲｖＣｕＲｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＣｗＲｗＲｕ
ＲｖＲｕＰｎＲｗＵｗｕ
ＲｖＵｕｗＰｎＲｗＲｕ
ＲｖＵｕｗＲｗＰｎＲｕ
ＲｖＲｕＲｗＲｗＣｕ
ＲｖＲｕＲｗＰｎＵｗｕ
ＲｖＲｕＲｗＣｗＰｎ
ＲｖＰｎＵｕｗＵｗｕ
ＲｖＵｕｗＰｎＵｗｕ
ＲｖＣｕＲｗＵｗｕ
ＲｖＲｕＣｗＵｗｕ
ＲｖＵｕｗＣｗＲｕ
ＲｖＵｕｗＲｗＣｕ
ＲｖＵｕｗＣｗＲｕ
ＲｖＣｕＵｕｗＲｗ
ＣｖＲｕＵｕｗＲｗ
ＣｖＲｕＲｗＵｗｕ
ＣｖＵｕｗＲｗＲｕ
ＣｖＵｕｗＵｗｕ

式中 ＄ｉｊ为第 ｉ条分支中第 ｊ个单自由度关节的单位
运动螺旋；ａｉｊ和 ｃｉｊ为第 ｉ条分支中第 ｊ个单自由度关
节的位置参数。

由螺旋理论可求出第２条分支的反螺旋，即

图 ２　完全各向同性 ２Ｔ１Ｒ空间并联机器人机构

Ｆｉｇ．２　Ｆｕｌｌｙｉｓｏｔｒｏｐｉｃ２Ｔ１Ｒｓｐａｔｉａｌｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｓ
（ａ）ＰＰＲ ＣＲＲ ＲＲＵＵ　（ｂ）ＰＰＲ ＰＲＲＲ ＲＵＰＵ

（ｃ）ＣＲＲＲ ＰＰＲ ＲＵＲＵ　（ｄ）ＰＣ ＰＰＲＲ ＲＵＵＲ
　

＄ｒ２１＝［０，０，０；１，０，０］
Ｔ

＄ｒ２２＝［０，０，０；０，０，１］{ Ｔ
（３３）

式（３３）表明该分支的两个约束螺旋均为无穷
大节距螺旋，因此它们分别约束了动平台绕 ｘ轴和 ｚ
轴的转动自由度。

同理，可求出第１条分支的约束螺旋系
＄ｒ１１＝［０，０，０；１，０，０］

Ｔ

＄ｒ１２＝［０，０，０；０，０，１］
Ｔ

＄ｒ１３＝［０，０，１；０，－ｃ１３，０］
{ Ｔ

（３４）

根据式（３４）可知，第 １条分支约束了动平台绕
ｘ、ｚ轴的转动自由度和沿 ｚ轴方向的移动自由度。

由于第 ３条分支为非冗余 ６自由度的运动链，

故其对动平台不提供任何约束。因此，机构的前两

条分支共同约束了动平台绕 ｘ、ｚ轴的转动自由度和
沿 ｚ轴的移动自由度，故该机构动平台只能沿 ｘ、ｙ
轴方向移动和绕 ｙ轴转动。由上述分析可知该机构
为过约束机构，且其过约束数为２。
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由文献［１５］知，并联机构的自由度计算公式为

Ｆ＝ｄ（ｎ－ｇ－１）＋∑
ｇ

ｉ＝１
ｆｉ＋ｖ＋ζ （３５）

式中　Ｆ———机构自由度数
ｄ———机构阶数，对于空间机构 ｄ＝６
ｎ———机构构件数
ｇ———机构运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度
ｖ———过约束数
ζ———局部自由度

对于图２ａ所示机构，ｄ＝６，ｎ＝９，ｇ＝１０，∑ｆｉ ＝

１３，ｖ＝２，ζ＝０。将上述数据代入式（３５）得，Ｆ＝３。
４２　机构速度分析

假定动坐标系 Ｐｕｖｗ的坐标原点 Ｐ固结于前两
条分支末端转动副的轴线上，如图 ２ａ所示，ｖ轴与
该转动副的轴线重合，ｕ轴位于动平台上，ｗ轴可根
据右手准则确定。选取与动平台直接相连的３个运
动副为主动副，对于第 ２条分支，以 Ｃ副的线性输
入为主动输入。图２ａ中 φ为机构动平台绕 ｙ轴转
动的姿态角，ｑ１ｊ为第 ｊ条分支主动关节的输入速度。
根据机构的结构形式容易分析出，第 １、第 ２条分支
分别单独控制了动平台沿 ｘ和 ｙ轴的移动输出，因
此动平台沿这两坐标轴方向的速度表达式为

ｖｘ＝ｑ１１ （３６）
ｖｙ＝ｑ１２ （３７）

机构动平台的转动输出速度表达式很难直接通

过观察看出，本文将利用螺旋理论对其求解。

通过将 Ｕ副转换成两个轴线相互垂直的转动
副，第 ３条分支的结构如图 ３所示。子坐标系
Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１的坐标原点 Ｏ１在转动副 Ｒ３１和 Ｒ３２轴线

图 ３　第 ３条分支结构示意图

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｔｈｅｔｈｉｒｄｌｉｍｂ

的交点上，而其 ３条轴线分别对应平行于坐标系
Ｏｘｙｚ坐标轴。ｑ３１和 ｑ３２分别为转动副 Ｒ３１和 Ｒ３２绕
各自轴线转过的角度。那么该分支中各运动副在子

坐标系 Ｏ１ｘ１ｙ１ｚ１下的运动螺旋可表示为

＄３１＝［０，１，０；０，０，０］
Ｔ

＄３２＝［ｃｑ３１，０，－ｓｑ３１；０，０，０］
Ｔ

＄３３＝［ｃｑ３１，０，－ｓｑ３１；ａ３３，ｂ３３，ｃ３３］
Ｔ

＄３４＝［ｓｑ３１ｃｑ３２，ｓｑ３２，ｃｑ３１ｃｑ３２；ａ３４，ｂ３４，ｃ３４］
Ｔ

＄３５＝［ｓｑ３１ｃｑ３２，ｓｑ３２，ｃｑ３１ｃｑ３２；ａ３５，ｂ３５，ｃ３５］
Ｔ

＄３６＝［ｃｑ３１，０，－ｓｑ３１；ａ３６，ｂ３６，ｃ３６］















 Ｔ

（３８）
式中 ｃ、ｓ分别表示方向余弦和正弦。

并联机器人机构动平台的瞬时运动可以通过其

分支运动链的运动螺旋系表示，即

Ｖ＝∑
Ｆｉ

ｊ＝１

ｑｉｊ＄ｉｊ （３９）

式中　Ｖ———机构动平台的输出速度矢量
ｑｉｊ———第 ｉ条分支中第 ｊ个单自由度关节的

速度

＄ｉｊ———相应单自由度关节的单位运动螺旋
Ｆｉ———第 ｉ条分支的连接度

对于图２ａ所示机构，若用其第３条分支驱动螺
旋 ＄ａ３（详见文献［１６］）与式（３９）作互易积，有

＄ａ３°Ｖ＝ｑ３１＄ａ３°＄３１ （４０）
式中 ＄３１为该分支中第１个关节的运动螺旋，由于该
关节为主动副，所以其对应的运动螺旋即为主动螺

旋；Ｖ＝［０，ｗｙ，０；ｖｘ，ｖｙ，０］
Ｔ
，为动平台的输出速度矢

量。因此，式（４０）中最关键的问题是确定驱动螺旋
＄ａ３。利用相关知识

［１６］
可求出第 ３条分支的驱动螺

旋为

＄ａ３＝［０，０，０；ｓｑ３１ｓｑ３２，ｃｑ３２，ｃｑ３１ｓｑ３２］
Ｔ
（４１）

其方向垂直于 Ｕ副的两个轴线所确定的平面。
将以上各矢量 ＄ａ３、Ｖ和 ＄３１代入式（４０），并进

一步整理得

ωｙ＝ｑ３１ （４２）
至此，该机构的速度方程全部求出，进一步将 ３

个速度方程整理成矩阵形式

ｖｘ
ｖｙ
ω











ｙ

＝
１ ０ ０
０ １ ０









０ ０ １

ｑ１１
ｑ２１
ｑ











３１

（４３）

由式（４３）可以看出，该机构的速度雅可比矩阵
为单位阵，因此运动条件数在整个工作空间内恒等

于１，即该机构为无奇异完全各向同性并联机构，从
而验证了提出的型综合方法的正确性。

４３　应用实例
图２ａ所示机构可作为工业坐标测量机的末端

执行机构。将测量探头安装在机构矩形动平台的中

心位置，其前２条分支的线性输入选取直线伺服电
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动机控制，第３条分支的转动输入则选取电动机带
动的减速器控制。当机构的 ３个驱动器工作时，将
带动动平台沿 ｘ、ｙ轴方向移动和绕 ｙ轴转动。由
于测量探头安装于动平台的中心位置，所以当动

平台绕 ｙ轴转动的同时，也使得测量探头在 ｚ轴方
向产生一定的位移，从而可实现坐标测量机的空

间三维移动。另外，由于机构动平台具有转动自

由度，因此该坐标测量机可以方便地实现多角度

的测量作业。

５　结束语

型综合是并联机器人机构设计开发过程中最关

键和最困难的一个环节。本文基于互易螺旋理论提

出了２Ｔ１Ｒ型无奇异完全各向同性空间并联机器人
机构型综合的系统方法，综合出多种新型机构。利

用螺旋理论对综合出的一种机构进行了运动学分

析，验证了所提出型综合方法的正确性。同时给出

了此类机构在工业上的一种应用实例。
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