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RRR UPRR RPUR 球面转动并联机构运动学分析*

张摇 帆1 摇 张摇 丹2,3 摇 杨建国3

(1. 上海工程技术大学机械工程学院, 上海 201620; 2. 安大略理工大学工程与应用科学学院, 奥沙瓦 L1H7K4;
3. 东华大学机械工程学院, 上海 201620)

摇 摇 揖摘要铱 摇 构造了 RRR UPRR RPUR 球面转动并联机构,该机构具有 3 个连续的转动自由度,其中 2 个转动

自由度完全独立并由单个驱动器驱动,实现了三自由度球面转动的运动解耦。 首先,根据螺旋理论建立运动支链

中运动副在一般位形下的运动螺旋形式,实现对球面转动并联机构自由度的连续性判断。 其次,利用线性代数方

法,推导出并联机构动平台及相邻杆件的运动学模型,建立了球面转动并联机构的运动学正解的解析算法。 最终,
利用软件实体造型的运动仿真功能验证了理论计算结果。
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Abstract

An RRR UPRR RPUR parallel manipulator which can achieve spherical motion around fixed
point was presented. The manipulator has three rotational degree鄄of鄄freedom ( DOF), of which two
rotational DOFs are independent and could be actuated by single actuator. The screw formulations of
kinematic joints under ordinary configuration were established, which was employed to determine the
three continues rotational DOF of the manipulator. Then, the kinematics of moving鄄platform and adjacent
part were deduced, and the analytical algorithm of direct kinematics of the mechanism was established.
Finally, the theoretical results are verified by the motion simulation of the prototype mechanism.
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摇 摇 引言

并联机构是指动平台和静平台通过多个运动支

链共同链接的机构,并联机构属于空间多支链闭环

机构,与串联机构相比,具有机构紧凑、运动灵活、较
高刚度等优点。 球面转动并联机构是指具有 3 个转

动自由度,能够绕着固定点实现球面转动的并联机

构[1],由于其较好的刚度和精度,可以用作机器人

的肩关节、腕关节,以及卫星定位装置等[2]。 国内

外学者对 3 自由度并联机构进行了较系统的研

究[3 ~ 9]。
解耦机构是指自由度由单个或部分驱动器驱动

的机构,由于运动学简单,奇异位形少,运动精度高,
较耦合机构具有更好的应用前景。 在目前得到的解

耦球面转动并联机构中,转动自由度之间存在耦

合[10 ~ 16],单个转动自由度需要多个驱动器协同驱

动,而转动自由度之间无耦合或低耦合的球面转动

并联机构非常匮乏。



本文提出一种具有 3 个解耦转动自由度的球面

转动并联机构,探讨采用螺旋理论分析并联机构自

由度中存在的问题,最终建立球面转动并联机构自

由度连续性判断的有效方法和解耦球面转动并联机

构运动学正解的解析算法。

1摇 机构构造与自由度分析

1郾 1摇 球面转动并联机构的拓扑构造

RRR UPRR RPUR 球面转动并联机构如图 1
所示,机构由 3 条运动支链组成:RRR 运动支链、
UPRR 运动支链和 RPUR 运动支链。 RRR 运动支链

中,3 条转动副轴线汇交于一点(定义为原点),分别

记为 R9、R10、R11,为便于计算,使转动副轴线垂直

R9彝R10、R10彝R11。 在 UPRR 运动支链中,为便

于分析,将万向铰链分解为 2 个轴向相互垂直的转

动副, 即 U1 用 R1、 R2 代 替, 运 动 支 链 可 由

R1R2P3R4R12 运动支链代替,且 R1彝R2、R2彝P3、
R2椅R4。 同理,RPUR 运动支链由 R5P6R7R8R12
运动支链代替,并且 R5彝P6、R5椅R7、R7彝R8。
UPRR 和 RPUR 运动支链共用一个转动副 R12,杆
件 OE 与转动副 R12 轴线重合,并且 R1椅R5,R1彝
R9,R8椅R2。 移动副 P3、移动副 P6 和转动副 R9 是

球面转动并联机构的主动副。

图 1摇 球面转动并联机构及运动简图

Fig. 1摇 Parallel mechanism prototype and kinematic model
(a) 并联机构模型摇 (b) 并联机构等效机构运动简图

摇
1郾 2摇 基于螺旋理论的并联机构自由度分析

螺旋理论用螺旋表述了空间直线的方向与位

置,并高度概括了刚体作用力与运动间关系,成为空

间复杂机构分析自由度的有力工具。 然而,在以往

利用螺旋理论分析并联机构自由度时,由于螺旋是

瞬时量,仅能判断并联机构在当前运动姿态下的瞬

时运动能力。
为了克服该问题,首先建立各运动支链中运动

副在一般位形下的运动螺旋形式,然后再根据运动

螺旋与约束螺旋互易积为零定理,计算出在一般位

形下运动支链末端的约束螺旋,从而得到并联机构

动平台的运动螺旋。
在如下推导过程中,转动副 R( i)轴线的单位矢

量用 ai 表示,其关节变化量用 兹i 表示,移动副 P3 长

度记为 L3,移动副 P6 长度记为 L6,线段长度 lOE =
lOG = c, lOF = lOH = d。 角 度 鬃 = 蚁OEF =

arccos
c2 + L2

3 - d2

2cL3
,茁 = 蚁EOF = arccos

c2 + d2 - L2
3

2cd ,

啄 = 蚁OGH = arccos
c2 + L2

6 - d2

2cL6
, 琢 = 蚁GOH =

arccos
c2 + d2 - L2

6

2cd 。

在一般位形下,R9R10R11 运动支链的运动螺

旋系可以表示为

$ 9 = [ l9,m9,n9;0,0,0]
$ 10 = [ l10,m10,n10;0,0,0]
$ 11 = [ l11,m11,n11;0,0,0]

根 据 反 螺 旋 定 理, 计 算 得 到 运 动 支 链

R9R10R11 对末端杆件 CO 的约束螺旋系为

$ r
1,1 = [1,0,0;0,0,0]

$ r
2,1 = [0,1,0;0,0,0]

$ r
3,1 = [0,0,1;0,0,0

ì

î

í

ï
ï

ïï ]

(1)

即运动支链 R9R10R11 对杆件 CO 的约束螺旋

系为 3 个线性无关且轴线汇交于一点的线矢力。
UPRR 运动支链可由 R1R2P3R4R12 运动支链

代替。 由于运动支链末端始终在 O 点, 因此,
R1R2P3R4R12 运动支链的运动螺旋系可以表示为

$ 1 = [1,0,0;0,0,0]
$ 2 = [0,cos兹1,sin兹1;0, - sin兹1,cos兹1]
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$ 3 = [0,0,0;cos鬃, - sin兹1sin鬃,cos兹1sin鬃]
$ 4 = [0,cos兹1,sin兹1;sin茁, - cos茁sin兹1,cos茁cos兹1]
$ 12 = [ - cos茁, - sin茁sin兹1,sin茁cos兹1;0,0,0]

根据反螺旋定理,计算得到 R1R2P3R4R12 运

动支链对末端杆件 CO 的约束螺旋系为

$ r
1,2 = [0,cos兹1,sin兹1;0,0,0] (2)

即运动支链 R1R2P3R4R12 对杆件 CO 的约束

螺旋系为过原点与 R2 平行的线矢力。
RPUR 运动支链可由 R5P6R7R8R12 运动支链

代替。 R5P6R7R8R12 运动支链的运动螺旋系可以

表示为

$ 5 = [1,0,0;0,1,0]
$ 6 = [0,0,0;0,sin啄,cos啄]
$ 7 = [1,0,0;0,cos琢,sin琢]
$ 8 = [0,sin琢, - cos琢;0,0,0]
$ 12 = [sin兹8,cos琢cos兹8,sin琢cos兹8;0,0,0]
根据反螺旋定理,计算得到 R5P6R7R8R12 运

动支链对末端杆件 CO 的约束螺旋系为

$ r
1,3 = [1,0,0;0,0,0] (3)

即运动支链 R5P6R7R8R12 对杆件 CO 的约束螺

旋系为过原点与 $ a5平行的线矢力。
综合式(1)、(2)和式(3),3 条运动支链对杆件

CO 施加的约束螺旋系为

$ r
1,1 = [1,0,0;0,0,0]

$ r
2,1 = [0,1,0;0,0,0]

$ r
3,1 = [0,0,1;0,0,0]

$ r
1,2 = [0,cos兹1,sin兹1;0,0,0]

$ r
1,3 = [1,0,0;0,0,0]

因此,杆件 CO 的运动螺旋系为

$ m
1 = [1,0,0;0,0,0]

$ m
2 = [0,1,0;0,0,0]

$ m
3 = [0,0,1;0,0,0]

由此可知,在 RRR UPRR RPUR 并联机构

中,以 CO 作为并联机构的动平台,可以实现绕球心

O 的 3 个转动自由度运动。

2摇 球面转动并联机构运动学求解

利用杆件在多运动支链相互约束下运动唯一约

束条件,首先推导杆件 OF 的运动关系式,继而推导

动平台 CO 的运动学关系。 为方便标记,运动支链

R1R2P3R4R12,R9R10R11, R5P6R7R8R12 分别用

符号 DEFO、ABCO 和 GHO 代替。
2郾 1摇 运动支链杆件运动求解

以转动副 R9R10R11 汇交点为原点 O,以 R1 轴

为 X 轴,以 R9 轴为 Z 轴,建立静止坐标系 OXYZ,记
做 R0。

根据姿态变换矩阵关系可知,连杆的姿态可以

用转动副的转角和方向决定[17]

Rot(ai,兹i) =

fx fx(1 - cos兹i) + cos兹i fy fx(1 - cos兹i) - fzsin兹i fz fx(1 - cos兹i) + fysin兹i

fx fy(1 - cos兹i) + fzsin兹i fy fy(1 - cos兹i) + cos兹i fz fy(1 - cos兹i) - fxsin兹i

fx fz(1 - cos兹i) - fysin兹i fy fz(1 - cos兹i) + fxsin兹i fz fz(1 - cos兹i) + cos兹

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

i

摇 摇 在运动支链 DEFO 中,由于构成三角形 EFO,
在静止坐标系下,杆件 OF 的姿态可以表示为

[OF] DEFO
R0 = Rot(a1,兹1)[OF] 0

R0

假设转动副 R11 通过转动副 R12 与 DEFO 支

链末端相连,转动副 R11 轴线可以表示为

[a11] DEFO
R0 = Rot(a12,兹12)Rot(a1,兹1)[a11] 0

R0

由此进一步得到

[OF] DEFO
R0 =

- cos茁
- sin茁sin兹1

sin茁cos兹

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

1

[a11] DEFO
R0 =

sin茁sin兹12

- cos兹1cos兹12 - cos茁sin兹1sin兹12

- cos兹12sin兹1 + cos茁cos兹1sin兹

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

12

在运动支链 GHO 内,由于构成三角形 GHO,在
静止坐标系下,转动副 R8 的轴线可以表示为

[a8] HFO
R0 =

0
sin琢
- cos

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú琢

假设杆件 OF 与运动支链 GHO 相连,杆件 OF
的姿态可表示为

[OF] GHO
R0 = Rot(a8,兹8)[OF] 0

R0

进一步写出

[OF] GHO
R0 =

sin兹8

cos琢cos兹8

sin琢cos兹

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
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在运动支链 ABCO 内,转动副 R10 的轴线可以

表示为

[a10] ABCO
R0 = Rot(a9,兹9)[a10] 0

R0

由此得到

[a10] ABCO
R0 = [cos兹9 摇 sin兹9 摇 0] T

假设杆件 OF 与运动支链 ABCO 相连,杆件 OF
的姿态可以表示为
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[OF] ABCO
R0 = Rot(a12,兹12)Rot(a11,兹11)Rot(a10,兹10)·

Rot(a9,兹9)[OF] 0
R0

2郾 2摇 并联机构约束关系下运动求解

2郾 2郾 1摇 杆件 OF 运动求解

当 3 条运动支链组成并联机构后,杆件 OF 运

动应一致,建立约束方程

[OF] DEFO
R0 = [OF] GHO

R0 = [OF] ABCO
R0 (4)

根据式(4),得到

[ - cos茁摇 - sin茁sin兹1 摇 sin茁cos兹1] T =

[sin兹8 摇 cos琢cos兹8 摇 sin琢cos兹8] T (5)

由于运动支链 R9R10R11R12 具有多个被动运

动副,对杆件 OF 没有约束力,因此约束关系无效。
2郾 2郾 2摇 动平台 CO 运动求解

由于转动副 R11、R10 之间夹角为
仔
2 ,建立约束

方程

[a11] DEFO
R0 ·[a10] ABCO

R0 = 0 (6)

根据式(5),建立方程

cos兹12sin兹9cos兹1 = sin兹12(cos兹9sin茁 -
cos茁sin兹1sin兹9) (7)

进一步求解等式(5)、(7),得到动平台 CO 的

运动学方程

兹1 = 琢 - 仔
2

兹8 = 茁 - 仔
2

兹12 = arctan
cos兹1sin兹9

cos兹9sin茁 - cos茁sin兹1sin兹

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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(8)

其中摇 cos兹9sin茁 - cos茁sin兹1sin兹9屹0
由于杆件 OF 与转动副 R12 轴线重合,根据上

述推导可知,动平台 CO 具有绕 R1、R8、R12 的 3 个

转动自由度,并且绕 R1 轴和绕 R8 轴的转动自由度

分别由移动副 P6 和 P3 驱动,机构具有完全解耦的

2 个转动自由度。
Mathematica 软件计算球面转动并联机构运动

学模型结果见表 1。 揭示球面转动并联机构绕 R12
轴转动自由度与绕 R1、R8 转动自由度弱耦合。

表 1摇 RRR UPRR RPUR 并联机构运动算例

Tab. 1摇 Mathematic examples of kinematics of

RRR UPRR RPUR parallel manipulator

序号
L3

/ cm

L6

/ cm

兹9
/ ( 毅)

琢
/ ( 毅)

茁
/ ( 毅)

兹1
/ ( 毅)

兹8
/ ( 毅)

兹12
/ ( 毅)

1 56郾 08 56郾 08 0 90 90 0 0 0

2 56郾 08 48郾 08 0 74郾 39 90 -15郾 61 0 0

3 66郾 08 56郾 08 0 90 113郾 33 0 23郾 33 0

4 48郾 08 48郾 08 8 74郾 39 74郾 39 -15郾 61 -15郾 61 7郾 92

5 66郾 08 48郾 08 30 74郾 39 113郾 33 -15郾 61 23郾 33 29郾 56

6 66郾 08 48郾 08 -15 74郾 39 113郾 33 -15郾 61 23郾 33 -15郾 23

摇 摇 为验证 RRR UPRR RPUR 并联机构具有绕

球心的 3 个解耦的转动自由度,定义并联机构的主

要参数 ( c = 43 cm, d = 36 cm, lOA = lOB = lOC =
30 cm),利用 ProE 软件对 RRR UPRR RPUR 并

联机构进行实体建模,通过运动仿真功能模拟机构

的运动情况,如图 2 所示。
仿真结果表明,RRR UPRR RPUR 并联机构

绕 R1 轴转角 兹1 仅由移动副 P6 决定,绕 R8 轴转角

兹8 仅由移动副 P3 决定,主动副 R9 对输出角度 兹1、
兹8 无影响;绕 R12 的转角 兹12由 3 个主动副、P6、R9
共同决定;由此可见,RRR UPRR RPUR 并联机

构具有 3 个解耦转动自由度,运动学关系输入输出

简单,有利于实现实时控制和高精度运动轨迹。
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图 2摇 并联机构解耦运动仿真

Fig. 2摇 Decoupled spherical motion simulation of parallel mechanism
(a) 主动副 L6 保持不变, L3、兹9 变化条件下,转角 琢 保持不变摇 (b) 主动副 L3 保持不变,L6、兹9 变化条件下,转角 茁 保持不变

(c) 主动副 L3、L6 保持不变, 兹9 变化条件下,杆件 OE 姿态保持不变

摇

3摇 结论

(1) 提出了一种运动解耦的球面转动并联机

构。 机构具有绕球心的 3 个转动自由度,其中 2 个

转动自由度完全独立,且分别仅由单个主动副驱动

控制,具有 2 个完全解耦的转动自由度。

摇 摇 (2) 通过判断球面转动并联机构一般位姿下

运动能力,确定机构具有连续的 3 个转动自由度;
建立了解耦球面转动并联机构运动学正解的解析

算法。
(3) 该机构的转动自由度非绕固定轴转动,而

是绕与动平台固连坐标系的坐标轴分别转动。
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