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　　【摘要】　根据斜齿轮成形磨削过程中砂轮与齿轮之间的运动关系，建立了斜齿轮成形磨削的数学模型；通过

推导成形砂轮与被加工齿面的接触条件方程，得出了成形砂轮的理论廓形，推导出砂轮廓型的等距曲线。设计了

成形砂轮数控修形和数值模拟仿真软件，用于修整磨削任意参数斜齿轮的成形砂轮和检验砂轮的修形精度。斜齿

轮磨削试验验证了修形理论的正确性和修形软件的有效性。
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　　引言

用成形法磨削斜齿轮时保证齿形精度的关键是

成形砂轮的修形，成形砂轮的廓形直接决定了磨削

齿轮的齿形，修形精度直接决定磨削齿轮的质

量
［１］
。开发可磨削任意参数斜齿轮的砂轮修形软

件对成形法磨削斜齿轮至关重要。

１　成形砂轮廓形计算

成形法磨削斜齿轮时，通过接触线绕砂轮轴线

旋转得到砂轮回转面
［２］
。将修整好的盘形砂轮放

在斜齿轮的螺旋槽中，用垂直于砂轮旋转轴的一系

列平面去剖截砂轮回转面和轮齿的螺旋面，在每一

平面上都将得到砂轮的一个截圆和工件螺旋面的一

条截交曲线。砂轮截圆与截交线只能相切，其切点

Ｍ就是平面与接触线的交点，称接触点［３］
。这些平

面的位置尺寸和砂轮截圆半径就是砂轮轴截面廓形

坐标。由于斜齿轮的螺旋槽端面齿形是对称的，相

应的成形砂轮轴截面廓形也是对称的，只需计算一

侧齿形即可。



１．１　建立斜齿圆柱齿轮的渐开螺旋面方程

图１渐开螺旋面的端面截形

Ｆｉｇ．１　Ｔｏｏｔｈｐｒｏｆｉｌｅａｔｔｈｅ

ｅｎｄｆａｃｅｏｆｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒ

渐开螺旋面的端面截

形是渐开线，如图 １所示。
设其基圆半径为 ｒｂ，齿槽
右侧渐开线 ＥＦ的起点为
Ｅ，ＯＥ与 ｘ轴的夹角为
σ０，渐开 线 上任意一 点
Ｍ（ｘＭ，ｙＭ）的法线与基圆
的切点为 Ａ，取∠ＥＯＡ＝ｕ
作为参变量，根据渐开线

性质，ｌＭＡ＝ｒｂｕ，所以渐开
线方程为

ｘＭ＝ｒｂｃｏｓ（σ０＋ｕ）＋ｒｂｕｓｉｎ（σ０＋ｕ）

ｙＭ＝ｒｂｓｉｎ（σ０＋ｕ）－ｒｂｕｃｏｓ（σ０＋ｕ{ ）
（１）

将渐开线 ＥＦ绕ｚ轴作螺旋运动，形成的螺旋面
相当于斜齿轮的上齿面，所以右旋渐开螺旋面上侧

齿面的方程为

ｘ＝ｒｂｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）＋ｒｂｕｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）

ｙ＝ｒｂｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）－ｒｂｕｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）

ｚ＝ｐ
{

θ

（２）

其中 ｐ＝ｐｚ／（２π）

式中　θ———端截形上参数为 ｕ的点 Ｍ绕 ｚ轴转过
的角度

ｐ———螺旋参数，右旋为正，左旋为负
ｐｚ———导程

１．２　计算共轭接触条件

图２为成形砂轮加工渐开螺旋面的示意图。坐
标系 Ｏｘｙｚ固连于齿轮上，其轴线为坐标轴 ｚ，坐标轴
ｘ为齿轮端截面齿形对称轴。坐标系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０固连
于砂轮上，其旋转轴线为坐标轴 ｙ０，它与 ｚ轴负方向
之间的夹角为 Σ，坐标轴 ｘ０与齿轮坐标系的 ｘ轴重
合，两坐标系原点间的距离 ＯＯ０等于中心距 ａ。各
参数间的相互关系和砂轮廓形原理如图３所示。

图 ２　成形砂轮加工渐开螺旋面示意图

Ｆｉｇ．２　Ｈｅｌｉｃｏｉｄｓｍａｃｈｉｎｉｎｇｗｉｔｈｆｏｒｍｉｎｇｗｈｅｅｌ
　
将齿轮右旋螺旋面的左侧表面在坐标系 Ｏｘｙｚ

中的方程（２）变换到坐标系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０中得

图 ３　用截面法计算成形砂轮廓形示意图

Ｆｉｇ．３　Ｃａｌｃｕｌａｔｉｏｎｏｆｗｈｅｅｌｐｒｏｆｉｌｅｗｉｔｈｓｅｃｔｉｏｎａｌｍｅｔｈｏｄ
　
ｘ０ｍ＝ｒｂｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）＋ｒｂｕｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）－ａ

ｙ０ｍ＝ｒｂｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）ｓｉｎΣ－

　　ｒｂｕｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）ｓｉｎΣ－ｐθｃｏｓΣ

ｚ０ｍ＝ｒｂｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）ｃｏｓΣ－

　　ｒｂｕｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）ｃｏｓΣ＋ｐθｓｉｎ













Σ

（３）

用垂直于砂轮旋转轴线（即 ｙ０轴）并与原点 Ｏ
相距 ｃ的平面 Ｑ Ｑ来剖截砂轮和齿轮螺旋面，平
面 Ｑ Ｑ与砂轮相截得到半径为 ｒ０的圆，其在坐标
系 Ｏ０ｘ０ｙ０ｚ０中的方程为

ｒ２０＝ｘ
２
０ｍ＋ｚ

２
０ｍ （４）

平面 Ｑ Ｑ与齿轮螺旋面相截得到一截交曲线
ＤＴ，由于 ｒｂ＝ｐｔａｎβｂ，βｂ为基圆螺旋角，所以砂轮和

工件的共轭接触条件应满足
［１

[
］

ｔａｎβ (ｂ ａ
ｒｂ
ｃｏｔΣ－ｔａｎβ )ｂ ｃｏｓ（σ０＋ｕ＋θ）－

ｔａｎβ (ｂ ｃｏｔΣ＋ａｒ ) ]
ｂ

ｓｉｎ（σ０＋ｕ＋θ）＋

ｕｔａｎ２βｂ－θ＝０ （５）
设 τ＝σ０＋ｕ＋θ

ｎ１＝ｔａｎβ (ｂ ｃｏｔΣ＋ａｒｂｔａｎβ )ｂ
ｎ２＝ｔａｎβ (ｂ ａ

ｒｂ
ｃｏｔΣ＋ｔａｎβ )ｂ

ｎ３＝ｕｔａｎ
２βｂ＋σ０＋















ｕ

（６）

式（６）代入式（５），得
ｎ２ｃｏｓτ－ｎ１
ｓｉｎτ

＋ｎ３－τ＝０ （７）

这就是成形砂轮与被加工螺旋面的接触条件，

即当齿轮螺旋面上某一点成为接触线上的一点时，

该点的有关齿形参数应满足式（７）。
１．３　计算砂轮轴截面廓形

由式（７）可以看出，当砂轮相对于齿轮的安装
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参数 ａ和 Σ确定之后，利用等误差算法令参数 ｕ以
微小间隔 Δｕ为步距变化取值 ｕ１，ｕ２，…，便可根据
式（６）求出辅助参数 ｎ１、ｎ２、ｎ３，把它们代入式（７），
就得到一个含未知数 τ的超越方程式，用牛顿迭代
法解此方程可求得 τ的值。

图 ４　砂轮轴截面廓形

Ｆｉｇ．４　Ａｘｉａｌｃｒｏｓｓｓｅｃｔｉｏｎ

ｐｒｏｆｉｌｅｏｆｇｒｉｎｄｉｎｇｗｈｅｅｌ

求出 τ后，则该点成
为接触点时的 θ为

θ＝τ－σ０－ｕ （８）
把 求 得 的 θ代 入

式（３）便可求得接触点的
坐标 ｘ０ｍ、ｙ０ｍ、ｚ０ｍ。如图 ４
所示，用坐标 Ｘ１和 Ｙ１表
示的砂轮轴截面廓形为

Ｘ１＝ｙ０ｍ

Ｙ１＝ ｘ２０ｍ＋ｚ
２
０槡

{
ｍ

（９）

２　等距曲线推导

用金刚石滚轮的圆弧修整成形砂轮廓形，金刚

石滚轮的修形轨迹是与成形砂轮廓形相距为 Ｒ的
等距曲线。因此，只有求出这条等距曲线才能正确

修整出成形砂轮的廓形。

由于磨削斜齿轮的砂轮廓形凹向砂轮方向，所

求等距曲线在砂轮廓形法线的负方向，所以所求等

距曲线是成形砂轮廓形的外等距曲线
［４］
。

由式（９）可推出砂轮廓形等距曲线的方程为

Ｘ－Ｒ＝Ｘ１＋Ｒ
Ｙ′１
Ｘ′１
２＋Ｙ′１槡

２

Ｙ－Ｒ＝Ｙ１－Ｒ
Ｘ′
Ｘ′１
２＋Ｙ′１槡











 ２

（１０）

式中　Ｒ———金刚石滚轮圆角半径
Ｘ′１、Ｙ′１———砂轮轴截面廓形坐标 Ｘ１和 Ｙ１导

数

３　修形精度分析与数值模拟

砂轮廓形由一系列点组成，由已计算出的砂轮

廓形反过来求解所加工的工件端截面齿形，无法用

解析法求出。只有通过数值模拟包络法在齿轮端面

模拟出成形砂轮加工过程中扫描过的轨迹，该轨迹

即为工件的端面齿槽。将数值模拟包络形成的端面

齿廓与渐开线插补形成的理论齿廓作比较即可判断

修形精度是否满足要求，以及砂轮是否对零件产生

过切等。

如图 ２所示的加工坐标系，设砂轮轴截面廓形
上任意点 Ｍ（ｘ０ｍ，ｙ０ｍ，０）旋转 φ后可在砂轮坐标系
中用点 Ｎ（ｘ０ｍｓｉｎφ，ｙ０ｍ，ｘ０ｍｃｏｓφ）表示，点 Ｎ又可在

齿轮坐标系 Ｏｘｙｚ中用点 Ｎ′（ｘ′，ｙ′，ｚ′）表示，坐标转
换式为

ｘ′
ｙ′









ｚ′
＝
１ ０ ０
０ ｓｉｎΣ ｃｏｓΣ
０ －ｃｏｓΣ ｓｉｎ









Σ

ｘ０ｍｓｉｎφ

ｙ０ｍ
ｘ０ｍｃｏｓ











φ

＋
ａ










０
０

（１１）
式中　φ———砂轮回转运动参数

在齿轮坐标系 Ｏｘｙｚ中，将 Ｎ′点沿齿面运动到
齿轮端截面 Ｐ点上，其坐标变换式为

ｘ＝ｘ′ｃｏｓθ－ｙ′ｓｉｎθ
ｙ＝ｘ′ｓｉｎθ＋ｙ′ｃｏｓθ
ｚ{ ＝０ （１２）

其中 θ＝－２πｚ′／ｐｚ
对砂轮廓形上的任一点，令砂轮回转运动参数

φ在一定范围内以很小的间距改变，每次改变后用
式（１１）、（１２）计算，便可在齿轮端面上得到一个点
群，连接该点群得到一条曲线，砂轮廓形上所有点重

复上述过程，便可得到一个曲线族，该曲线族的包络

线就是通过数值模拟法得到的齿轮端面齿形。将模

拟法得到的齿轮端面齿形与渐开线插补得到的理论

齿形作比较可判断修形是否正确、参数是否选择合

理，并通过试算改变加工参数以满足误差要求。

４　修形仿真软件

斜齿轮成形磨削砂轮修形仿真软件是基于

Ｗｉｎｄｏｗｓ操作平台，以 ＶｉｓｕａｌＣ＋＋６．０为开发工
具，采用面向对象的设计方法开发而成。它具有

６个功能模块：齿轮参数计算模块，用于输入待加工
斜齿轮的基本参数；渐开线逼近计算模块，由齿廓允

差数值求出渐开线廓形的离散点坐标值；砂轮廓形

试算模块，根据模拟包络出磨削的实际齿形来选择

理想的砂轮安装角 Σ和砂轮半径 Ｒ；砂轮廓形计算
及仿真模块，计算成形砂轮廓形、仿真成形砂轮廓

形、仿真金刚石滚轮运动轨迹、生成成形砂轮廓形修

形指令；磨削加工指令生成模块和齿形误差分析模

块，确定在磨削加工过程中存在砂轮安装角误差

ΔΣ、砂轮与齿轮的中心距误差 Δａ和砂轮切向误差

Δｙ０产生的齿形误差的大小。图５是软件流程图。

５　仿真与试验

运行程序，输入试验工件参数如图６所示，可计
算出齿轮的各种测量尺寸，插补生成渐开线离散点。

砂轮廓形试算仿真结果如图 ７所示，通过输入不同
的砂轮安装角和砂轮半径进行模拟仿真，直到砂轮

不产生过切、加工廓形与理论廓形一致为止。图 ８
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图 ５　软件系统操作流程图

Ｆｉｇ．５　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｓｏｆｔｗａｒｅｓｙｓｔｅｍ
　
所示是加工误差分析结果，图中标定误差单位是

５μｍ，实际修形与理论值误差在５μｍ左右。如图 ９
所示，在开发的成形磨齿机

［５～７］
上进行修形磨削试

验，经检测达到６级精度。

图 ６　参数计算界面

Ｆｉｇ．６　Ｉｎｔｅｒｆａｃｅｏｆｐａｒａｍｅｔｅｒｓｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎ
　

６　结论

（１）根据成形磨削原理建立了加工坐标系，求
出渐开线斜齿轮的齿面方程式，用截面法求解出成

形砂轮与工件螺旋面的接触条件式，求解出成形砂

轮的轴截面廓形。

图 ７　砂轮廓形试算仿真界面

Ｆｉｇ．７　Ｉｎｔｅｒｆａｃｅｏｆｇｒｉｎｄｉｎｇｗｈｅｅｌｐｒｏｆｉｌｅ
　

图 ８　齿形误差分析结果界面

Ｆｉｇ．８　Ｉｎｔｅｒｆａｃｅｏｆｔｏｏｔｈｐｒｏｆｉｌｅｅｒｒｏｒａｎａｌｙｓｉｓ
　

图 ９　砂轮修整试验设备及磨削加工后的斜齿轮图片

Ｆｉｇ．９　Ｗｈｅｅｌｄｒｅｓｓｉｎｇｅｑｕｉｐｍｅｎｔａｎｄｇｒｏｕｎｄｈｅｌｉｃａｌｇｅａｒ
　

　　（２）基于砂轮修形原理，利用等距曲线求解出
金刚石滚轮修整成形砂轮的修整轨迹。

（３）开发出砂轮修形及误差数值模拟仿真软
件，可用求出的砂轮廓形反求工件齿形。
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