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　　【摘要】　通过建立冗余驱动 ４ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构的速度映射解析方程，求出机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵；引入

并定义承载力与驱动性能作为机构的动力学性能评价指标，建立了衡量并联机构承载能力和驱动性能的解析方

程，结合具体算例仿真分析了该并联机构的两类动力学性能指标在任务空间的分布规律，对机构进行了动力学性

能评价。研究结果表明，该机构的承载力与驱动性能指标在运动过程中呈现出较好的各向同性，在任务空间内具

有较好的动力学性能。
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　　引言

动力学分析是机器人结构设计、驱动器选型与

机构控制的基础，承载能力、速度、驱动性能、动刚度

等动力学性能评价指标是动力学分析与设计的主要

依据。相对于各种机构运动学性能评价指标研究的

深入与成熟，动力学性能评价指标是一个值得深入

探讨的课题
［１］
。近年来国内外研究串、并联机构的

学者，在动力学方面作了大量研究
［２～６］

。

为使机构尽量避免奇异位形，同时具有较高的

承载能力、刚度及稳定性，本文构建一冗余驱动 ４
ＳＰＳ１ Ｓ并联机构，根据该机构的应用需求及结构
特点，引入并定义承载力与驱动性能指标，作为并联

机构的动力学性能评价指标，对 ４ ＳＰＳ １ Ｓ机构
进行动力学性能评价及分析。



１　４ ＳＰＳ １ Ｓ机构分析

１１　机构模型描述
在文献［７～８］构建空间三维转动３ ＳＰＳ １ Ｓ

并联机构的基础上，通过增加一条与机构中的驱动

支链相同的 ＳＰＳ支链，构建一冗余驱动 ４ ＳＰＳ １
Ｓ型并联机构。如图 １所示，固定平台 Ｂ和运动平
台 ｍ由４根可以伸缩的支承杆连接，每个分支由一
个移动副 Ｐ和２个球铰副 Ｓ按照 Ｓ Ｐ Ｓ的顺序串
接而成，其中支点 Ｂ４位于垂直且固联于平台 Ｂ的立
柱上，支链 Ｂ４ｂ４位于运动平台所在平面；中间约束
分支由 Ｓ副组成，Ｓ副位于 Ｏ点处，约束分支与平台
ｍ和 Ｂ在其中心处固结。

图 １　４ ＳＰＳ １ Ｓ并联机构基本构型主、俯视图

Ｆｉｇ．１　Ｍａｉｎｐｌｏｔａｎｄｏｖｅｒｈｅａｄｖｉｅｗｏｆ４ ＳＰＳ １ Ｓ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
（ａ）主视图　（ｂ）俯视图１　（ｃ）俯视图２

　
为简化计算，固定坐标系 Ｂ∶ＯＸＹＺ与运动坐标

系 ｍ∶Ｏｘｙｚ的原点都位于 Ｏ，其中，固定坐标系 ＯＸＹＺ
的 Ｘ轴平行于 ＯＢＢ１，Ｚ轴垂直于固定平台方向向
上，Ｙ轴方向按右手法则确定；运动坐标系 Ｏｘｙｚ的 ｘ
轴平行于 Ｏｂｂ１，ｚ轴垂直于运动平台方向向上，ｙ轴
方向按右手法则确定；两平台间第ｉ条支路两铰点间
矢量 Ｌｉ（ｉ＝１，２，３）表示，４条支承杆长为 ｌｉ，其作用
方向的单位矢量为 ｑｉ，Ｂ、ｍ两个平台三角形外接圆
的半径为 ｒＢ、ｒｂ。Ｏ距离 Ｂ、ｍ两个平台中心的长度：

ＯＯＢ＝ｈＢ、ＯＯｂ＝ｈｂ。
其他相关参数设置 β１、γ１、α１、α２、α３如图 １所

示，则该支链与上、下平台的铰链点 ｂｉ、Ｂｉ在各自坐
标系中的位置坐标为

ｂｍ１ ＝
ｒｂ
０
ｈ









ｂ

　ｂｍ２ ＝

ｒｂｃｏｓγ１
ｒｂｓｉｎγ１
ｈ









ｂ

ｂｍ３ ＝

ｒｂｃｏｓ（γ１＋γ２）
ｒｂｓｉｎ（γ１＋γ２）

ｈ









ｂ

　ｂｍ４ ＝

ｒｂｃｏｓ（γ１＋α１）
ｒｂｓｉｎ（γ１＋α１）

ｈ









ｂ

Ｂ１＝
ｒＢ
０
－ｈ









Ｂ

　Ｂ２＝

ｒＢｃｏｓβ１
ｒＢｓｉｎβ１
－ｈ









Ｂ

Ｂ３＝

ｒＢｃｏｓ（β１＋β２）
ｒＢｓｉｎ（β１＋β２）

－ｈ









Ｂ

Ｂ４＝

ｒｂｃｏｓ（β１＋α２＋α３）／ｃｏｓα３
ｒｂｓｉｎ（β１＋α２＋α３）／ｃｏｓα３

ｈ









ｂ

１２　机构自由度计算
根据 ＫｕｔｚｂａｃｈＧｒｕｂｌｅｒ公式［３］

，空间机构自由度

为

Ｆ＝λ（ｎ－ｇ－１）＋∑
Ｎ

ｉ＝１
ｆｉ－ＦＰ （１）

对于图１所示的４ ＳＰＳ １ Ｓ型机构，机构的
阶数λ＝６，构件数 ｎ＝１０，运动副数 ｇ＝１３，冗余自由
度ＦＰ＝４，球铰链的自由度为 ３，移动副的自由度为
１，代入到式（１）解得：Ｆ＝３。

图 ２　４ ＳＰＳ １ Ｓ并联机构变结构控制流程简图

Ｆｉｇ．２　Ｖａｒｉａｂｌｅｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｔｒｏｌｆｌｏｗｄｉａｇｒａｍｏｆ
４ ＳＰＳ １ Ｓｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

该冗余驱动机构的自由度为３，能够实现动平台
的姿态角（Ψ，θ，），即实现空间三维转动。其中，驱
动支链油缸 ｂ２Ｂ２与 ｂ３Ｂ３交错运动可实现位姿角度
Ψ，ｂ２Ｂ２和 ｂ３Ｂ３同步运动且二者与 ｂ１Ｂ１交错运动可
实现位姿角度 θ，水平驱动油缸 ｂ４Ｂ４伸缩实现位姿
角度 。为实现上述运动，根据该冗余驱动４ ＳＰＳ
１ Ｓ机构的构型与负载特点，提出用变结构控制的
方法对其施行控制，以实现各驱动链的协调运动。

该机构变结构控制策略的系统控制流程如图 ２所示
（ｑ为动平台输出角位移，ｑｄ为期望角位移，ｅ＝ｑ－
ｑｄ，ｑ

··

ｄ为期望角加速度，ｐ为油缸压力）。
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同文献［７～８］的３ ＳＰＳ １ Ｓ机构相比，该冗
余驱动作为并联机构正常驱动下额外增加的驱动输

入，不改变机构动平台的运动自由度，但是可以改善

机构的运动性能。

２　机构动力学性能评价指标

动力学性能评价指标是机构动力学分析与设计

的主要依据。本文引入承载力性能评价指标与驱动

性能评价指标对４ ＳＰＳ １ Ｓ机构的动力学性能进
行评价。

２１　承载力性能评价指标
承载能力是机构的重要性能指标之一，它决定

了机构的工作负荷能力。由于作用在机构末端的广

义力与机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵有直接的关系，因此该
广义力因机构的位形的改变而变化

［９］
。定义并联机

构驱动副的输入力矢量 ｆ，作用运动平台上的力或力
矩矢量 Ｆ，则根据虚功原理可以得到

Ｆ＝Ｇｆ （２）
式中，Ｇ为力 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵。根据机构学中运动传
递和力传递之间的对偶关系，存在

Ｇ＝ＪＴ （３）
因此，并联机构的承载能力指标就定义为输入

驱动力矢量 ｆ的模为单位１时，输出力或力矩矢量 Ｆ
的模的极值。为了求取该极值，构造如下的拉格朗

日方程
［１０］

ＬＦ＝ｆ
ＴＧＴＧｆ－λＦ（ｆ

Ｔｆ－１） （４）
式中，λＦ为拉格朗日乘子。

当‖ｆ‖ ＝１时，承载力极值为矩阵 ＧＴＧ的最
大、最小特征值的开方，即

‖Ｆｍａｘ‖ ＝ λＦｍａｘ（Ｇ
ＴＧ槡 ）＝σＦｍａｘ（Ｇ） （５）

‖Ｆｍｉｎ‖ ＝ λＦｍｉｎ（Ｇ
ＴＧ槡 ）＝σＦｍｉｎ（Ｇ） （６）

式中　λＦｍａｘ（Ｇ
ＴＧ）、λＦｍｉｎ（Ｇ

ＴＧ）———矩阵 ＧＴＧ的最
大、最小特征值

σＦｍａｘ（Ｇ）、σＦｍｉｎ（Ｇ）———矩阵 Ｇ的最大、最小
奇异值

‖Ｆｍａｘ‖、‖Ｆｍｉｎ‖是并联机构在驱动力矢量 ｆ
的模为单位 １时的最大、最小承载能力。本文取最
大承载能力极值用于评价机构在某参考点的承载能

力，原则上该极值越大，机构的承载能力越好。

２２　驱动性能评价指标
并联机构的运动平台工作时，驱动支链的轴向

驱动力 ｆ与动平台所受外力或力矩矢量 Ｆ平衡，由
式（２）、（３）得到

ＪＴｆ＝Ｆ （７）
根据矩阵奇异值分解理论

［１０］
，对于任一矩阵 Ｊ

∈Ｒｍ×ｎ，存在酋矩阵 Ｕ和 Ｖ使得

ＵＨＪＶ＝
∑１ ０[ ]０ ０

（８）

成立。

式中，∑１＝ｄｉａｇ（σ１，σ２，…，σｒ），σ１≥σ２≥…≥
σｒ＞０，ｒ＝ｍｉｎ（ｍ，ｎ）为 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 Ｊ的秩。由此
可以求得 σｍａｘ＝σ１，σｍｉｎ＝σｒ，并且可以计算得到

（ｄｅｔ（ＪＴＪ））１／２＝∏
ｉ＝１
σｉ （９）

σｉ的几何意义可以理解为输出速度到输入速度
变换模值的放大倍数。根据式（９），动平台所受外力
不变的情况下，（ｄｅｔ（ＪＴＪ））１／２较大，要求输入的驱动
力较小，有利于动平台驱动。当（ｄｅｔ（ＪＴＪ））１／２＝０，
驱动力无法与动平台外力平衡，机构处于奇异位

形
［１０］
。因此，定义 Ｑ＝（ｄｅｔ（ＪＴＪ））１／２作为机构的驱

动性能指标，该值越大说明驱动性能越好，该值趋近

于零则易发生奇异位形。

３　４ ＳＰＳ １ Ｓ机构 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵求解

由式（５）、（６）与（９），若求解评价机构的承载力
与驱动性能，必须首先求解机构的速度 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩
阵。在这里，通过建立机构的速度映射模型可以求

解机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵。
机构的速度映射方程为

ｌ
·

＝Ｊω （１０）

其中　ｌ
·

＝［ｌ
·

１　ｌ
·

２　ｌ
·

３　ｌ
·

４］
Ｔ　ω＝［Ψ

·

　θ
·

　
·

］
Ｔ

式中　ｌ
·

———驱动链关节速度矢量

ω———动平台参考点转动速度矢量
Ｊ———并联机构 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵

对该机构铰链点坐标值进行代换，令

ｂｍｉ＝［ｂ
ｍ
ｉｘ　ｂ

ｍ
ｉｙ　ｂ

ｍ
ｉｚ］　Ｂｉ＝［Ｂｉｘ　Ｂｉｙ　Ｂｉｚ］

定义
ＢＲｍ 为｛ｍ｝相对于｛Ｂ｝的姿态旋转矩阵。

选择（Ｘ－Ｙ－Ｚ）ＰＲＹ角坐标系表示法描述姿态旋转
矩阵

ＢＲｍ＝ＲＺ（）ＲＹ（θ）ＲＸ（Ψ）＝
ｃｏｓｃｏｓθ ｃｏｓｓｉｎθｓｉｎΨ－ｓｉｎｃｏｓΨ ｃｏｓｓｉｎθｃｏｓΨ＋ｓｉｎΨｓｉｎ
ｓｉｎｃｏｓθ ｓｉｎｓｉｎθｓｉｎΨ＋ｃｏｓｃｏｓΨ ｓｉｎｓｉｎθｃｏｓΨ－ｃｏｓｓｉｎΨ
－ｓｉｎθ ｃｏｓθｓｉｎΨ ｃｏｓθｃｏｓ









Ψ

（１１）
对于该并联机构，由式（１０）得到

ｌ
·

ｉ＝ｑｉ·（ω×ｂｉ）＝（ｂｉ×ｑｉ）
Ｔ
·ω （１２）

则机构的速度 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵
Ｊ＝（ｂｉ×ｑｉ）

Ｔ　（ｉ＝１，２，３，４） （１３）

其中 ｂｉ＝
ＢＲｍｂ

ｍ
ｉ　ｑｉ＝

Ｌｉ
ｌｉ
＝１
ｌｉ

ｂｉｘ－Ｂｉｘ
ｂｉｙ－Ｂｉｙ
ｂｉｚ－Ｂ









ｉｚ

４　机构动力学性能分析

对于图１的４ ＳＰＳ １ Ｓ型机构，取机构的几

何参数如下：ｒＢ＝０６２ｍ，ｒｍ＝０２５ｍ，ｈＢ＝１ｍ，ｈｂ＝
０，β１＝β２＝１２０°，γ１＝γ２＝１２０°，α１＝３０°，α２＝３０°，
α３＝６０°。

根据式（５）、（６）与（９），求出该机构在其工作空
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间内任意工作位置时的承载力与驱动性能指标。根

据工作需要，给定动平台在工作空间的 ３个转动角
度为 Ψ∈［－３°，３°］，θ∈［－３°，３°］，∈［－５°，
５°］。

利用 Ｍａｔｌａｂ编制仿真程序，图 ３～５分别为 θ＝
０、－３°、３°时，并联机构的最大承载力性能指标与驱
动性能指标在工作空间上的分布情况。

图 ３　θ＝０°动力性能指标在任务空间的分布
Ｆｉｇ．３　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆθ＝０°

（ａ）承载力性能指标　（ｂ）驱动性能指标
　

图 ４　θ＝－３°动力性能指标在任务空间的分布
Ｆｉｇ．４　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆθ＝－３°

（ａ）承载力性能指标　（ｂ）驱动性能指标
　

图 ５　θ＝３°动力性能指标在任务空间的分布
Ｆｉｇ．５　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｉｎｗｏｒｋｓｐａｃｅｏｆθ＝３°

（ａ）承载力性能指标 　（ｂ）驱动性能指标
　

　　由图 ３～５可得到 Ψ∈［－３°，３°］，∈［－５°，
５°］，θ＝０、－３°、３°时动力性能指标的取值，如表 １
所示。

同理，可以得到 θ∈［－３°，３°］，∈［－５°，５°］，
Ψ＝０，－３°，３°时动力性能指标的取值范围，表 ２所
示；以及可以得到 Ψ∈［－３°，３°］，θ∈［－３°，３°］，
＝０，－５°，５°时动力性能指标的取值范围，表 ３所
示。

表 １　动力性能指标（Ψ∈［－３°，３°］，∈［－５°，５°］）
Ｔａｂ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｖａｌｕｅ

（Ψ∈［－３°，３°］，∈［－５°，５°］）

位姿角度 θ／（°） 最大承载力性能指标 驱动性能指标

－３ ５８１～５８７ １６３６～１６４４

０ ５７５～５８０ １６４４～１６４９

３ ５８０７～５８１５ １６３６～１６４４
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表 ２　动力性能指标（θ∈［－３°，３°］，∈［－５°，５°］）
Ｔａｂ．２　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｖａｌｕｅ

（θ∈［－３°，３°］，∈［－５°，５°］）

位姿角度 Ψ／（°） 最大承载力性能指标 驱动性能指标

－３ ５８０～５８７ １６３６～１６４５

０ ５７５～５８１ １６４３～１６４９

３ ５７９５～５８２５ １６３６～１６４５

表 ３　动力性能指标（Ψ∈［－３°，３°］，θ∈［－３°，３°］）
Ｔａｂ．３　Ｄｙｎａｍｉｃｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅｉｎｄｅｘｖａｌｕｅ

（Ψ∈［－３°，３°］，θ∈［－３°，３°］）

位姿角度 ／（°） 最大承载力性能指标 驱动性能指标

－５ ５７６～５８６ １６３８～１６４８

０ ５７６～５８６ １６４４～１６４６

５ ５７６～５８６ １６３６～１６４６

　　由上述图表分析可以得到：
（１）两种动力性能指标在任务空间变化幅度较

小，分布均匀，随着机构位形的改变动力性能并没有

发生大的变化，说明机构的稳定性较好。

（２）呈现出较好的对称性；尤其是位姿角度
∈［－５°，５°］变化时，承载力性能指标与驱动性能
指标基本没有发生变化，这与机构的对称性是相对

应的。

（３）在任务空间内，承载力指标的范围 ５７５～
５８７之间，具有较好的承载能力；且不存在为零的

情况，说明该机构承载能力是各项同性的，机构在运

动过程中不会发生奇异位形；同时，该机构驱动性能

指标的范围始终在１６３６～１６４９之间，不存在为零
的情况，说明机构在运动过程中不会发生奇异位形，

具有较好的驱动性能与各向同性。

（４）改变运动平台位姿角度（Ψ，θ，）的转动
范围，得到与上述相同的结论：该机构的承载力与驱

动性能在在运动过程中呈现出较好的各向同性，机

构在任务空间内具有较好的动力学性能。

５　结论

（１）建立了空间转动三自由度冗余驱动 ４
ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构的机构模型，该机构能够实
现空间偏转、仰俯、横摇三轴转动，具有较高的承载

能力、刚度及稳定性，并通过建立机构的速度映射解

析方程求出了机构的 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵。
（２）根据４ ＳＰＳ １ Ｓ型并联机构的应用需

求及结构特点，引入并定义了机构承载力与驱动性

能两类动力学性能评价指标，分别建立了衡量并联

机构承载能力和驱动性能的解析方程，结合具体算

例仿真分析了该并联机构的两类动力学性能指标在

任务空间的分布规律。

（３）研究结果表明，该机构的承载力与驱动性
能在在运动过程中呈现出较好的各向同性，机构在

任务空间内具有较好的动力学性能。
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