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　　【摘要】　针对圆管表面斜裂纹，建立基于弹性断裂理论和复变函数理论的计算模型。研究圆管表面斜裂纹发

生扩展时临界状态所对应的应力强度因子和裂纹临界尺寸在各种相关因素影响下的变化规律。以 Ｉ、ＩＩ型复合裂

纹为例，采用应变能密度理论对其进行了分析。对开裂角、裂纹所处角度及裂纹的几何尺寸等因素的影响进行仿

真计算。得到裂纹所处角度对复合型裂纹两个应力强度因子影响的曲线，并对其影响的程度进行了比较。另外，

对裂纹所处角度和开裂角对临界裂纹长度的影响进行了仿真分析。结果表明：随着裂纹所处角度的增加，两个应

力强度因子（ＫⅠ、ＫⅡ）的最大和最小值是相同的，但趋势相反。并且对于Ⅰ型裂纹，在 β＝０和 β＝２π的地方，其应

力强度因子为零。
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　　引言

近几十年来，表面裂纹得到了深入研究，大量的

研究成果已经大大地扩展了表面裂纹的研究领

域
［１～３］

。但是已有的文献主要对各种情况已知时的

应力强度因子进行解析计算，而对各种因素对应力



强度因子的影响的解析分析研究较少。关于这方面

的研究主要是用实验方法和有限元法以及边界元法

来进行
［４～５］

。但用有限元法对裂纹进行分析，由于

裂纹尖端存在奇异单元，所得到的结果往往误差较

大
［６～７］

。

本文以裂纹所处位置不对称的Ⅰ、Ⅱ型复合裂
纹为例，对圆管表面斜裂纹进行讨论。采用应变能

密度理论，建立基于弹性断裂理论和复变函数理论

的计算模型。对所研究的圆管表面斜裂纹尖端应力

强度因子进行仿真分析。研究圆管表面斜裂纹发生

扩展时的临界状态所对应的应力强度因子和裂纹的

临界尺寸在各种相关因素影响下的变化规律。并对

开裂角、裂纹所处角度和开裂角对临界裂纹长度的

影响进行仿真分析。

１　应变能密度理论

对于复合型裂纹，目前在实际工程应用中被广

泛采用的断裂判据之一是应变能密度理论。

在工程上常见的管类构件裂纹并不是贯穿裂

纹，而是在工件表面有一些非贯穿的浅裂纹。这种

情况下应力强度因子的确定是断裂力学中的重要问

题之一，因为它是结构安全评价的重要指标之一。

对圆管表面斜裂纹这类复合型裂纹进行分析，借助

复变函数

Φ（ｚ）＝Ａｚλ

Ψ（ｚ）＝Ｂｚ{ λ
（１）

式中 Ａ、Ｂ为复常数，由边界条件确定。λ是大于零
的实常数。

由式（１）并根据弹性理论

σφ＋ｉτｒφ＝Φ′（ｚ）＋Φ′（ｚ）＋ｚΦ″（ｚ）＋

Ψ′（ｚ）ｚ

ｚ
＝Ａλｒλ－１ｅｉ（λ－１）φ＋Ａλｒλ－１ｅ－ｉ（λ－１）φ＋

Ａλ（λ－１）ｒλ－１ｅｉ（λ－１）φ＋Ｂλｒλ－１ｅｉ（λ＋１）φ （２）
沿裂纹的边界 φ＝±π，有以下条件

Ａλｅ－ｉλπ＋Ａｅｉλπ＋Ｂｅｉλπ＝０

Ａλｅｉλπ＋Ａｅ－ｉλπ＋Ｂｅ－ｉλπ＝０

Ａｅ－ｉλπ＋Ａλｅｉλπ＋Ｂｅ－ｉλπ＝０

Ａｅｉλπ＋Ａλｅ－ｉλπ＋Ｂｅｉλπ










＝０

（３）

对于Ⅰ、Ⅱ型复合裂纹，其裂纹尖端应力分量为

σｒ＝
１

２ ２π槡
[ｒＫⅠ（３－ｃｏｓφ）ｃｏｓ

φ
２
＋

ＫⅡ（３ｃｏｓφ－１）ｓｉｎ
φ ]２

σφ＝
１

２ ２π槡 ｒ
ｃｏｓφ
２
［ＫⅠ（１＋ｃｏｓφ）－３ＫⅡｓｉｎφ］

τｒφ＝
１

２ ２π槡 ｒ
ｃｏｓφ
２
［ＫⅠｓｉｎφ＋ＫⅡ（３ｃｏｓφ－１）］

（４）
所谓应变能密度理论，它是基于局部应变能密

度场断裂概念的复合型判据。认为复合型裂纹扩展

的临界条件取决于裂纹尖端区的能量状态和材料性

能。

在弹性条件下，微元体的应变能为

ｄＵ＝１
２Ｅ
（σ２ｘ＋σ

２
ｙ＋σ

２
ｚ）－

ν
Ｅ
（σｘσｙ＋σｙσｚ＋σｚσｘ）＋

１
２Ｇ
（τ２ｘｙ＋τ

２
ｘｚ＋τ

２
ｙｚ） （５）

式中　σｘ、σｙ、σｚ———３个方向的正应力

τｘｙ、τｘｚ、τｙｚ———３个方向的剪应力
Ｅ———材料弹性模量
Ｇ———材料剪切模量　　ν———泊松系数

将式（４）代入式（５）可得到应变能密度

　Ｈ＝１
ｒ
（ａ１１Ｋ

２
Ⅰ ＋２ａ１２ＫⅠＫⅡ ＋ａ２２Ｋ

２
Ⅱ ＋ａ３３Ｋ
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２
Ⅱ ＋ａ３３Ｋ
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其中 ａ１１＝
１
１６πＧ

（１＋ｃｏｓθ）（ｋ－ｃｏｓθ）

ａ１２＝
１
１６πＧ

ｓｉｎθ（２ｃｏｓθ－ｋ＋１）

ａ２２＝
１
１６πＧ

［（ｋ＋１）（１－ｃｏｓθ）＋

　　　（１＋ｃｏｓθ）（３ｃｏｓθ－１）］

ａ３３＝
１
４π
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




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







Ｇ
Ｓ就是应变能密度因子，它表示裂纹尖端应变

能密度场的强弱程度。式中 ｋ取不同的值时，对应
平面应力或平面应变问题。

２　表面斜裂纹应力强度因子的仿真分析

考虑一个带有表面斜裂纹的圆管，所受外荷载

如图１所示。
图中既是一个Ⅰ Ⅱ型复合裂纹问题（ａ为裂纹

长度、β裂纹所处角度、θ裂纹张开角），其临界扩展
时的裂纹尺寸和应力强度因子等可用应变能密度因

子理论确定。整个的分析过程前边已经给出。对于

本文所要研究的问题，其Ⅰ型、Ⅱ型应力强度因子为

ＫⅠ ＝τ π槡 ａｓｉｎ（２β） （８）

ＫⅡ ＝τ π槡 ａｃｏｓ（２β） （９）
式中　τ———圆管所受扭矩（图 １）所引起的裂纹周

围的剪应力

１１２第 ７期　　　　　　　　　　朱命怡 等：圆管表面斜裂纹应力强度因子和临界裂纹长度仿真分析



图 １　带有表面斜裂纹的圆管

Ｆｉｇ．１　Ｒｏｕｎｄｔｕｂｅｗｉｔｈｓｕｒｆａｃｅｏｂｌｉｑｕｅｃｒａｃｋ
　
根据应变能密度理论，将式（８）、（９）代入式（７）

得

１６Ｇ
ａ
Ｓ＝（３－４ν－ｃｏｓθ）（１＋ｃｏｓθ）σ２ｙ＋

４ｓｉｎθ［ｃｏｓθ－（１－２ν）］σｙτｘｙ＋４（１－ν）·

（１－ｃｏｓθ）＋（１＋ｃｏｓθ）（３ｃｏｓθ－１）τ２ｘｙ （１０）
由式（１０）即可对不同因素对裂纹尺寸的影响

进行分析。对于不同因素的影响，由解析表达式，可

以对扩展时的临界裂纹尺寸进行全面的仿真计算，

其结果如图２～４所示。

图 ２　裂纹的尺寸与裂纹所处位置及开裂角之间的关系

Ｆｉｇ．２　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｉｚｅｏｆｃｒａｃｋ，

ｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｒａｃｋａｎｄｏｐｅｎｉｎｇａｎｇｌｅ
　

图 ３　裂纹的尺寸与外荷载及开裂角之间的关系

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｉｚｅｏｆｃｒａｃｋ，

ｅｘｔｅｒｎａｌｌｏａｄａｎｄｏｐｅｎｉｎｇａｎｇｌｅ
　
由图２和３可以看出裂纹的大小随着裂纹所处

位置及开裂角变化、外荷载及开裂角变化、外荷载及

裂纹所处位置变化的情况。裂纹尺寸，随着裂纹所

图 ４　裂纹的尺寸与外荷载及裂纹所处位置之间的关系

Ｆｉｇ．４　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｉｚｅｏｆｃｒａｃｋ，

ｅｘｔｅｒｎａｌｌｏａｄａｎｄｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｒａｃｋ
　
处角度和开裂角呈周期变化，在一定范围内，随着裂

纹所处角度和开裂角增大，裂纹也增大、且趋势较明

显。当外荷载增大时，裂纹也随之增大。当外荷载

一定时，由图２可以看出，在 ０～π范围内，裂纹尺
寸随着开裂角的增加而增大。当开裂角为 π时，裂

纹尺寸达到最大。由图 ４可以看出，在 ０～π
４
范围

内，当外荷载一定时，裂纹尺寸随着裂纹所处角度的

增加而减小。当裂纹所处角度在
π
４
附近，裂纹尺寸

达到最小。

由式（８）、（９）可对外荷载及裂纹所处角度对应
力强度因子的影响进行较全面的仿真分析，结果如

图５～６所示。

图 ５　应力强度因子（ＫⅠ）与裂纹所处位置及裂纹

尺寸之间的关系

Ｆｉｇ．５　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒＫⅠ，

ｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｒａｃｋａｎｄｓｉｚｅｏｆｃｒａｃｋ
　
由图５可以看出应力强度因子（ＫⅠ）随着裂纹

所处位置及裂纹尺寸变化的情况。在一定取值范围

内，当裂纹尺寸增大时，应力强度因子也随之增加。

但随着裂纹所处角度的增加，应力强度因子显著增

大。可以看出，当裂纹尺寸一定时，裂纹强度因子随

着裂纹所处角度呈周期变化，在 ０～π
４
范围内，应力

强度因子随着裂纹所处角度的增加而增大。当裂纹
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图 ６　应力强度因子（ＫⅡ）与裂纹所处位置及裂纹

尺寸之间的关系

Ｆｉｇ．６　ＲｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙｆａｃｔｏｒＫⅡ，

ｐｏｓｉｔｉｏｎｏｆｃｒａｃｋａｎｄｓｉｚｅｏｆｃｒａｃｋ
　

所处角度增大到
π
４
时，应力强度因子达到最大。当

应力强度因子达到其临界值时，就导致材料破坏。

由图６可以看出应力强度因子（ＫⅡ）随着裂纹所处
位置及裂纹尺寸变化的情况。在一定取值范围内，

当裂纹尺寸增大时，应力强度因子也随之增加。当

裂纹尺寸一定时，裂纹强度因子随着裂纹所处角度

呈周期变化，在０～π
２
范围内，应力强度因子随着裂

纹所处角度的增加而减小。当裂纹所处角度增大到

π
２
时，应力强度因子达到最小。

通过以上的分析可以对Ⅰ型和Ⅱ型同时存在的
复合裂纹的两个应力强度因子进行比较，结果如

图７所示。
图７给出了Ⅰ、Ⅱ型复合裂纹两个应力强度因

子随裂纹所处角度变化的情况。由图中可以看出，

随着裂纹所处角度的增加，两个应力强度因子（ＫⅠ、
ＫⅡ）的最大和最小值是相同的，但趋势相反。并且
　　

对于Ⅰ型裂纹，在 β＝０和 β＝２π的地方，其应力强
度因子为零。

图 ７　Ⅰ、Ⅱ型复合裂纹两个应力强度因子与裂纹所处

角度之间的关系比较

Ｆｉｇ．７　Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｓｔｒｅｓｓｉｎｔｅｎｓｉｔｙ

ｆａｃｔｏｒａｎｄｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｇｌｅｏｆｃｒａｃｋｆｏｒｔｙｐｅｓⅠ，Ⅱ
ｍｉｘｅｄｍｏｄｅｃｒａｃｋ

　

３　结论

（１）基于弹性断裂理论和复变函数理论的圆管
表面斜裂纹裂纹尺寸和应力强度因子的计算模型，

研究复合型裂纹发生扩展时的开裂角、临界裂纹长

度在各种相关因素影响下的变化规律。并由所建立

的计算模型，对复合裂纹尖端应力强度因子进行了

仿真分析。

（２）研究结果表明在０～π范围内，裂纹尺寸随
着开裂角的增加而增大。当开裂角为 π时，裂纹尺
寸达到最大。在 ０～π／４范围内，当外荷载一定时，
裂纹尺寸随着裂纹所处角度的增加而减小。当裂纹

所处角度在 π／４附近，裂纹尺寸达到最小。
（３）随着裂纹所处角度的增加，两个应力强度

因子（ＫⅠ、ＫⅡ）的最大和最小值是相同的，但趋势相
反。并且对于Ⅰ型裂纹，在 β＝０和 β＝２π处，其应
力强度因子为零。
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墨层使树脂结合剂受热被蚀除。但图 ５ｂ所示的砂
轮表面热影响区域的面积明显大于图 ５ａ所示的砂
轮表面热影响区域。这说明脉冲宽度的大小影响单

个脉冲放电能量，进而影响单位时间砂轮材料的蚀

除量。但由于在修整时砂轮以一定的速度运动，因

此脉冲宽度对修整区域的最高温度值影响不明显，

脉冲宽度的加大没有明显使金刚石磨粒发生氧化反

图 ５　雾状乳化液中电火花放电修锐后树脂结合剂

金刚石砂轮表面形貌（ｉｅ＝１Ａ，Ｔ＝１０ｍｉｎ）

Ｆｉｇ．５　Ｒｅｓｉｎｂｏｎｄｅｄｄｉａｍｏｎｄｗｈｅｅｌｓｕｒｆａｃｅｔｏｐｏｇｒａｐｈｉｅｓ

ａｆｔｅｒｄｒｅｓｓｉｎｇ（ｉｅ＝１Ａ，Ｔ＝１０ｍｉｎ）

（ａ）ｔｅ＝１０μｓ　（ｂ）ｔｅ＝２０μｓ

　

应，失去原有的形状特征。

３　结论

（１）提出的树脂结合剂砂轮表面涂覆一层辅助
放电材料后再进行表面放电修整的技术方案是可行

的，辅助放电材料附近的树脂结合剂能吸收足够热

量发生碳化分解，使金刚石磨粒露出形成一定的容

屑空间。

（２）峰值电流 ｉｅ是影响单个脉冲放电能量和
砂轮表面修整区域温度场的重要因素；随着峰值电

流的增大，修整区域温度场的最高温度也逐渐增大。

适合修锐树脂结合剂金刚石砂轮的放电峰值电流 ｉｅ
不高于３Ａ。

（３）被修整砂轮以一定速度运动时，脉冲宽度
对修整区域的最高温度值影响不明显，但影响单位

时间砂轮材料的蚀除量。
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