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　　【摘要】　基于正交标架矢量函数理论，建立了满足条件的型线方程矢量函数通用表达式。深入研究了涡旋型

线的啮合条件，阐述了构成涡旋型线所必须满足的基本啮合条件。从型线的笛卡尔坐标方程出发，以切向角函数

集成形式表示曲率半径，推导出了曲率半径函数表示的型线微分方程。以 ４种典型型线为例，确定了曲率半径函

数系数与广义展成半径和广义基圆半径之间的对应关系。示例给出了正三角形渐开线型线的曲率半径函数微分

方程。以切向角函数表示的涡旋集成型线不但能涵盖现有型线种类，而且通过对切向角级数系数的优化和控制可

构造性能更为优良的型线类型。
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　　引言

涡旋机械开发设计中遇到的一个关键问题是涡

旋型线的设计，它对涡旋压缩机性能的影响至关重

要
［１～４］

。良好的型线应使压缩机具有高效、低噪、质

轻，易于加工和维护等性能
［５～６］

。以共轭曲线啮合

和型腔容积变化为工作原理的涡旋压缩理论被世界

各国研究人员广泛研究，并应用在涡旋压缩机的设



计制造中。

目前在涡旋压缩机型线方面进行的广泛研究，

尚有待进一步完善。在建模方面若所建立的型线模

型过分依赖于具体的型线方程，将造成一种型线对

应一种模型、一种映射的局面，使建模不断重复。其

次，因模型的针对性过强，所得结论缺少普遍性和通

用性，不利于柔性化设计。

在对国内外现有涡旋型线生成过程研究的基础

上，本文提出一种基于正交标架矢量函数涡旋集成

型线。根据涡旋型线的广义啮合理论，详细推导啮

合条件，得出切向角曲率半径函数形式的涡旋型线

方程和切向角参数方程。并研究涡旋型线的共轭型

线，为涡旋机械的型线设计和优化提供新的思路。

１　正交标架矢量函数

机械工程的研究对象都是有形的实体，因而它

的各个领域都有微分几何的研究对象———曲线与曲

面的有关问题。如图 １所示，设直角坐标系｛Ｏ，ｘ，
ｙ，ｚ｝的标架［７］

为｛Ｏ，ｉ，ｊ，ｋ｝，当回转轴为 ｚ轴，转角
为 θ时，可以实现 ｉ、ｊ绕 ｚ轴的回转

Ｂ（θ）ｉ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０









０ ０ １











１
０
０
＝
ｃｏｓθ
ｓｉｎθ









０
（１）

Ｂ（θ）ｊ＝
ｃｏｓθ －ｓｉｎθ ０
ｓｉｎθ ｃｏｓθ ０









０ ０ １











０
１
０
＝
－ｓｉｎθ
ｃｏｓθ









０
（２）

式中　Ｂ（θ）———回转群

图 １　正交矢量函数

Ｆｉｇ．１　Ｏｒｔｈｏｇｏｎａｌｖｅｃｔｏｒｆｕｎｃｔｉｏｎ
　
定义

ｅ（θ）＝Ｂ（θ）ｉ
ｅ１（θ）＝Ｂ（θ）{ ｊ

（３）

为正交矢量函数。

显然，ｅ１（θ）＝ (ｅ θ＋π )２ ，ｅ（θ）与 ｅ１（θ）正交，

当 θ连续变化时，它们的矢端轨迹为 ｘＯｙ平面内的
单位圆。

２　涡旋型线的啮合条件

过平面曲线上的任一个给定点 Ｂ，都有正交的

单位切向量 α与单位法向量 β，如图２所示，在 Ｂ点
处建立 Ｆｒｅｎｅｔ活动标架，并使正交矢量函数分别与
α和 β方向平行，用活动的 Ｆｒｅｎｅｔ标架取代固定的
笛卡尔直角坐标系，这样基圆渐开线方程可表示为

ｒ＝ａｅ（φ）－ａφｅ１（φ） （４）
式中　ａ———基圆半径

φ———切向角，即切向量与 ｘ轴的夹角

图 ２　涡旋型线

Ｆｉｇ．２　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｏｆｓｃｒｏｌｌｐｒｏｆｉｌｅ
　
如果曲线型线满足正定性条件，其内、外法线等

距线不交叉，壁厚非负；且曲线上各点的极径须随极

角的增大而增大；能形成一定的回转圈数，各点法向

角呈周期性变化，则这类曲线也可作为涡旋型

线
［４］
。仿照基圆渐开线方程（４），型线方程的矢量

函数通用表达式可以写成

ｒ＝ｒｂｅ（φ）－ｒｓｅ１（φ） （５）
式中　ｒｂ———广义基圆半径

ｒｓ———广义展成半径

由于

ｄｅ（φ）
ｄφ

＝ｅ１（φ）

ｄｅ１（φ）
ｄφ

＝－ｅ（φ









 ）

（６）

对式（５）方程两边求导，得

Ｔ＝
ｄｒｂ
ｄφ
ｅ（φ）＋ｒｂｅ１（φ）－

ｄｒｓ
ｄφ
ｅ１（φ）＋ｒｓｅ（φ）（７）

根据共轭啮合原理，在共轭啮合点处，与两个型

线相切的矢量共同垂直于动涡旋偏置的方向，即切

向量 Ｔ与矢量 ｅ（φ）平行，与矢量 ｅ１（φ）垂直，
式（７）两边点乘 ｅ１（φ）

ｅ１（φ）·Ｔ

[
＝

ｄｒｂ
ｄφ
ｅ（φ）＋ｒｂｅ１（φ）－

ｄｒｓ
ｄφ
ｅ１（φ）＋ｒｓｅ（φ ]）·ｅ１（φ）＝０

化简后得到

ｒｂ＝
ｄｒｓ
ｄφ

（８）

此即为广义展成半径与广义基圆半径表示的型

线啮合条件。
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３　涡旋型线集成函数方程

将矢量方程展开，可以得到切向角 φ表示的坐
标表达式为

ｘ＝ｒｂｃｏｓφ＋ｒｓｓｉｎφ
ｙ＝ｒｂｓｉｎφ－ｒｓｃｏｓ{ φ

（９）

对式（９）分别求导，可得

ｘ′＝
ｄｒｂ
ｄφ
ｃｏｓφ－ｒｂｓｉｎφ＋

ｄｒｓ
ｄφ
ｓｉｎφ＋ｒｓｃｏｓφ＝

(　
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－ｒ)ｂ ｓｉｎφ (＋ ｄｒｂ
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＋ｒ)ｓ ｃｏｓφ

ｙ′＝
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ｄｒｓ
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ｃｏｓφ＋ｒｓｓｉｎφ＝

(　
ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒ)ｓ ｓｉｎφ (＋ ｒｂ－

ｄｒｓ
ｄ )φ ｃｏｓ















 φ

（１０）

由于 ｒｂ＝
ｄｒｓ
ｄφ
，可得

ｘ′ (＝ ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒ)ｓ ｃｏｓφ

ｙ′ (＝ ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒ)ｓ ｓｉｎ









 φ
（１１）

代入弧长公式，得

ｓ＝∫
φ

０
ｘ′２＋ｙ′槡

２ｄφ＝∫
φ (
０

ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒ)ｓ ｄφ （１２）

曲率半径

ρ＝ｄｓｄφ
＝
ｄｒｂ
ｄφ
＋ｒｓ （１３）

将式（１３）代入式（１１）并对 φ积分，得到以曲率
半径表示的型线微分方程

ｘ＝∫０
φ

ρｃｏｓφｄφ

ｙ＝∫０
φ

ρｓｉｎφｄ{ φ
（１４）

根据式（８）和式（１３），ｒｂ至少是一阶可微的函数。
为便于用参数样条构造涡旋型线，可将曲率半

径表示成切向角 φ的集成函数形式

ρ（φ）＝Ｃ０＋Ｃ１φ＋Ｃ２φ
２＋Ｃ３φ

３＋… ＝∑
ｎ

ｉ＝０
Ｃｉφ

ｉ

（ｉ＝１，２，…，ｎ） （１５）
根据泰勒级数，任意函数曲线的数学表达式都

可以展开为切向角函数的级数表达式，只要是关于

切向角的递增函数，那么就可以通过切向角函数表

示的曲率半径函数来表示任意满足啮合条件的涡旋

型线。型线的几何形状和某些动力学特性可以通过

对切向角参数的级数系数的优化得以实现
［３，１０］

。

４　典型型线及两种方程的转换关系

（１）当 ｉ＝０时
此时集成函数式 ρ＝Ｃ０，其余级数系数为零；在

笛卡尔坐标表达式中，ｒｓ＝Ｃ０，ｒｂ＝０。型线方程代表
的曲线是半径为 Ｃ０的圆，如图３ａ所示。

（２）当 ｉ＝１时
当曲率集成函数式 ρ＝φ时，Ｃ０＝０，Ｃ１＝１，其

余级数系数为零；在笛卡尔坐标表达式中，ｒｓ＝φ，
ｒｂ＝１，型线方程代表的曲线是圆渐开线，其基圆半
径为１，如图３ｂ所示。

（３）当 ｉ＝２时
当曲率集成函数式 ρ＝φ２时，Ｃ０ ＝０，Ｃ１ ＝０，

Ｃ２＝１，其余级数系数为零；ｒｓ＝－２＋φ
２
，ｒｂ＝２φ，型

线方程代表的曲线是Ⅱ次渐开线，如图３ｃ所示。
（４）当 ｉ＝３时
当 ρ＝φ３时，Ｃ０＝０，Ｃ１＝０，Ｃ２＝０，Ｃ３＝１，其余

级数系数为零；ｒｓ＝－６φ＋φ
３
，ｒｂ＝－６＋３φ

２
，型线方

程代表的曲线是Ⅲ次渐开线，如图３ｄ所示。

图 ３　４种典型型线

Ｆｉｇ．３　Ｆｏｕｒｔｙｐｉｃａｌｓｃｒｏｌｌｐｒｏｆｉｌｅｓ
（ａ）ｉ＝０　（ｂ）ｉ＝１　（ｃ）ｉ＝２　（ｄ）ｉ＝３

　

５　正三角形型线举例

涡旋机械的型线可以由一种或几种典型型线来

构成，例如正多边形渐开线、线段渐开线等可以看作是

特殊的圆弧类型线，对应于式（１５）中ｉ＝０的情形。
以正三角形渐开线为例，该型线可以看成是若

干段不同曲率半径的圆弧首尾相接组成，以曲率半

径表示的型线微分方程为

ｘ＝∫
φ　

φ０＋（Ｎ－１）
２π
３

ＮＣ０ｃｏｓφｄφ＋

　∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∫
φ０＋
２π
３ｒ　

φ０＋
２π
３（ｒ－１）

ｒＣ０ｃｏｓφｄφ

ｙ＝∫
φ　

φ０＋（Ｎ－１）
２π
３

ＮＣ０ｓｉｎφｄφ＋

　∑
Ｎ－１

ｒ＝１
∫
φ０＋
２π
３ｒ　

φ０＋
２π
３（ｒ－１）

ｒＣ０ｓｉｎφｄ















 φ

（１６）

式中　Ｎ———圆弧段个数
Ｃ０———型线初始段圆弧半径
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φ０———初始段圆弧起始点的切向角
当 Ｎ＝４，φ０＝π／３，Ｃ０＝５２ｍｍ时所形成的正

三角形型线如图４所示。

图 ４　正三角形型线

Ｆｉｇ．４　Ｐｒｏｆｉｌｅｏｆｒｅｇｕｌａｒｔｒｉａｎｇｌｅ
　
通常采用的涡旋齿端双圆弧修正型线，则是将

圆弧型线与基圆渐开线两类典型型线组合应用的特

例。在型线设计中引入Ⅱ次渐开线和Ⅲ次渐开线，
并将其与其他典型型线组合使用，将会得到更多特

性多样的型线类型。

６　共轭啮合型线方程

根据型线的共轭啮合原理，型线与其共轭型线

是具有相同公法线的曲线族，当动涡旋型线的法向

偏置距离等于回转半径 Ｒｏｒ时，就与静涡旋型线在接
触点处共轭啮合。如图 ５所示，设动涡旋型线 Ｃ的
方程为式（１３），型线曲率半径在啮合点的法向量方
向上，故静涡旋型线 Ｃｆ与 Ｃ是法向距离为 Ｒｏｒ的两
条共轭曲线，其方程为

ｘ＝∫０
φ

（ρ（φ）＋Ｒｏｒ）ｃｏｓφｄφ

ｙ＝∫０
φ

（ρ（φ）＋Ｒｏｒ）ｓｉｎφｄ
{ φ

（１７）

　　

　　当 Ｃｆ相对于坐标原点偏置 Ｒｏｒ时，便实现与 Ｃ
的啮合。

图 ５　动、静涡旋型线啮合图

Ｆｉｇ．５　Ｅｎｇａｇｅｍｅｎｔｏｆｏｒｂｉｔｉｎｇａｎｄｔｈｅｆｉｘｅｄｓｃｒｏｌｌｐｒｏｆｉｌｅｓ
　

７　结论

（１）针对目前国内外对涡旋型线设计理论的研
究现状，利用微分几何有关正交矢量函数和 Ｆｒｅｎｅｔ
活动标架理论，对涡旋型线的啮合条件进行了深入

研究，提出了涡旋型线的集成表达形式，并以４种典
型涡旋型线为例，研究了曲率半径函数微分方程与

笛卡尔坐标方程之间的转换关系。可以通过调整曲

率半径函数式中切向角参数的级数系数对型线的特

性进行优化和控制。

（２）提出的涡旋集成型线方程突破了一种型线
对应一种模型的固有框架，将微分几何有关理论引

入型线设计中，以简洁的通用方程形式表征涡旋型

线，不但能涵盖圆弧、圆渐开线、正多边形等型线种

类，而且通过引入Ⅱ次渐开线和Ⅲ次渐开线等，还能
对现有型线进行优化设计并构造新的型线类型，为

实现涡旋流体机械的柔性化设计打下理论基础。
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