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3鄄RRPaR 并联机构刚体动力学建模与分析

陈修龙摇 郭景尧摇 贾永皓
(山东科技大学机械电子工程学院, 青岛 266590)

摘要: 针对一种具有冗余结构的 3鄄RRPaR 并联机构,根据拉格朗日乘子法建立动力学模型,进而对冗余并联机构

进行动力学分析。 首先,分析了 3鄄RRPaR 并联机构的结构特征,确定了冗余结构的结构构型;然后,利用闭环矢量

法建立并联机构的逆运动学模型,利用拉格朗日乘子法建立并联机构的动力学模型;最后,利用 Matlab 分别对并联

机构空载和加载时的动力学方程进行数值求解,绘制了动力学响应曲线,根据拉格朗日乘子与约束力矩的关系求

解出驱动杆的驱动力矩,将计算结果与 ADAMS 虚拟仿真结果进行对比分析,验证了动力学建模方法的正确性。 结

果表明,动平台加载后,驱动杆的驱动力矩也随之增大,但其数值变化规律与空载时基本相同。 本研究为该并联机

构的动力学控制和机构性能研究奠定了基础,也为其他结构冗余并联机构的刚体动力学建模提供了方法和思路。
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Rigid Body Dynamics Modeling and Analysis of 3鄄RRPaR Parallel Mechanism

CHEN Xiulong摇 GUO Jingyao摇 JIA Yonghao
(College of Mechanical and Electronic Engineering, Shandong University of Science and Technology, Qingdao 266590, China)

Abstract: Parallel mechanism with its advantages of high stiffness, high bearing capacity and high
precision fills the shortcomings of the series mechanism. For a 3鄄RRPaR parallel mechanism with
redundant structure, a dynamic model was established based on Lagrange multiplier method, and then the
dynamic analysis of the redundant parallel mechanism was carried out. Firstly, the structural
characteristics of 3鄄RRPaR parallel mechanism were analyzed, and the redundant structure was
determined. Then the inverse kinematics model of the parallel mechanism was established by closed鄄loop
vector method, and the dynamic model of the parallel mechanism was established by Lagrange multiplier
method. Finally, the dynamic equations of the parallel mechanism under no鄄load and loading were solved
by Matlab, and the dynamic response curves were drawn. The driving moment of the driving rod was
calculated according to the relationship between the Lagrange multiplier and the constraint moment. The
comparison between the calculation results and the ADAMS virtual simulation results verified the
correctness of the dynamic modeling method. The results showed that the driving torque of the driving rod
was increased with the loading of the moving platform, but the numerical variation law was basically the
same as that of no鄄load. The research laid a foundation for the dynamic control and mechanism
performance research of the parallel mechanism, and also provided a method and idea for the rigid body
dynamic modeling of other redundant parallel mechanisms.
Key words: parallel mechanism; redundant structure; Lagrange multiplier method; dynamic model

0摇 引言

并联机构相比于串联机构具有刚度大、精度高、
承载能力强等优点,但由于并联机构奇异点的影响,
使其优势难以发挥[1 - 4]。 具有冗余结构的并联机构

可以避免并联机构的奇异位型,提高并联机构的刚

度,在一定程度上提高了并联机构的运动性能,因此

受到研究者的广泛关注[5 - 7]。 结构冗余并联机构通

过构型的优势弥补了普通并联机构的不足,因此,对
结构冗余并联机构的研究具有重要意义。



并联机构的刚体动力学建模是实现动力学控制

和研究机构性能的前提,是在机构运动学的基础上

对并联机构的进一步研究与探索[8 - 11],可为并联机

构驱动电机的选择、控制和实际机构的研制奠定理

论基础,同时为其他结构冗余并联机构的刚体动力

学建模提供可行的思路。 近年来,国内外学者采用

不同的方法对并联机构动力学模型进行了大量研

究,但针对具有冗余结构的并联机构研究较少。 刘

芳华等[12]基于拉格朗日动力学模型,建立了 6鄄UPS
并联平台的全动力学模型,并求解了理想驱动力和

时间的关系。 XIN 等[13] 以三自由度空间并联机器

人为例,利用拉格朗日与虚功原理相结合的方法建

立了动力学模型,并通过仿真和实验加以证明。 桑

董辉等[14]提出了一种新型的二自由度球面并联机

构,利用牛顿 欧拉法建立了动力学方程,并在给定

外力的作用下计算了关节作用力和作用力矩。 王英

波等[15]利用凯恩法建立了 Stewart 平台的刚体动力

学模型,并利用动力学建模仿真验证了其动力学

模型的正确性。 陈修龙等[16] 采用牛顿 欧拉法和

虚拟仿真相结合的方法对 4鄄UPS鄄RPS 空间并联机

构进行了动力学分析。 ABDELLATIF 等[17] 利用拉

格朗日公式和广义坐标重新推导了动力学方程,
验证了坐标选取形式的重要性。 朱伟等[18] 以一种

新型四自由度高速并联机构为例,运用虚功原理

建立了动力学方程,并通过 ADAMS 虚拟仿真进行

了验证。 GOSSELIN 等[19] 介绍了一种具有冗余结

构的并联机构,并证明该机构所有奇异点都可通

过运动学冗余来避免。 ABADI 等[20] 证明了结构

冗余是避免奇异点和增大工作空间的有效途径,
并提出了一种新的运动规划策略,以避免奇异点

的产生。 QU 等[21] 提出了一种平面结构冗余并联

机构,并通过静力学仿真预测了机构中较为容易

损坏的位置。
本文以具有冗余结构的 3鄄RRPaR 空间并联机

构为研究对象,考虑其冗余构型的影响,利用拉格朗

日乘子法建立该并联机构的刚体动力学模型。 首

先,分析 3鄄RRPaR 空间并联机构的结构特征,计算

机构整体自由度;然后,利用闭环矢量法建立并联机

构的运动学模型,求解出驱动杆的角位移、角速度和

角加速度;采用质心坐标和自然坐标相结合的方式

建立系统约束方程,计算机构整体的质量矩阵,利用

拉格朗日乘子法建立并联机构的动力学方程,并根

据拉格朗日乘子与约束力矩的关系求解驱动力矩;
最后,利用 Matlab 对动力学方程进行数值求解,将
理论模型求解结果与 ADAMS 虚拟仿真结果进行对

比,分析并联机构动力学响应曲线。

1摇 结构特征

3鄄RRPaR 空间并联机构如图 1 所示。 该并联机

构由定平台、动平台和 3 条运动支链组成,每条运动

支链包括主动臂和从动臂,从动臂为由 4 根杆件组

成的平行四边形构型,其中 R 表示转动副,Pa 表示

平行四边形构型,该并联机构的各个构件之间均通

过转动副连接。

图 1摇 3鄄RRPaR 空间并联机构的三维模型

Fig. 1摇 Three dimensional model of 3鄄RRPaR spatial
parallel mechanism

1. 主动臂摇 2. 转动副摇 3. 从动臂摇 4. 定平台摇 5. 动平台

摇
3鄄RRPaR 为闭环空间并联机构,采用修正的

Grubler Kutzbach 公式计算其自由度[22],计算公式

为

P = 6(p - q - 1) + 移
q

k = 1
fk + h (1)

式中摇 P———机构整体自由度

p———机构构件总数

q———机构运动副总数

fk———第 k 个运动副的自由度

h———冗余约束数

对该并联机构进行结构分析,可知 p = 17,q = 21,

移
q

k = 1
fk = 21,h = 12,故该并联机构的自由度为 3。

并联机构的 3 条运动支链分布在 2 个平面内,
增加了机构的刚度和平稳性,通过对 3 个主动臂的

旋转驱动可实现动平台的三维移动。 对于运动支链

中的平行四边形构型,由于引入了冗余约束,在动力

学建模过程中需去掉多余的约束方程。

2摇 运动学模型

机构运动学是研究物体的位置、速度和加速度

与时间的关系,是机构动力学研究的基础。 本文利

用闭环矢量法建立并联机构运动学模型[23 - 25],分别

求出机构位置、速度和加速度的逆解。
2郾 1摇 位置模型

为方便表示并联机构构件间的几何关系,对该

机构作机构简图如图 2 所示。 在定平台下建立全局
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坐标系 Oxyz,动平台视为质点 O忆,则 O忆点的位置矢

量 g = (x,y,z) T 可表示为

gi =Mi + l1iui + l2isi -Ni 摇 ( i = 1,2,3) (2)
式中摇 Mi———铰点 Mi 在 Oxyz 中的位置矢量

Ni———铰点 Ni 在 O忆x忆y忆z忆中的位置矢量

l1i———机构主动臂杆长

l2i———机构从动臂杆长

ui———主动臂单位方向矢量

si———从动臂单位方向矢量

图 2摇 3鄄RRPaR 空间并联机构简图

Fig. 2摇 3鄄RRPaR spatial parallel mechanism diagram
摇

Mi 在定系 Oxyz 下的位置矢量为

M1 = (0, - a,0) T

M2 = (c,0,b) T

M3 = (0,a,0)

ì

î

í

ï
ï

ïï T

Ni 在局部坐标系 O忆x忆y忆z忆下的位置矢量为

N1 = (0, -m,0) T

N2 = (0,0,n) T

N3 = (0,m,0)

ì

î

í

ï
ï

ïï T

为方便计算,引入单位矢量 wi,wi 垂直于主动

臂的旋转面,使得 wi 伊 ui 能够表示主动臂的旋转方

向。 ui 和 wi 的表达式为

u1 = (sin兹1, - cos兹1,0)
u2 = (0, - cos兹2, - sin兹2)
u3 = (sin兹3,cos兹3,0

ì

î

í

ïï

ïï )
w1 = (0,0,1)
w2 = (1,0,0)
w3 = (0,0, - 1

ì

î

í

ïï

ïï )
将式(2)化简,得 gi -Mi - l1iui +Ni = l2isi,等式

两边左乘各自的转置,可得

(gi -Mi - l1iui +Ni) T(gi -Mi - l1iui +Ni) = l22i
(3)

将式(3)转换为三角函数式

Aisin兹i + B icos兹i + C i = 0
其中 A1 = - 2l11x

B1 = 2l11(y + a -m)
C1 = x2 + y2 + z2 + l211 - l221 +2ay -2my + (a -m)2

A2 = 2l12( z - b + n)
B2 = 2l12y
C2 = (x - c) 2 + y2 + l212 + ( z - b + n) 2 - l222
A3 = - 2l13x
B3 = - 2l13(y - a +m)
C3 = x2 + l213 + (y - a +m) 2 + z2 - l223

解得主动臂的角位移为

兹i = 2arctan
- Ai - A2

i + B2
i - C2

i

C i - B i
(4)

因此,可得从动臂单位方向矢量 si 为
si = (g -Mi - l1iui +Ni) / l2i (5)

2郾 2摇 速度模型

将式(2)两端关于时间求导,得到动平台质心

点 O忆的速度表达式为

v = l1i 兹
·

i(wi 伊 ui) + l2i棕i 伊 si (6)

式中摇 兹
·
———机构主动臂角速度,主动臂的旋转方

向由 wi 伊 ui 确定

棕i———从动臂角速度矢量

对式(6)两端同时左乘 sTi ,化简可得到主动臂

角速度为

兹
·

i =
sTi v

l1iwT
i (ui 伊 si)

(7)

对式(6)两端同时左叉乘 棕i,可求得机构从动

臂角速度为

棕i = [si 伊 v - l1i 兹
·

isi 伊 (wi 伊 ui)] / l2i (8)
则机构从动臂质心速度为

vsi = [v + l1i 兹
·

i(wi 伊 ui)] / 2 (9)
2郾 3摇 加速度模型

将式(6)两端关于时间求导,得到动平台质心

点 O忆的加速度表达式为

a = l1i 兹
··

i(wi 伊 ui) + l1i 兹
·

i[wi 伊 (wi 伊 ui)] +
l2i(棕

·
i 伊 si) + l2i[棕i 伊 (棕i 伊 si)] (10)

式中摇 兹
··

i———机构主动臂角加速度

棕· i———从动臂角加速度矢量

对式(10)两端同时左点乘 sTi ,化简可得到主动

臂的角加速度为

兹
··

i =
sTi a + l1i兹

·
isTi ui + l2i

l1isTi (wi 伊 ui)
(11)

对式(10)两端同时左叉乘 s·i,化简可得到从动

臂的角加速度为
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棕· i = {si 伊 a - l1i 兹
··

i[si 伊 (wi 伊 ui)] +

l1i 兹
·

i(si 伊 ui)} / l2i (12)
则机构从动臂质心加速度为

asi = l1i 兹
··

i(wi 伊 ui) + l1i 兹
·

i[wi 伊 (wi 伊 ui)] +
l2i
2 (棕· i 伊 si) +

l2i
2 [棕i 伊 (棕i 伊 si)] (13)

通过对并联机构进行运动学逆解,得到主动臂

角位移、角速度和角加速度。

3摇 动力学模型

3郾 1摇 约束方程

根据空间并联机构各构件之间的几何关系建立

其约束方程。 质心坐标和欧拉角转换矩阵可以准确

描述构件的位置和姿态,易于通过驱动臂的角度变

化来实现机构驱动,但对于特殊情况下的旋转变换,
欧拉角存在奇异问题。 自然坐标是利用全局坐标系

下的绝对坐标来描述构件的运动状态,两点零矢的

自然坐标不涉及到构件的方向矢量,适用于描述空

间构件的相对一维转动,但两点零矢的自然坐标不

能通过角度变化来实现机构驱动。
3鄄RRPaR 空间并联机构为结构冗余的并联机

构,各个构件之间均通过转动副连接。 为了易于驱

动,方便地构建约束方程并去掉多余的约束,本文对

3 个支链的主动臂采用质心坐标和欧拉角来表示机

构构件的位置和姿态,对其他构件采用自然坐标来

表示机构构件的位置和姿态。 建立自然坐标时,对
于杆构件,在杆的两端建立自然坐标,对于三角板构

件,在三角板的 3 个端点处建立自然坐标。 则机构

整体的广义坐标表示为

q = (O1, O2, …, O30)
其中 Ok = ( xk,yk,zk ) T ( k = 2,3,…,9,11,12,…,
18,20,21,…,30),Ok = (xk,yk,zk,琢k,茁k,酌k) T(k =
1,10,19)。

该并联机构共有 99 个广义坐标,且机构有三维

移动自由度,因此需要添加 96 个线性无关的约束方

程。 由于机构复杂且广义坐标数目较多,本文以

1 号支链为例构建其约束方程,1 号支链构件坐标表

示如图 3 所示。
用质心坐标和欧拉角表示构件位姿时,可以利

用运动副的约束关系建立约束方程。 空间转动副只

有一维转动,限制了构件的三维移动和二维转动,因
此需构建 5 个约束方程。 为了约束两构件之间的相

对移动,需使两构件在旋转轴中心上的两点重合。
为了约束两构件之间两个方向的相对转动,需沿旋

图 3摇 并联机构 1 号支链坐标示意图

Fig. 3摇 Coordinate diagram of No. 1 branch chain of
parallel mechanism

摇
转轴在两构件上分别建立两个单位方向向量,使得

这两个方向向量共线,由于已知 1 号支链主动臂绕 z
轴旋转,因此可直接限制构件另外 2 个方向的相对

旋转。 可得转动副约束方程为

椎1 =
O1 + Ru1

0
l11 / 2

é

ë

ê
ê
ê

ù

û
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ú
ú0
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0
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é

ë
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=O3 伊 1
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茁
é

ë
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=O

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï 2 伊 1

(14)

其中

Ru1 =
cos姿1 - sin姿1 0
sin姿1 cos姿1 0

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú0 0 1

式中摇 Ru1———1 号支链主动臂绕 z 轴的旋转矩阵

O3 伊 1、O2 伊 1———零矩阵

l11———1 号支链主动臂杆长

利用自然坐标表示构件位姿时,可直接根据构

件的几何关系建立约束方程

摇 椎2 =O2 - 2O1 +
0
- a

é

ë

ê
ê
ê

ù

û
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ú
ú0
-

0
0

- lx /
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ú
ú2
=O3 伊 1 (15)

椎3 =O3 - 2O1 +
0
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=O3 伊 1 (16)

椎4 =O4 -O2 =O3 伊 1 (17)
椎5 =O6 -O3 =O3 伊 1 (18)

椎6 = |O5 -O4 | - l21 = 0 (19)
椎7 =O8 -O5 =O3 伊 1 (20)
椎8 =O9 -O7 =O3 伊 1 (21)

椎9 =O8 -O28 -
0
0

- lx /

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú2
=O3 伊 1 (22)
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椎10 =O9 -O28 -
0
0

lx /

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú2
=O3 伊 1 (23)

式中摇 l21———1 号支链从动臂杆长

lx———平行四边形构型中小杆杆长

根据动平台的尺寸和运动状态建立约束方程
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ú0
=O3 伊 1 (25)

由运动学模型可知主动臂角位移变化函数,则
对机构动力学模型建立驱动约束方程为

椎d =
酌1 - 兹1 = 0
琢2 - 兹2 = 0
酌3 + 兹3

ì

î

í

ïï

ïï = 0
(26)

式中摇 椎d———机构主动臂驱动约束方程

由式(26)组成 3鄄RRPaR 空间并联机构理想约

束方程

椎(q) = [椎1 摇 椎2 摇 …摇 椎32 摇 椎d] T =O99 伊 1

(27)
式中摇 椎1 ~椎10———1 号支链约束方程

椎11 ~椎20———2 号支链约束方程

椎21 ~椎30———3 号支链约束方程

3郾 2摇 质量矩阵

质量矩阵是质量到广义坐标的推广,是机构动

力学方程的重要组成部分,而质心坐标和自然坐标

可以方便地表示构件的质量矩阵。
对于质心坐标下构件对应的质量矩阵,由构件

局部坐标原点的移动分量对应的质量矩阵和构件局

部坐标原点的转动分量对应的惯性张量矩阵组成,
可分别表示为

N j = diag(m j,m j,m j)摇 ( j = 1,6,11) (28)
J j = diag(Ixj,Iyj,Izj)摇 ( j = 1,6,11) (29)

则质心坐标下构件 j 对应的质量矩阵为

Mj = diag(N j,J j)摇 ( j = 1,6,11) (30)
对于自然坐标下构件对应的质量矩阵,可利用

惯性力的虚功率分别求出杆单元和三角板单元的质

量矩阵,杆单元和三角板单元(动平台)的质量矩阵

分别为

Mj =

m j

3 I3
m j
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m j
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m j
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( j = 2,3,4,5,7,8,9,10,12,13,14,15) (31)
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摇 ( j = 16) (32)

式中摇 I3———三阶单位矩阵

则系统整体质量矩阵为

M = diag(M1,M2,…,M16) (33)
3郾 3摇 动力学方程

利用拉格朗日乘子法来建立并联机构刚体动力

学方程。 将式(27)对时间求一阶导数,得到系统速

度约束方程为

椎q q
· = -椎t以v99 伊 1 (34)

式中摇 椎q———系统约束方程的 Jacobian 矩阵

摇 q·———广义坐标对应的广义速度

将式(27)对时间求二阶导数,得到系统加速度

约束方程为

椎q q
··= - (椎qq

·) q q
· - 2椎qt q

· -椎tt以着 (35)
式中摇 q··———广义坐标对应的广义加速度

利用拉格朗日法建立3鄄RRPaR 空间并联机构带

有拉格朗日乘子的动力学方程为

M 椎T
q

椎q

é

ë

ê
ê

ù

û
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ù

û
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ù
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(36)

其中 着忆 = 着 - 2啄椎
·

- 浊2椎
式中摇 啄、浊———大于 0 的修正参数[25]

姿———系统拉格朗日乘子矢量

Q———系统广义外力矢量

求解该动力学方程可得到系统的广义坐标对应

的广义加速度和拉格朗日乘子矢量。 通过系统的广

义加速度,积分得到系统的广义速度和广义坐标,可
用来描述间隙对系统动力学的影响,为研究含间隙

动力学打下基础。 通过拉格朗日乘子矢量,可求得

主动臂转动副处的驱动力矩,完成 3鄄RRPaR 空间并

联机构动力学逆解。 则 i 号支链驱动杆转动副处驱

动力矩为

Mdi = (椎i
qr

寛IRi籽i -椎i
q渍) T姿i (37)

式中摇 椎i
qr———i 号支链主动臂转动副处约束方程对其

移动分量广义坐标的 Jacobian 矩阵

椎i
q渍———i 号支链主动臂转动副处约束方程对

其转动分量广义坐标的 Jacobian 矩阵
寛I———单位向量的反对称算子

Ri———i 号支链主动臂局部坐标系关于全局

坐标系的转换矩阵
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籽i———i 号支链主动臂转动铰点在其局部坐

标系中的位置矢量

4摇 算例仿真与分析

4郾 1摇 仿真参数

根据上述理论模型利用 Matlab 编写程序,进行

3鄄RRPaR 空间并联机构动力学方程的数值求解。 利

用 Matlab 自带的 ode45 算法进行数值求解,使得计

算效率更高,结果更精确。
3鄄RRPaR 空间并联机构的构件转动惯量和构件

参数如表 1 ~ 3 所示。

表 1摇 3鄄RRPaR 空间并联机构主动臂转动惯量

Tab. 1摇 Moment of inertia of active arm of 3鄄RRPaR
spatial parallel mechanism kg·m2

构件 Ix Iy Iz
1 号支链 1郾 940 伊 10 - 3 5郾 048 伊 10 - 5 1郾 981 伊 10 - 3

2 号支链 1郾 102 伊 10 - 3 4郾 175 伊 10 - 5 1郾 069 伊 10 - 3

3 号支链 1郾 940 伊 10 - 3 5郾 048 伊 10 - 5 1郾 981 伊 10 - 3

图 4摇 动平台动态响应曲线

Fig. 4摇 Dynamic response curves of moving platform

表 2摇 3鄄RRPaR 空间并联机构的结构参数

Tab. 2摇 Structural parameters of 3鄄RRPaR spatial
parallel mechanism

构件 质量 / kg 长度 / m

1 号支链主动臂 0郾 274 8 0郾 230

1 号支链从动臂 0郾 358 1 0郾 500

2 号支链主动臂 0郾 237 4 0郾 180

2 号支链从动臂 0郾 295 5 0郾 390

3 号支链主动臂 0郾 274 8 0郾 230

3 号支链从动臂 0郾 358 1 0郾 500

四边形构型小杆 0郾 045 6 0郾 080

动平台 0郾 188 1

表 3摇 定平台和动平台尺寸参数

Tab. 3摇 Size parameters of fixed platform and
moving platform m

构件 参数 数值

a 0郾 150
定平台 b 0郾 448

c 0郾 435

动平台
m 0郾 050
n 0郾 044

4郾 2摇 仿真结果与分析

为了分析并联机构的动力学响应,需要对动平

台规划一条运动轨迹。 已知并联机构有三维移动自

由度,使得动平台中心点在全局坐标系 Y - Z 平面

运动轨迹为圆轨迹,其运动方程描述为

y = 0郾 16 - 0郾 01cos(仔t)
z = 0郾 08 - 0郾 01sin(仔t{ )

(38)

动平台在全局坐标系下的起始点为 (0郾 54,
0郾 15, 0郾 08),利用 Matlab 对动力学方程进行数值求

解,得到该机构动平台位移、速度和加速度曲线,然
后利用拉格朗日乘子和约束力矩的关系求解出驱动

杆处的驱动力矩,并将结果与 ADAMS 仿真结果进

行对比,对机构动态响应曲线进行分析。
图 4 是该机构动平台动态响应曲线,分别求出

了机构刚体时动平台的位移、速度和加速度,与规划

的运动轨迹相同,验证了该动力学模型的正确性,为
分析含间隙时的动力学模型打好基础。

图 5a 为该并联机构空载时驱动杆的驱动力矩

曲线。 从图 5a 可以看出,Matlab 求解动力学模型所

得驱动力矩曲线和 ADAMS 虚拟仿真所得驱动力矩

曲线基本吻合,但有较小误差。 其中 3 号驱动杆的

驱动力矩误差最大,为 0郾 027 N·m;1 号驱动杆的驱
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图 5摇 并联机构驱动杆的驱动力矩曲线

Fig. 5摇 Driving torque curves of driving rod
摇

动力矩误差次之,为 0郾 015 3 N·m;2 号驱动杆的驱

动力矩误差最小,为 0郾 002 3 N·m。空载时,3 号支链

驱动杆的驱动力矩最大,最大值达到 4 N·m,1 号支

链和 2 号支链驱动力矩较小且相差不大,为 0郾 8 N·m
左右。

图 5b 为该并联机构动平台加载 1 kg 时驱动杆

的驱动力矩曲线。 从图 5b 可以看出,动平台加载

1 kg 之后,驱动杆的驱动力矩数值相应增大,Matlab
与 ADAMS 数值结果的误差也随之增大,但幅值和

周期基本没有变化。 3 号驱动杆的驱动力矩最大为

6 N·m ,误差为 0郾 027 N·m ;1 号驱动杆和 2 号驱动

杆驱动力矩相差不大,为 1 N·m,误差也相应较小,1
号驱动杆误差为 0郾 014 N·m,2 号驱动杆误差为

0郾 004 N·m。
由以上分析可知,通过刚体动力学模型求解出

的并联机构动平台的位移、速度和加速度,结果与所

规划轨迹完全吻合,分别对比了机构空载和加载时

驱动杆的驱动力矩,Matlab 与 ADAMS 结果基本一

摇 摇

致,验证了 3鄄RRPaR 空间并联机构刚体动力学模型

的正确性。

5摇 结论

(1)分析了 3鄄RRPaR 并联机构的结构特征,利
用闭环矢量法建立了该机构的逆运动学模型,得到

了主动臂的角位移、角速度和角加速度。
(2)通过质心坐标法和自然坐标法建立了并联机

构的约束方程,分别计算出质心坐标和自然坐标下构

件的质量矩阵,利用拉格朗日乘子法建立了 3鄄RRPaR
空间并联机构的动力学方程,并根据拉格朗日乘子和

驱动力矩的关系求解出驱动杆的驱动力矩。
(3)通过 Matlab 求解 3鄄RRPaR 并联机构的刚体

动力学方程,得到并联机构动平台的位移、速度和加速

度,结果与所规划轨迹完全吻合,通过 ADAMS 虚拟仿

真得到机构空载和加载时驱动杆的驱动力矩曲线,与
Matlab 数值计算结果进行对比分析,验证了 3鄄RRPaR
空间并联机构刚体动力学模型的正确性。
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