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摘要：基于具有 ２Ｒ１Ｔ和 ２Ｔ１Ｒ运动模式的并联机构，在其动平台上串联平面平行四边形机构后，提出了一种混联

变自由度支链，分析了串联变自由度支链和混联变自由度支链的运动模式。采用旋量理论分析了具有串联和混联

变自由度支链的机构在运动模式变换过程中的自由度特征，验证了该机构在不同运动模式下驱动副选取的合理

性。在机构自由度和机构驱动副选取合理性分析时，选取不同的杆件作为动平台，简化了分析过程。结果表明，该

含有混联变自由度支链的并联机构具有３Ｔ、２Ｔ１Ｒ和２Ｒ１Ｔ运动模式，当该机构在上述３种运动模式的一般位形下，

３个驱动副可以实现对机构的控制。机构在从 ３Ｔ运动模式变换为 ２Ｔ１Ｒ运动模式时，机构需通过 ３Ｔ１Ｒ瞬时自由

度位形；机构在从 ２Ｔ１Ｒ运动模式变换为 ２Ｒ１Ｔ运动模式时，机构需通过 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度位形。当该机构在运动

模式变换时，处于 ３Ｔ１Ｒ或 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度时，机构处于约束奇异位形，需增加 １个辅助驱动副，以实现机构运动

模式的变换。该机构使用较少的驱动副可以实现多种运动模式，运动模式变换时不需对机构进行重新组装，可以

快速实现机构重构。
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０　引言

具有多种运动模式的并联机构的特征为：较少

的驱动副可以实现多种运动模式；运动模式变换时

不需要对机构进行重新组装，因而可以快速实现机

构重构；一些此类并联机构在进行运动模式变换时，

需要通过机构的奇异位形
［１］
。

ＤＯＭＹ并联机构具有４种不同的３自由度运动
模式

［２］
，这种机构中含有特殊的运动链，ＨＵＮＴ［３］最

早在研究连轴器时对其特征进行了分析。文献［４］
使用几何代数方法

［５］
分析了此类具有运动分岔的机

构所具有的运动模式类型。文献［６－７］对单环机构
运动分岔的特征进行了分析，将转动轴线、移动方向

的重合或平行作为机构运动模式变换的临界条件，并

基于此设计了具有多种运动模式的机构。文献［８］对
机构运动分岔时的奇异位形进行了分类，设计了一些

具有多种运动模式的并联机构
［９］
。文献［１０］综合了

实现３Ｔ、３Ｒ、２Ｒ１Ｔ、２Ｔ１Ｒ三自由度运动模式相互转换
的并联机构。文献［１１－１２］使用几何方法讨论了一
些单环机构的运动分岔

［１３］
问题。文献［１４］使用可重

构转动副设计了一种具有２Ｒ１Ｔ和３Ｒ运动模式的完
全对称并联机构。文献［１５］使用虚拟运动链，先对
不同运动模式的并联机构支链进行型综合，选择两

种运动模式共有的支链结构作为可选支链，再结合

不同运动模式支链装配的几何条件，综合了具有多

种运动模式的并联机构。文献［１６］基于方位特征
集，使用可变自由度支链、定自由度支链，综合了具

有两转两平移和一转三平移运动模式的并联机构。

文献［１７－１８］基于位移流形理论，使用串联变自由
度支链综合了具有两移动一转动和两转动一移动运

动模式、具有两转动一移动和三转动运动模式的并

联机构。具有２Ｔ１Ｒ运动模式的并联机构在工业装
配机器人、姿态调节器、并联机床等领域应用比较广

泛。具有３Ｔ运动模式的并联机构在 ３Ｄ打印和分
拣搬运等领域应用广泛。具有 ２Ｒ１Ｔ运动模式的并
联机构，适合应用于在曲面上工作的操作手，具有刚

度高、精确度高、灵巧性强等特点。

目前，具有多种运动模式的并联机构并没有被完

全综合出来，一些机构所具有的新型运动模式相继被

发现，具有多种运动模式的并联机构综合仍然是机构

学研究的热点之一。多运动模式的并联机构在运动

模式变换时，机构处于奇异位形，机构的自由度增加，

对机构运动模式变换造成了困难。文献［１９］提出实
现运动模式变换的方式：手动、动态通过、增加额外

的驱动副。增加额外的驱动副可对机构进行控制，

但过多的驱动副会增加机构的制造成本，并且增大

了机构的控制难度。本文设计使用较少驱动副和支

链，实现多种运动模式的机构，以期该类机构具有应

对一定复杂工况的能力。

１　变自由度支链

１１　串联变自由度支链
一般情况下，并联机构支链结构可以根据位移

子群或位移流形的生成元得到。典型的变自由度支

链
ｕＲｖ１ＲｗＰｖ２ＲａＲ支链，如图 １ａ所示，其位移流形可

表示为

｛Ｒ（Ａ，ｕ）｝｛Ｒ（ｖ１）｝｛Ｔ１（ｗ）｝｛Ｒ（ｖ２）｝｛Ｒ（Ａ，ａ）｝

（１）

图 １　ｕＲｖ１ＲｗＰｖ２ＲａＲ变自由度支链运动模式变换

Ｆｉｇ．１　ｕＲｖ１ＲｗＰｖ２ＲａＲｖａｒｉａｂｌｅＤｏＦｂｒａｎｃｈｃｈａｉｎｍｏｔｉｏｎ

ｍｏｄｅｔｒａｎｓｆｏｒｍａｔｉｏｎ

当图１ａ所示支链末端绕平行于转轴ｖ１Ｒ的轴线
做有限转动或沿移动副

ｗＰ做有限移动后，转轴ａＲ
与连接在定平台上的 Ｕ形副转轴ｕＲ的交点，从
图１ａ中的点 Ａ移动到点 Ｎ，此时支链位形如图１ｂ
所示。当图 １ｂ所示支链绕ｕＲ转轴做有限转动后，
转轴

ａ′Ｒ与 Ｕ形副转轴ｕＲ的交点不变。转动副ｖ１′Ｒ、
ｖ２′Ｒ与它们相连接的移动副ｗ′Ｐ和连接动平台的转
轴
ａ″Ｒ发生变化，如图 １ｃ所示。当图 １ｂ所示支链

绕
ｖ２Ｒ转轴做有限转动后，转轴ａＲ与转轴ｕＲ平行，

如图１ｄ所示。该支链位形下支链末端具有 ２个转
动自由度和３个移动自由度，支链末端受到 １个垂
直于万向铰链转轴的约束力偶。当图 １ｄ所示机构
支链末端移动后，支链处于图 １ｅ所示位形，支链中
存在１个局部转动自由度，支链末端姿态不变，支链
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１中的ｖＲｗＰｖＲ运动链可绕轴线ｕＲ转动后，支链处于
图１ｆ所示位形。从图 １支链位形的变化过程中可
以发现，图 １ａ中的支链ｖＲｗＰｖＲ具有 ２个移动自由
度和１个转动自由度，由于支链中转动副ｕＲ的转
动，

ｖＲｗＰｖＲ子链的移动平面的法线 ｖ将会发生改
变。并且，由于

ｖＲｗＰｖＲ子链所具有的移动和转动自
由度，使得转轴

ａＲ的轴线与转轴ｕＲ的轴线的交点，
在转动副

ｕＲ的轴线上产生移动。当该交点移动到
无穷远位置时，支链位形图如图１ｄ所示。不同支链
在移动、转动运动求交集时，移动平面的法线方向和

转动中心起重要作用。图１所示支链所具有的上述
运动特性，使得以其作为支链的并联机构可以实现

运动模式的变换。

１２　混联变自由度支链
具有 ２Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ１Ｔ运动模式的机构如图 ２所

示
［１７］
，如图２ａ所示，当定自由度支链 Ｂ１Ａ１中的转动

副 Ｒ１４的轴线 ｌ１与串联变自由度支链 Ｂ２Ａ２的转动副
Ｒ２４的轴线 ｌ２不平行时，该机构具有２Ｔ１Ｒ运动模式；
如图２ｂ所示，当定自由度支链 Ｂ１Ａ１中的转动副 Ｒ１４
的轴线 ｌ１与串联变自由度支链 Ｂ２Ａ２的转动副 Ｒ２４的
轴线 ｌ２平行时，该机构具有２Ｒ１Ｔ运动模式。图２所
示并联机构的动平台 Ａ１Ａ２Ａ３串联移动副后，可得到
混联变自由度支链，支链末端具有３Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ２Ｔ两
种运动模式，该支链结构如图３所示。然而，移动副
一般情况下不作为被动运动副，可以使用等效移动

副对其进行替换。平面平行四边形四杆机构可作为

单自由度等效移动副，如图４所示。

图 ２　具有 ２Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ１Ｔ运动模式的并联机构

Ｆｉｇ．２　Ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｗｉｔｈ２Ｔ１Ｒａｎｄ２Ｒ１Ｔ

ｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｓ
　

图４所示平面平行四边形机构的连杆３绕圆心
Ｄ沿图中的圆进行移动，连杆 ３具有一维移动位移
流形，其运动不具有群的结构。假设图 ４所示连杆
１上串联两个沿 Ｘ、Ｙ轴的移动副，连杆 ３在平面
ＹＯＺ中进行一维圆周移动，连杆 ３的运动所具有的
位移流形为

｛Ｔ１（Ｘ）｝｛Ｔ１（Ｙ）｝｛Ｔ１（ＹＯＺ）｝ （２）
由于 ｛Ｔ１（Ｘ）｝｛Ｔ１（Ｙ）｝Ｔ３

｛Ｔ１（ＹＯＺ）｝Ｔ３

图 ３　具有 ３Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ２Ｔ运动模式的混联变自由度支链

Ｆｉｇ．３　ＨｙｂｒｉｄｖａｒｉａｂｌｅＤｏＦｂｒａｎｃｈｅｄｃｈａｉｎｗｉｔｈ３Ｔ１Ｒａｎｄ

２Ｒ２Ｔｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｓ
　

图 ４　平面平行四边形机构

Ｆｉｇ．４　Ｐｌａｎａｒｐａｒａｌｌｅｌｏｇｒａｍｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
ｄｉｍ（｛Ｔ１（Ｘ）｝｛Ｔ１（Ｙ）｝｛Ｔ１（ＹＯＺ）｝）＝ｄｉｍ（Ｔ３）＝３

（３）
可得

｛Ｔ１（Ｘ）｝｛Ｔ１（Ｙ）｝｛Ｔ１（ＹＯＺ）｝＝Ｔ３ （４）
图４中连杆 １串联 ２个移动副，且保证连杆 ３

移动自由度与上述 ２个移动副运动独立，则连杆 ３
具有空间３维移动的运动模式。因而，将图 ３中的
移动副 Ｐ４用图４中的平行四边形机构替换后，图 ３ａ
支链末端具有 ３Ｔ１Ｒ运动模式。当图 ３ｂ机构中的
运动副 Ｐ４用图４中的平行四边形机构替换后，图 ３ｂ
支链末端具有 ２Ｒ２Ｔ运动模式，支链末端的移动曲
面为圆周弧线沿直线移动形成的曲面，该移动运动

模式不具有群的结构，为２维移动位移流形。

２　具有 ３Ｔ、２Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ１Ｔ运动模式的并联
机构

　　当机构处于运动模式的变换位形时，机构瞬时
自由度会增加，为了使用较少的驱动副，实现 ３Ｔ、
２Ｔ１Ｒ、２Ｒ１Ｔ多种运动模式相互变换，应尽量避免机
构同时具有３种运动模式时进行运动模式变换。当
机构在２种运动模式之间变换时，改变１个自由度，
则机构在变换位形自由度增加１个。如果机构运动
模式自由度改变多于 １个，则机构在变换位形自由
度也会增加多个自由度，因而需增加多个辅助驱动

副，来实现机构运动模式的变换，这增加了机构运动

模式变换过程中机构的控制难度和机器设备制造成

本。机构在３Ｔ、２Ｔ１Ｒ、２Ｒ１Ｔ运动模式间的变换路径
可以为：机构从３Ｔ运动模式运动到 ３Ｔ１Ｒ瞬时自由
度变换位形，然后变换为 ２Ｔ１Ｒ运动模式，机构再从
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２Ｔ１Ｒ运动模式运动到 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度变换位形，
最终变换为 ２Ｒ１Ｔ运动模式。机构从最初的 ３Ｔ运
动模式变换到２Ｔ１Ｒ运动模式，机构 ３Ｔ运动模式的
１个移动自由度变换为 １个转动自由度，机构在自
由度变换位形下具有 ３Ｔ１Ｒ瞬时自由度，此时机构
自由度增加１个。机构再从 ２Ｔ１Ｒ运动模式变换为
２Ｒ１Ｔ运动模式，机构 ２Ｔ１Ｒ运动模式的 １个移动自
由度变换为１个转动自由度，机构在自由度变换位
形下具有２Ｒ２Ｔ瞬时自由度，此时机构自由度同样
增加１个。机构在运动模式变换时，始终自由度增
加１个，理论上只需要１个辅助驱动副就可以实现机
构运动模式的变换，这有利于降低机构运动模式变换

的控制难度和机器设备的制造成本。可以通过设计

非对称结构的并联机构来避免机构运动模式变换时，

机构同时具有多种运动模式，造成机构自由度增多，

需多个辅助驱动副来实现机构运动的控制问题。

图 ５　具有 ３Ｔ、２Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ１Ｔ运动模式的并联机构

Ｆｉｇ．５　Ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓｗｉｔｈ３Ｔ，２Ｔ１Ｒａｎｄ

２Ｒ１Ｔｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅｓ

由于１１节和１２节中的串联变自由度支链和
混联变自由度支链可以实现运动模式的变换，且都

能实现３Ｔ、２Ｔ１Ｒ、２Ｒ１Ｔ运动模式，理论上可以使用
该混联变自由度支链和串联变自由度支链来实现

３Ｔ、２Ｔ１Ｒ、２Ｒ１Ｔ运动模式的变换。如图 ５所示，定
平台为 Ｂ１Ｂ２Ｂ３，动平台为 Ａ３Ａ４。连接 Ｂ１与 Ａ１的运

动链结构为
ＺＲｕＲＰｕＲＺＲ，两个转动副ＺＲ分别与定平

台上点 Ｂ１和连杆 Ａ１Ａ２上 Ａ１点相连接。连接 Ｂ２与 Ａ２
的运动链结构为

ＺＲＺＲＺＲＸＲ，转动副ＺＲ与定平台上
点 Ｂ２相连接，转动副

ＸＲ与连杆 Ａ１Ａ２上 Ａ２点相连接，

连接 Ｂ３与 Ａ３的运动链结构为
ＹＲｗＲＰｗＲＹＲ，转动副

ＹＲ与定平台上点 Ｂ３相连接，另一个转动副
ＹＲ与动

平台 Ａ３Ａ４的点 Ａ３相连接。动平台 Ａ３Ａ４与连杆 Ａ１Ａ２

通过平行四边形四杆机构连接。

３　机构运动模式自由度分析

３１　３Ｔ运动模式
３１１　自由度分析

如图５所示，在 Ｂｉ点建立与坐标系 ＯＸＹＺ对应
平行的坐标系 ｏｉｘｉｙｉｚｉ。分析图 ５所示机构的自由
度，第１种方法，以 Ａ３Ａ４作为动平台，先计算运动链
Ｂ１Ａ１，运动链 Ｂ２Ａ２施加在连杆 Ａ１Ａ２的约束旋量，然
后求解连杆 Ａ１Ａ２的运动螺旋，接着得到连杆 Ａ１Ａ２连
接平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４后得到的混联运动
链的运动旋量，求解混联运动链施加在动平台 Ａ３Ａ４
上的约束旋量，最后结合运动链 Ｂ３Ａ３施加在动平台
Ａ３Ａ４的约束旋量，对其求解互易积计算动平台 Ａ３Ａ４的
自由度。混联运动链中的驱动副产生的驱动旋量也

可以使用上述方法进行计算，这种方法计算量较大。

第２种方法，可以将图５中连杆 Ａ１Ａ２作为动平台，支
链 Ｂ１Ａ１作为第 １支链，支链 Ｂ２Ａ２作为第 ２支链，支
链 Ｂ３Ａ３连接平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４作为第 ３
支链，计算图５所示机构在锁定驱动副后的自由度。
使用这种方法，可将具有混联支链的机构转换为并

联机构，改变了机构动平台的选取，机构的自由度不

会发生改变，便于支链约束旋量、驱动旋量分析，但

该方法不能求解动平台 Ａ３Ａ４的运动模式和自由度。
因而，使用旋量理论分析机构运动模式时，使用第 １
种方法。计算锁定驱动副后机构的自由度，分析驱

动副选取合理性时，使用第２种方法。
图５所示机构转动副 Ｒ１２的轴线 ｌ１和 Ｒ２４的轴线

ｌ２异面，转动副Ｒ３１的轴线ｌ３与转动副Ｒ３５的轴线ｌ４平
行。结合图 ２ａ机构所具有的 ２Ｔ１Ｒ运动模式，平行
四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移动副 Ｐ。图 ５机
构位形下，混联运动链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ在定坐标系
ＯＸＹＺ下的约束旋量为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ １ ０ ０）
Ｏ＄ｒ１２＝（０ ０ ０ ０ １ ０{ ）

（５）

同理，支链 Ｂ３Ａ３在定标系 ＯＸＹＺ下施加在动平
台 Ａ３Ａ４上的约束力偶旋量可表示为

Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ ０ ａ３ ０ ｂ３） （６）

结合式（５）、（６）可知，动平台上施加的约束系
不存在冗余约束，υ＝０，采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ
Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构自由度。值得注意图５中混联
支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ可等效为

ＺＲＺＲＺＲＰ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应

参照使用等效支链
ＺＲＺＲＺＲＰ替代混联运动链

Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ后的结构取值。机构自由度为
Ｍ＝６×（７－７－１）＋９＋０＝３ （７）
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机构具有３个自由度，对动平台 Ａ３Ａ４上的约束旋
量求解互易积，可知动平台 Ａ３Ａ４在图５所示位形下，具
有３Ｔ运动模式，即沿空间的３维移动自由度。根据文
献［２０］的方法判定运动模式是否瞬时，对应每一个自
由度和其性质依次给出相对起始位型的一个足够小的

有限位移。可以验证该３维移动自由度是全周的。
３１２　驱动副选取合理性分析

当锁定支链中驱动副后机构自由度为零，说明

驱动副选取正确。否则说明驱动副选取错误。将

图５所示机构，运动链 Ｂ１Ａ１中的移动副 Ｐ１３，运动链
Ｂ２Ａ２转动副 Ｒ２１，运动链 Ｂ３Ａ３中的移动副 Ｐ３３作为驱
动副。图 ５所示机构位形下，支链施加在连杆 Ａ１Ａ２
上的约束力旋量为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ａ′１ ｂ′１ ０）
Ｏ＄ｒ２１＝（０ ０ ０ ０ １ ０）
Ｏ＄ｒ２２＝（０ ０ １ ａ′２ ｂ′２ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ ０ ａ′３ ０ ｂ′３













）

（８）

锁定运动链 Ｂ１Ａ１中的移动副 Ｐ１３，运动链 Ｂ２Ａ２
转动副 Ｒ２１（锁定移动副 Ｐ３３不在连杆 Ａ１Ａ２施加驱动
力旋量），施加在连杆 Ａ１Ａ２上的驱动力旋量系为

Ｏ＄ａ１１＝（ｃ′１ ｄ′１ ｅ′１ ｆ′１ ｇ′１ ｈ′１）
Ｏ＄ａ２１＝（ｃ′２ ｄ′２ ０ ０ ０ ｅ′２{ ）

（９）

结合式（８）、（９）组成的旋量系可知，该旋量系
中的６个旋量在机构３Ｔ运动模式的一般位形下，线
性无关，连杆 Ａ１Ａ２上施加的约束系不存在冗余约束，
υ＝０。考虑到图５中平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等
效为移动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使用移动副 Ｐ等
效替代平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４后的结构取
值，则自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１２＋０＝０ （１０）
机构具有 ０个自由度，可知机构在图 ５所示机

构位形下，选取的３个驱动副能实现机构３Ｔ运动模
式的控制。

３２　３Ｔ１Ｒ瞬时自由度位形

３２１　自由度分析
当控制３个驱动副使机构从图 ５所示位形做 ３

维移动，运动到图 ６所示机构位形。图 ６所示机构
位形下，转动副 Ｒ１２的轴线 ｌ１和 Ｒ２４的轴线 ｌ２异面，转
动副 Ｒ３１的轴线 ｌ３与转动副 Ｒ３５的轴线 ｌ４平行（不重
合），转动副 Ｒ３２的轴线 ｌ５平行于 Ｚ轴，结合图 ２ａ机
构所具有的２Ｔ１Ｒ运动模式，施加在动平台 Ａ３Ａ４上
的约束旋量在定坐标系 ＯＸＹＺ中可表示为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｉ′１ ｊ′１ ０）
Ｏ＄ｒ１２＝（０ ０ ０ ０ １ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ ０ １ ０ ０

{
）

（１１）

图 ６　３Ｔ１Ｒ瞬时自由度位形

Ｆｉｇ．６　３Ｔ１ＲｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＤｏＦｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　
图６所示机构施加在动平台 Ａ３Ａ４上的约束系

存在冗余约束，υ＝１。采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ
Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构自由度。考虑到图 ６中混联
支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ可等效为

ＺＲＺＲＺＲＰ，因而应参照使

用等效支链
ＺＲＺＲＺＲＰ替代混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ后

的结构对 ｎ、ｇ、ｆｉ取值，自由度为
Ｍ＝６×（７－７－１）＋９＋１＝４ （１２）

机构具有４个自由度，对动平台 Ａ３Ａ４上的约束
旋量求解互易积，可知机构在图６所示位形下，机构
动平台 Ａ３Ａ４具有 １个平行于 Ｚ轴的转动自由度和
３个移动自由度。考虑到机构从图 ５所示位形运动
到图６所示位形，机构自由度由３Ｔ变为３Ｔ１Ｒ，且机
构在图 ５所示位形下的自由度是全周的，因而图 ６
所示机构４个自由度是瞬时的。
３２２　驱动副选取合理性分析

锁定运动链 Ｂ１Ａ１中的移动副 Ｐ１３，运动链 Ｂ２Ａ２
中的转动副 Ｒ２１，锁定运动链 Ｂ３Ａ３中的移动副 Ｐ３３
（锁定移动副 Ｐ３３不在连杆 Ａ１Ａ２上施加驱动旋量），
施加在连杆 Ａ１Ａ２上的驱动力旋量为

Ｏ＄ａ１１＝（ｍ′１ ｎ′１ ｐ′１ ｑ′１ ｒ′１ ｓ′１）
Ｏ＄ａ２１＝（ｆ′２ ｇ′２ ０ ｈ′２ ０ ０{ ）

（１３）

施加在连杆 Ａ１Ａ２上的约束力旋量为
Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｔ′１ ｕ′１ ０）
Ｏ＄ｒ２１＝（０ ０ ０ ０ １ ０）
Ｏ＄ｒ２２＝（０ ０ １ ｌ′２ ｍ′２ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ ０ １ ０ ０













）

（１４）

结合式（１３）、（１４）组成的旋量系可知，该旋量
系中的 ６个旋量在图 ６所示机构位形下，线性相
关，υ＝１。采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计
算机构自由度。考虑到图 ６中平行四边形机构
Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使
用移动副 Ｐ等效替代平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４
后的结构取值。自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１２＋１＝１ （１５）
因而，机构具有１个自由度，可知机构在图６所
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示位形下，选取的 ３个驱动副不能实现机构 ３Ｔ１Ｒ
瞬时自由度位形下的控制。

３２３　辅助驱动副选取
根据３２２节的分析结果，锁定运动链 Ｂ１Ａ１中

的移动副 Ｐ１３，运动链 Ｂ２Ａ２中的转动副 Ｒ２１，运动链
Ｂ３Ａ３中的移动副 Ｐ３３后，并不能实现对机构在 ３Ｒ１Ｔ
瞬时自由度位形下的控制。因而，需要增加辅助驱

动副。选取辅助驱动副时，应使得辅助驱动副的数

目尽可能少，且辅助驱动副的布置尽可能靠近基座，

以减少设备的制造成本和设备的运动惯量。当锁定

辅助驱动副和支链的常规驱动副后，机构的自由度

为零，则说明机构的辅助驱动副选取正确。转动副

Ｒ１１、Ｒ３１都可作为辅助驱动副的备选选项。选取运
动链 Ｂ３Ａ３中的转动副 Ｒ３１作为辅助驱动副，锁定该
驱动副后，在连杆 Ａ１Ａ２施加驱动力旋量

Ｏ＄′３
ａ＝（ｃ′３ ｄ′３ ｅ′３ ｆ′３ ｇ′３ ｈ′３） （１６）

结合式（１３）、（１４）、（１６），该旋量系中的７个旋
量在图６所示机构位形下，满秩且线性相关，υ＝１，
采用修正 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构自由度。
图６中平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移动副
Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使用移动副 Ｐ等效替代平行四
边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４后的结构取值。自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１１＋１＝０ （１７）
根据式（１７）可知，当锁定运动链 Ｂ１Ａ１中的移动

副 Ｐ１３，运动链 Ｂ２Ａ２中的转动副 Ｒ２１，运动链 Ｂ３Ａ３中
的移动副 Ｐ３３和转动副 Ｒ３１后，机构自由度为零，因而
可以通过控制上述驱动副，实现机构在图 ６所示
３Ｔ１Ｒ瞬时自由度位形时对机构的控制。可锁定移
动驱动副 Ｐ１３、转动驱动副 Ｒ２１、辅助转动驱动副 Ｒ３１
后，控制移动驱动副Ｐ３３即可实现动平台Ａ３Ａ４绕平行
于 Ｚ轴的轴线转动。动平台 Ａ３Ａ４绕平行于 Ｚ轴的
轴线转动后，支链 Ｂ３Ａ３中的转动副 Ｒ３１、Ｒ３５轴线相
交，根据３３１节的分析可知，此时机构离开 ３Ｔ１Ｒ
瞬时自由度位形。

３３　２Ｔ１Ｒ运动模式
３３１　自由度分析

当控制图６所示机构的３个驱动副和１个辅助
驱动副，使得机构动平台 Ａ３Ａ４绕平行于 Ｚ轴的轴线
转动后，机构处于图 ７所示位形，转动副 Ｒ１２的轴线
ｌ１和Ｒ２４的轴线ｌ２异面，转动副Ｒ３１的轴线ｌ３与转动副
Ｒ３５的轴线 ｌ４相交，转动副 Ｒ３２的轴线 ｌ５平行于 Ｚ轴。
结合图２ａ机构所具有的 ２Ｔ１Ｒ运动模式，施加在动
平台 Ａ３Ａ４上的约束旋量可表示为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｖ′１ ｗ′１ ０）
Ｏ＄ｒ１２＝（０ ０ ０ ｘ′１ ｙ′１ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ １ ｈ′３ ｉ′３ ０

{
）

（１８）

图 ７　２Ｔ１Ｒ运动模式

Ｆｉｇ．７　２Ｔ１Ｒｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
动平台 Ａ３Ａ４上施加的约束系不存在冗余约束，

υ＝０。采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构
自由度。考虑到图７中平行四边形机构Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等
效为移动副 Ｐ，图７中混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ可等效

为
ＺＲＺＲＺＲＰ，因而应参照使用等效支链ＺＲＺＲＺＲＰ替

代混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ后的结构对 ｎ、ｇ、ｆｉ取值。
自由度为

Ｍ＝６×（７－７－１）＋９＋０＝３ （１９）
机构具有 ３个自由度，结合动平台 Ａ３Ａ４上的

约束，对其求解互易积，可知机构动平台 Ａ３Ａ４在
图 ７所示位形下，具有 ２Ｔ１Ｒ运动模式，即沿 ＸＯＹ
平面的 ２个移动自由度和绕平行于 Ｚ轴轴线转
动的 １个转动自由度。可以验证该 ３自由度是
全周的。

３３２　驱动副选取合理性分析
当机构处于图 ７所示位形，锁定驱动副 Ｐ１３、

Ｒ２１、Ｐ３３在连杆 Ａ１Ａ２上施加驱动力旋量为
Ｏ＄ａ１１＝（ａ″１ ｂ″１ ｃ″１ ｄ″１ ｅ″１ ｆ″１）
Ｏ＄ａ２１＝（ｎ′２ ｐ′２ ０ ０ ０ ｑ′２）
Ｏ＄ａ３１＝（ｊ′３ ｋ′３ ０ ０ ０ ｌ′３

{
）

（２０）

施加在连杆 Ａ１Ａ２上的约束力旋量为
Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｇ″１ ｈ″１ ０）
Ｏ＄ｒ２１＝（０ ０ ０ ｒ′２ ｓ′２ ０）
Ｏ＄ｒ２２＝（０ ０ １ ｔ′２ ｕ′２ ０

{
）

（２１）

结合式（２０）、（２１）可知，该旋量系中的 ６个旋
量在机构２Ｔ１Ｒ运动模式的一般位形下，线性无关，
连杆 Ａ１Ａ２上施加的约束系不存在冗余约束，υ＝０，
采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构自由
度。考虑到图７中平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等
效为移动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使用移动副 Ｐ等
效替代平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４后的结构取
值。自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１２＋０＝０ （２２）
机构具有 ０个自由度，可知机构在图 ７所示位

形下，选取３个驱动副能实现对机构 ２Ｔ１Ｒ运动模
式的控制。
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３４　２Ｔ２Ｒ瞬时自由度位形
３４１　自由度分析

当控制图７所示机构的３个驱动副，机构从图７
位形绕平行于 Ｚ轴的轴线转动，运动到图 ８所示位
形，此时转动副 Ｒ１２的轴线 ｌ１与转动副 Ｒ２４的轴线 ｌ２
平行，转动副 Ｒ３１的轴线 ｌ３与转动副 Ｒ３５的轴线 ｌ４相
交，转动副 Ｒ３２的轴线 ｌ５平行于 Ｚ轴。结合图 ３ｂ机
构具有的２Ｒ２Ｔ瞬时自由度，施加在动平台 Ａ３Ａ４上
的约束旋量为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｉ″１ ｊ″１ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（０ ０ １ ｍ′３ ｎ′３ ０{ ）

（２３）

图 ８　２Ｒ２Ｔ瞬时自由度位形

Ｆｉｇ．８　２Ｒ２ＴｉｎｓｔａｎｔａｎｅｏｕｓＤｏＦｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　

图８位形下，连杆 Ａ１Ａ２具有 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度，

因而混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ可等效为
ＺＲＺＲＺＲｖＲＺＰ

（向量 ｖ平行于图 ８中轴线 ｌ２），因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照

使用等效支链
ＺＲＺＲＺＲｖＲＺＰ替代混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ

后的结构取值。在图８所示机构位形下，动平台 Ａ３Ａ４
上施加的约束系不存在冗余约束，υ＝０。采用修正
的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构的自由度为

Ｍ＝６×（８－８－１）＋１０＋０＝４ （２４）
因而机构具有４个自由度，结合动平台 Ａ３Ａ４上

的约束对其求解互易积，可知机构在图 ８所示机构
位形下，动平台 Ａ３Ａ４具有 ２个移动自由度和 ２个转
动自由度。由于图８所示机构位形是由图７机构位
形绕平行与 Ｚ轴的转轴转动得到的，且图 ７所示位
形下动平台 Ａ３Ａ４的 ３个自由度是全周的，因而图 ８
位形下动平台 Ａ３Ａ４的２Ｒ２Ｔ运动模式是瞬时的。
３４２　驱动副选取合理性分析

图８所示机构位形下，锁定移动副 Ｐ１３、转动副

Ｒ２１、移动副 Ｐ３３，施加在连杆 Ａ１Ａ２上的驱动力旋量系
为

Ｏ＄ａ１１＝（ｋ″１ ｌ″１ ｎ″１ ｐ″１ ｑ″１ ｒ″１）
Ｏ＄ａ２１＝（ｖ′２ ｗ′２ ０ ０ ０ ｘ′２）
Ｏ＄ａ３１＝（ｐ′３ ｑ′３ ｒ′３ ｓ′３ ｔ′３ ｕ′３

{
）

（２５）

施加在连杆 Ａ１Ａ２上的约束力旋量为

Ｏ＄ｒ１１＝（０ ０ ０ ｓ″１ ｔ″１ ０）
Ｏ＄ｒ２１＝（０ ０ ０ ｓ″１ ｔ″１ ０）
Ｏ＄ｒ２２＝（０ ０ １ ｙ′２ ｚ′２ ０

{
）

（２６）

结合式（２５）、（２６）可知，该旋量系中的 ６个旋
量在机构２Ｔ２Ｒ瞬时自由度位形下，线性相关，动平
台上施加的约束系存在１个冗余约束，υ＝１，采用修
正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公式计算机构自由度。考
虑到图８中平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移
动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使用移动副 Ｐ等效替代
平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４后的结构取值。自由
度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１２＋１＝１ （２７）
图８所示机构具有 １个自由度，可知在图 ８所

示位形下，选取的 ３个驱动副不能实现机构 ２Ｒ２Ｔ
瞬时自由度位形下的控制。

３４３　驱动副选取
根据 ３４２节的分析结果，锁定移动副 Ｐ１３、转

动副 Ｒ２１、移动副 Ｐ３３后，并不能实现对机构在 ２Ｒ２Ｔ
瞬时自由度位形下的控制。因而，需要增加驱动副，

根据３２３节的内容，选取支链３中的转动副 Ｒ３１作
为辅助驱动副，锁定该驱动副后，在连杆 Ａ１Ａ２施加
驱动力偶旋量

Ｏ＄′３
ａ＝（０ ０ ０ ｓ′３ ｔ′３ ０） （２８）

结合式（２５）、（２６）、（２８）中的旋量，该旋量系中
的７个旋量在机构具有 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度时，满秩
且线性相关，υ＝１，采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ
公式计算机构自由度。考虑到图８中平行四边形机
构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照
使用移动副Ｐ等效替代平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４
后的结构取值。自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１１＋１＝０ （２９）
根据式（２９）可知，当锁定运动链 Ｂ１Ａ１中的移动

副 Ｐ１３、运动链 Ｂ２Ａ２中的转动副 Ｒ２１、运动链 Ｂ３Ａ３中
的移动副 Ｐ３３、运动链 Ｂ３Ａ３中的转动副 Ｒ３１后，机构
的自由度为零，因而可以通过控制上述驱动副，实现

机构在２Ｒ２Ｔ瞬时自由度位形时对机构的控制。可
锁定移动驱动副 Ｐ１３、转动驱动副 Ｒ２１后，控制移动驱
动副 Ｐ３３、转动驱动副 Ｒ３１，即可使动平台 Ａ３Ａ４产生
绕平行于轴线 ｌ２的转动和一维移动。动平台 Ａ３Ａ４绕
轴线 ｌ２的转动和做一维移动后，根据 ３５１节的分
析可知，机构即可离开２Ｒ２Ｔ瞬时自由度位形。
３５　２Ｒ１Ｔ运动模式
３５１　自由度分析

当控制图８所示机构的３个驱动副和１个辅助
驱动副，机构连杆 Ａ１Ａ２从图 ８位形绕平行于转动副
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Ｒ２４的轴线 ｌ２转动，运动到图 ９所示位形，此时转动
副 Ｒ１２的轴线 ｌ１与转动副 Ｒ２４的轴线 ｌ２平行，转动副
Ｒ３１的轴线 ｌ３与转动副 Ｒ３５的轴线 ｌ４相交。结合图２ｂ
机构具有的２Ｒ１Ｔ运动模式，施加在动平台 Ａ３Ａ４上
的约束旋量为

Ｏ＄ｒ１１＝（ｕ″１ ｖ″１ ０ ｘ″１ ｙ″１ ｚ″１）
Ｏ＄ｒ１２＝（０ ０ ０ ｚ″１ ａ１ ０）
Ｏ＄ｒ３１＝（ｕ′３ ０ ｖ′３ ｗ′３ ｘ′３ ｙ′３

{
）

（３０）

图９所示位形下，动平台上施加的约束系不存
在冗余约束，υ＝０，采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ
公式计算机构自由度，图９中混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ

可等效为
ＺＲｗＰｖＲＰ（向量 ｖ与转动副 Ｒ２４转动轴线重

合，向量 ｗ与移动副 Ｐ１３移动轴线重合），ｎ、ｇ、ｆｉ应参

照使用等效支链
ＺＲｗＰｖＲＰ替代混联支链 Ｂ１Ａ１Ｂ２Ａ２ Ｐ

后的结构取值。自由度为

Ｍ＝６×（７－７－１）＋９＋０＝３ （３１）
机构具有３个自由度，结合动平台 Ａ３Ａ４上的约

束对其就求解互易积，可知动平台 Ａ３Ａ４在图 ９所示
机构位形下，动平台 Ａ３Ａ４具有 ２个转动自由度和
１个移动自由度，即图９所示机构位形下，机构具有
２Ｒ１Ｔ运动模式。可以验证该 ２Ｒ１Ｔ运动模式是全
周的。

图 ９　２Ｒ１Ｔ运动模式

Ｆｉｇ．９　２Ｒ１Ｔｍｏｔｉｏｎｍｏｄｅ
　
３５２　驱动副选取合理性分析

图９所示机构位形下，锁定移动副 Ｐ１３、转动副
Ｒ２１、移动副Ｐ３３，施加在连杆Ａ１Ａ２上的驱动力旋量系为

Ｏ＄ａ１１＝（ｂ１ ｃ１ ｄ１ ｅ１ ｆ１ ｇ１）
Ｏ＄ａ２１＝（ａ″２ ｂ″２ ０ ｃ″２ ｄ″２ ｅ″２）
Ｏ＄ａ３１＝（ｚ′３ ａ″３ ｂ″３ ｃ″３ ｄ″３ ｅ″３

{
）

（３２）

　　施加在连杆 Ａ１Ａ２上的约束力旋量为（混联变自
由度支链 Ｂ３Ａ１Ａ２不在连杆 Ａ１Ａ２上施加约束）

Ｏ＄ｒ１１＝（ｈ１ ｉ１ ０ ｊ１ ｋ１ ｌ１）
Ｏ＄ｒ２１＝（０ ０ １ ｆ″２ ｇ″２ ０）
Ｏ＄ｒ２２＝（０ ０ ０ ｈ″２ ｉ″２ ０

{
）

（３３）

结合式（３２）、（３３）组成的旋量系可知，该旋量
系中的６个旋量在机构图 ９所示 ２Ｒ１Ｔ运动模式位
形下，线性无关，连杆 Ａ１Ａ２上施加的约束系不存在
冗余约束，υ＝０，采用修正的 Ｋｕｔｚｂａｃｈ Ｇｒüｂｌｅｒ公
式计算机构自由度。考虑到图９中平行四边形机构
Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４等效为移动副 Ｐ，因而 ｎ、ｇ、ｆｉ应参照使
用移动副 Ｐ等效替代平行四边形机构 Ｒ４１Ｒ４２Ｒ４３Ｒ４４
后的结构取值。自由度为

Ｍ＝６×（７－８－１）＋１２＋０＝０ （３４）
锁定图 ９中移动副 Ｐ１３、转动副 Ｒ２１、移动副 Ｐ３３

后，机构具有０个自由度，可知机构在图９所示位形
下，选取的３个驱动副能实现机构 ２Ｒ１Ｔ运动模式
的控制。

综上所述，该机构使用 ３个驱动副和 １个辅助
驱动副，可使得机构从 ３Ｔ运动模式的位形下，运动
到３Ｔ１Ｒ的瞬时自由度位形，变换到２Ｔ１Ｒ运动模式
下，然后运动到 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度位形，变换到
２Ｒ１Ｔ运动模式。机构在上述３自由度运动模式下，
使用３个驱动副可以实现机构的控制，当机构处于
运动模式变换的瞬时 ４自由度位形时，除了使用
３个驱动副以外，还需使用 １个辅助驱动副来实现
机构运动模式的变换。

４　结论

（１）使用混联变自由度支链可以实现机构运动
模式的变换，提出的一类机构具有 ３Ｔ、２Ｔ１Ｒ和
２Ｒ１Ｔ运动模式，在不同运动模式的机构位形下，采
用旋量理论对机构自由度进行分析，验证了机构的

多模式运动特性。

（２）选取的３个驱动副能在机构 ３种运动模式
的一般位形下，实现对机构的控制，当机构在运动模

式变换位形下，具有 ３Ｔ１Ｒ或 ２Ｒ２Ｔ瞬时自由度时，
需要增加 １个辅助驱动副，控制该辅助驱动副和
上述机构的 ３个驱动副可以实现机构运动模式的
变换。
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［２０］　ＨＵＡＮＧＺｈｅｎ，ＬＩＱｉｎｇｃｈｕａｎ，ＤＩＮＧＨｕａｆｅｎｇ．Ｔｈｅｏｒｙｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｓ［Ｍ］．Ｄｏｒｄｒｅｃｈｔ：ＳｐｒｉｎｇｅｒＮｅｔｈｅｒｌａｎｄｓ，２０１３．

９１４第 １２期　　　　　　　　　　　 　刘伟 等：具有 ３Ｔ、２Ｔ１Ｒ和 ２Ｒ１Ｔ模式的并联机构构型综合


