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低耦合度且部分解耦的３Ｔ１Ｒ并联机构设计与分析
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摘要：三平移一转动（３Ｔ１Ｒ）并联机构具有拓扑结构复杂、耦合度高、输入 输出运动不解耦，且易出现奇异位置等

问题。根据基于方位特征（Ｐｏｓｉｔｉｏｎａｎｄｏｒｉｅｎｔａｔｉｏｎｃｈａｒａｃｔｅｒｉｓｔｉｃ，ＰＯＣ）方程的并联机构拓扑设计理论和和冗余支链

消除奇异位置原理，首先，提出了一种含冗余支链的低耦合度、运动解耦、大转动能力的 ３Ｔ１Ｒ并联操作手新机构；

其次，对其进行拓扑结构分析，主要包括 ＰＯＣ集、自由度、耦合度以及运动解耦性分析；再次，建立了基于序单开链

法运动学建模原理的位置正解求解模型，并应用一维搜素方法求解了该并联机构的位置正解；基于导出的机构位置

逆解，分析了机构的工作空间、转动能力及奇异性条件；阐明了冗余支链可避免奇异位置，并能增加机构刚度；最后，给出

了机构动平台的速度、加速度变化规律。本文为该操作手的机械设计、动力学分析、样机研制奠定了理论基础。
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ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙｐｏｓｉｔｉｏｎ

０　引言

具有空间三平移一转动（３Ｔ１Ｒ）功能的并联机

器人操作手因其具有工作空间大、易实现高速、成本

低等优点，越来越多地应用于电子产品、塑料和食品

工业等制造领域。这类少自由度并联机构，一般结



构复杂、耦合度高、运动输入 输出不解耦，且易出现

奇异位置，因此，四自由度 ３Ｔ１Ｒ并联机构新机型的
设计和性能研究，一直受到国内外学者的关注和研

究
［１－１４］

。已有的３Ｔ１Ｒ机构中，大部分耦合度（κ＝
２）大且运动不解耦，给运动控制及轨迹规划带来了
困难。本课题组提出了一种非对称结构的低耦合

度、运动解耦的３Ｔ１Ｒ并联操作手，但易发生奇异位
置

［１５－１６］
。

本文提出一种低耦合度且输入 输出运动解耦、

可用冗余支链避免奇异位置的大转动能力４自由度
３Ｔ１Ｒ并联机器人新机构，结构上为部分对称；对此
机构进行拓扑特性（ＰＯＣ集、自由度、耦合度、运动
耦合性）以及运动学分析（机构位置正逆解求解、工

作空间与转动能力、奇异位置，以及速度、加速度），以

揭示该并联机构的拓扑结构与运动学特性。

１　３Ｔ１Ｒ并联机构设计及拓扑分析

１１　机构设计
根据基于 ＰＯＣ方程的并联机构拓扑结构设计

理论，为设计低耦合度、输入 输出运动解耦、冗余支

链消除奇异位置的并联机构，必须满足以下条件：

①支链回路约束度低，以实现低耦合度（κ＝０或
１）。②要求包含２个以上的基本运动链（ＢＫＣ），以
实现运动部分解耦性。③根据 ＰＯＣ集分析、自由度
分析，对支链在动静平台之间作特殊布置，以实现冗

余支链消除奇异位置。据此，提出一种含冗余支链

的、低耦合度（κ＝１）、输入 输出具有部分运动解耦

的４ＤＯＦ３Ｔ１Ｒ并联机器人新机构，如图１所示。

图 １　低耦合度且部分运动解耦的 ３Ｔ１Ｒ并联机构

Ｆｉｇ．１　３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍｗｉｔｈｌｏｗｃｏｕｐｌｉｎｇａｎｄ

ｐａｒｔｉａｌｍｏｔｉｏｎｄｅｃｏｕｐｌｉｎｇ
　

具体设计过程如下：

（１）本机构由 １条混合支链、２条无约束支链

ＳＯＣ２｛Ｒ２１ Ｓ２２ Ｓ２３｝和 ＳＯＣ３｛Ｒ３１ Ｓ３２ Ｓ３３｝组成。
（２）混 合 支 链 （Ｈｙｂｒｉｄ ｓｉｎｇｌｅｏｐｅｎｃｈａｉｎ，

ＨＳＯＣ１）为对称结构，它包含 ４个分支链 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ。

一个由４个球副组成平行四边形（◇Ｓ１Ｓ２Ｓ３Ｓ４），其一短
边杆３与驱动杆 ２固接后用转动副 Ｒ１１与静平台 ０

连接，为支链 Ａ，记作 ＲＰａ（４Ｓ）；其对边的短边杆 ５的
右侧延伸端，与两杆（７、６）三平行轴线转动副组
（Ｒ４１‖Ｒ４２‖Ｒ４３）（记支链 Ｂ）并联连接；短边杆 ５的
左侧延伸端，与另一两杆（７′、６′）三平行轴线转动副
（Ｒ５１‖Ｒ５２‖Ｒ５３）（记支链 Ｃ）也并联连接，这样，支
链 Ａ与 Ｂ（或 Ａ与 Ｃ）构成一个子并联机构，记作：
ＲＰａ（４Ｓ）３Ｒ；同时，短边杆 ５的上侧通过与其固接的
杆８，与一杆（９）两平行轴线的转动副组（Ｒ１２‖Ｒ１３）
（记支链 Ｄ）串联连接，但 Ｒ１２⊥Ｒ４３。整个混合支链

记为（ＲＰａ（４Ｓ）３Ｒ）⊥２Ｒ。
（３）静平台 ０上的各转动副轴线的布置关系

为：Ｒ１１⊥Ｒ４１，Ｒ１１⊥Ｒ５１；而 Ｒ４１与 Ｒ３１的轴线、Ｒ５１与
Ｒ２１的轴线均重合，其布置整体上对称于 ｘ轴（Ｓ Ｓ
连线）。

１２节将说明：混合支链子并联机构（ＲＰａ（４Ｓ）３Ｒ）
的子平台输出杆 ５将产生两平移的输出（即等效于
Ｐ Ｐ）；而整个混合支链（ＲＰａ（４Ｓ）３Ｒ）⊥２Ｒ的末端
（即动平台 １的一部分）将产生三平移一转动（绕
Ｒ１３）的输出。
１２　机构拓扑分析
１２１　ＰＯＣ集分析

由文献［１７－１８］可知，串联、并联机构的 ＰＯＣ
集方程分别为

Ｍｂｉ＝∪
ｍ

ｉ＝１
ＭＪｉ （１）

ＭＰａ＝∩
ｎ

ｉ＝１
Ｍｂｉ （２）

式中　ＭＪｉ———第 ｉ个运动副的 ＰＯＣ集
Ｍｂｉ———第 ｉ条支链末端的 ＰＯＣ集
ＭＰａ———机构动平台的 ＰＯＣ集

取本机构动平台上任意一点 Ｏ′为基点，下面依
次确定３条支链末端构件、定动平台的 ＰＯＣ集。

由１１节可知，ＨＳＯＣ１包含 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ４个支

链，它们的构成分别为 ＲＰａ（４Ｓ）（支链 Ａ）、Ｒ４１‖Ｒ４２‖
Ｒ４３（支链 Ｂ）、Ｒ５１‖Ｒ５２‖Ｒ５３（支链 Ｃ），以及 Ｒ１２‖
Ｒ１３（支链 Ｄ）。因此，由式（１）、（２）可得

ＭＨＳＯＣ１＝（ＭＡ∩ＭＢ∩ＭＣ）∪ＭＤ
其中
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ＭＤ＝
ｔ１（⊥Ｒ１３）∪｛ｔ

１
（⊥Ｒ１２）｝

ｒ１（‖Ｒ１３







）

由式（２）可得

Ｍ（Ａ－Ｂ）＝ＭＡ∩ＭＢ＝
ｔ２（⊥Ｒ４１）

ｒ[ ]０
（３）

由式（３）可知，因支链 Ａ、Ｂ构成一子并联机构，
其输出杆５已得到两平移零转动（２Ｔ０Ｒ）的输出，且
支链 Ｃ与支链 Ｂ的拓扑结构完全相同，因此，支链Ｃ
已属于冗余支链。因此，可取其转动副 Ｒ５１为冗余
驱动副。机构正常工作时，支链 Ｃ处于被动的随动
状态；当机构出现奇异时，该冗余驱动副 Ｒ５１产生动
作，以消除机构的奇异位置，其理论证明详见 ４３
节。

由式（１）可得
Ｍｂ１＝ＭＨＳＯＣ１＝Ｍ（Ａ－Ｂ）∪ＭＤ＝

ｔ２（⊥Ｒ４１）

ｒ[ ]０
∪
ｔ２（⊥Ｒ１３）

ｒ１（‖Ｒ１３







）
＝

ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１３[ ]）
易知 ＳＯＣ２、ＳＯＣ３为无约束支链，为

Ｍｂ２＝Ｍｂ３＝
ｔ３

ｒ[ ]３
由式（２）可得

ＭＰａ＝ＭＨＳＯＣ１∩Ｍｂ３＝

ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１３[ ]）∩ ｔ３

ｒ[ ]３ ＝ ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１３[ ]）
因此，当静平台０上的 ４个转动副 Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１

和 Ｒ４１为主动副时，动平台１即产生３个移动和１个
转动（绕转动副 Ｒ１３的轴线）输出。
１２２　自由度计算

并联机构全周 ＤＯＦ一般公式［１５］
为

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ （４）

其中 ∑
ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ＝ｄｉｍ { (． ∩

ｊ

ｉ＝１
Ｍｂ )ｉ ∪Ｍｂ（ｊ＋１ }） （５）

ｖ＝ｍ－ｎ＋１
式中　Ｆ———机构自由度

ｆｉ———第 ｉ个运动副自由度
ｍ———运动副数　　ｎ———构件数
ｖ———独立回路数
ξＬｊ———第 ｊ个独立回路的独立位移方程数

∩
ｊ

ｉ＝１
Ｍｂｉ———前 ｊ条支链组成的子并联机构

ＰＯＣ集
Ｍｂ（ｊ＋１）———ｊ＋１条支链末端构件的 ＰＯＣ集

由支链 Ａ、Ｂ组成的第１个回路，记作｛Ｒ１１ Ｐ


Ｐ Ｒ Ｒ Ｒ４３∥Ｒ４２∥Ｒ４１｝（其中，４Ｓ平行四边形

等效于 Ｐ Ｐ Ｒ Ｒ），由式（５）得

ξＬ１＝ｄｉｍ．｛ＭＡ∪ＭＢ｝＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

由第１回路组成的第 １个子并联机构的 ＤＯＦ
和 ＰＯＣ集，由式（４）得

Ｆ（Ａ－Ｂ）＝∑ ｆ－ξＬ１＝（５＋３）－６＝２

由式（３）可得

Ｍ（Ａ－Ｂ）＝
ｔ２（⊥Ｒ４１）

ｒ[ ]０

由第１个子并联机构与支链 Ｄ、左侧无约束支
链 ＳＯＣ２构成第 ２个回路，记作｛Ｒ１２ Ｒ１３ Ｓ２３ Ｓ２２
Ｒ２１｝，由式（５）得

ξＬ２＝ｄｉｍ．｛Ｍ（Ａ－Ｂ）∪ＭＤ∪ＭＳＯＣ２｝＝

ｄｉｍ．
ｔ２（⊥Ｒ４１）

ｒ[ ]０
∪
ｔ２

ｒ[ ]１ ∪ ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝ｄｉｍ．

ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

因此，由第 ２回路组成的第 ２个子并联机构的
ＤＯＦ、ＰＯＣ集，由式（４）得

Ｆ（Ａ－Ｂ－Ｄ－ＳＯＣ２）＝∑ ｆ－（ξＬ１＋ξＬ２）＝

（８＋８）－（６＋６）＝４
由式（１）、（２）得

Ｍ（Ａ－Ｂ－Ｄ－ＳＯＣ２）＝

ｔ２

ｒ[ ]０ ∪ ｔ２

ｒ[ ]{ }１ ∩
ｔ３

ｒ[ ]３ ＝ ｔ３

ｒ１（‖Ｒ１３[ ]）
由第２个子并联机构与右侧无约束支链 ＳＯＣ３

构成第３个回路，记作｛Ｓ３３ Ｓ３２ Ｒ３１｝，由式（５）得

ξＬ３＝ｄｉｍ．｛Ｍ（Ａ－Ｂ－Ｄ－ＳＯＣ２）∪ＭＳＯＣ３｝＝ｄｉｍ．
ｔ３

ｒ[ ]{ }３
＝６

因此，由式（４）得机构自由度

Ｆ＝∑
ｍ

ｉ＝１
ｆｉ－∑

ｖ

ｊ＝１
ξＬｊ＝（８＋８＋６）－（６＋６＋６）＝４

１２３　耦合度计算
由基于单开链 （ＳＯＣ）单元的 机构 组成原

理
［１５，１７－１８］

知，任一机构可分解为一系列单开链，第 ｊ
个单开链（ＳＯＣ）的约束度为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξＬｊ

Δ－ｊ ＝－５，－４，－３，－２，－１

Δ０ｊ＝０

Δ＋ｊ ＝＋１，＋２，
{

＋３

（６）

式中　ｍｊ———第 ｊ个 ＳＯＣ的运动副数
Ｉｊ———第 ｊ个 ＳＯＣ的驱动副数

进一步，一组有序的 ｖ个 ＳＯＣ可构成一个独立
回路数为 ｖ的基本运动链（Ｂａｓｉｃｋｉｎｅｍａｔｉｃｓｃｈａｉｎ，
ＢＫＣ），对一个 ＢＫＣ而言，须　
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∑
ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ｜＝０

因此，耦合度为

κ＝Δ＋ｊ ＝｜Δ
－
ｊ｜＝

１
２ {ｍｉｎ ∑

ｖ

ｊ＝１
｜Δｊ }｜ （７）

ＢＫＣ分解为 ｖ个ＳＯＣ（Δｊ），可有多种分配方案，

取（∑ ｜Δｊ｜）为最小者。κ揭示了机构基本回路变

量之间的关联、依赖程度；κ越大，机构的运动学、动
力学分析越复杂。

１２２节自由度计算中，已计算出上述 ３个回
路的独立位移方程数分别为 ξＬ１ ＝ξＬ２ ＝ξＬ３ ＝６，因
此，第１个回路的约束度Δ１，由式（６）得Δ１＝８－２－
６＝０，表明：第１回路已构成ＢＫＣ１，其耦合度κ１＝０，
其运动位置正解可直接求出。

而第２、３回路的约束度 Δ２、Δ３分别为 Δ２＝８－
１－６＝１、Δ３ ＝６－１－６＝－１。由式（７）得 κ２ ＝
１
２
（｜＋１｜＋｜－１｜）＝１。

因此，由第２、３回路构成 ＢＫＣ２，表明该 ＢＫＣ的
位置正解须由第 ２、３回路联立求解才能求得，且只
须设定一个虚拟变量。

总之，该机构包含 ＢＫＣ１、ＢＫＣ２，其耦合度分别
为 κ１＝０，κ２＝１，且主动副分别分布在这两个不同
的 ＢＫＣ内，因此，该机构具有运动部分解耦性，且机
构的位置正解，可通过 ＢＫＣ１、ＢＫＣ２依次逐一求得。

２　位置分析

２１　基于序单开链的机构位置正解求解原理
由文献［１５，１８－１９］可知，因任一机构可分解

为若干个 ＢＫＣ，而每个 ＢＫＣ又可分解出约束度为正
值、零、负值３种形式的单开链，因此，机构位置正解
的求解，可转换为３种单开链的位置求解，而这３种
单开链的约束特性及其建模方法为：

（１）约束度为正值的 ＳＯＣ（Δ＋ｊ），会使机构自由

度增加 Δ＋ｊ；为确定其运动，需在约束度为正值的

ＳＯＣ（Δ＋ｊ）上设定 Δ
＋
ｊ 个虚拟变量（Δ

＋
ｊ ＝κ）。

（２）约束度为零的 ＳＯＣ（Δ０ｊ），不影响机构自由
度，其运动具有确定性，即其位置正解能独立求解。

（３）约束度为负值的 ＳＯＣ（Δ－ｊ），使机构自由度

减少｜Δ－ｊ｜，即对机构施加了｜Δ
－
ｊ｜个约束方程（｜Δ

－
ｊ｜＝

κ）。
这样，因 ＳＯＣ（Δ＋ｊ）中的虚拟变量数目 Δ

＋
ｊ，恰等

于约束方程数目｜Δ－ｊ ｜，因此，易建立含 Δ
＋
ｊ 个变量

的位置方程；对本机构而言，κ＝１，因此，可得到含
一个变量的高次方程求得其封闭解，或用一维搜索

法直接求得数值解。

２２　参数标注
为方便理解，建立图 １机构运动学模型，如图 ２ａ

所示，因冗余支链正常情况下处于随动状态，对机构

的正常工作不起作用，因此，机构运动学分析时，可

不考虑图２ａ中的冗余支链（即 Ａ５ Ｂ５ Ｃ５）。

图 ２　３Ｔ１Ｒ并联机构运动学建模

Ｆｉｇ．２　Ｋｉｎｅｍａｔｉｃｍｏｄｅｌｉｎｇｏｆ３Ｔ１Ｒｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
该机构静平台０为矩形，Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４分别表示

位于静平台０上的 ４个转动副 Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１和 Ｒ４１的
位置。在静平台上建立 Ｏｘｙｚ坐标系，坐标系原点 Ｏ
位于 Ａ２和 Ａ３连线的中点，且 ｘ轴与 Ｒ１１的轴线相互
垂直，ｙ轴与 Ｒ１１的轴线相互平行，ｚ轴由右手法则确
定；而动平台１为等腰直角三角形，在动平台１上建
立 ｐｕｖｗ坐标系，原点 ｐ位于直角边的交点上，ｕ轴
平行于 Ｃ３点所在的直角边，ｖ轴平行于 Ｃ２点所在的
直角边，ｗ轴由右手法则确定。

设 θ１、θ２、θ３、θ４分别为转动副 Ｒ１１、Ｒ２１、Ｒ３１、Ｒ４１
的输入角，其定义如图１所示；动平台姿态角 α为 ｕ
轴与 ｘ轴正向的夹角，而在位置正解求解时设定的
虚拟输入变量 δ（见２３２节）为杆 ９与 ｘ轴正向的
夹角，如图２ｂ所示。

该机构的结构参数为：动平台１直角边长为 ｌ３，
主动杆 Ａ１Ｂ１＝Ａ２Ｂ２＝Ａ３Ｂ３＝Ａ４Ｂ４＝ｌ４（ｌ４＜ｌ１）；从动
杆 Ｂ１Ｃ１＝Ｂ２Ｃ２＝Ｂ３Ｃ３＝Ｂ４Ｃ４＝ｌ５；其他尺寸Ｃ１Ｄ１＝
Ｄ１Ｃ４＝ｌ６，ＥＦ＝ｌ７，Ｃ１Ｅ＝ＦＧ＝ｌ８。易知，在静坐标系
Ｏｘｙｚ下，点 Ａ１、Ａ２、Ａ３、Ａ４的坐标分别为（２ｌ１，０，０）、
（０，－ｌ２，０）、（０，ｌ２，０）、（ｌ１，ｌ２，０）。
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２３　位置正解求解
正解问题可描述为：已知主动输入角 θ１、θ２、θ３、

θ４，求动平台１上 ｐ点的位置（ｘ，ｙ，ｚ）及姿态角 α。
２３１　ＢＫＣ１的位置求解

易求得点 Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３、Ｂ４的绝对坐标分别为：
（２ｌ１＋ｌ４ｃｏｓθ１，０，ｌ４ｓｉｎθ１）、（０，－ｌ２ ＋ｌ４ｃｏｓθ２，
ｌ４ｓｉｎθ２）、（０，ｌ２＋ｌ４ｃｏｓθ３，ｌ４ｓｉｎθ３）、（ｌ１，ｌ２ ＋ｌ４ｃｏｓθ４，
ｌ４ｓｉｎθ４）。

因 ＢＫＣ１的 κ１＝０，因此，输出杆 ５的位置（ｘＣ１，

ｙＣ１，ｚＣ１）计算如下：
由式（３）可知，输出杆５的输出运动为２Ｔ，其运

动始终位于 ｙＯｚ平面内，因此 ｘＣ１＝ｌ１，即点 Ｃ４的坐

标为（ｌ１，ｙＣ１＋２ｌ６，ｚＣ１）。

由杆长约束 Ｂ１Ｃ１＝Ｂ４Ｃ４＝ｌ５，有位置约束方程

（ｘＢ１－ｌ１）
２＋ｙ２Ｃ１＋（ｚＢ１－ｚＣ１）

２＝ｌ２５

（ｙＢ４－ｙＣ１－２ｌ６）
２＋（ｚＢ４－ｚＣ１）

２＝ｌ{ ２
５

（８）

两式相减得

ＨｙＣ１＋ＭｚＣ１＝Ｎ

若 Ｈ＝Ｍ＝０，则 Ｎ＝－（ｘＢ１－ｌ１）
２＝０，但由于

ｌ４＜ｌ１，即 ｘＢ１＞ｌ１，因此，Ｈ、Ｍ不能同时为零。
当 Ｈ＝０时

ｚＣ１＝
Ｎ
Ｍ

ｙＣ１＝± ｌ２５－（ｘＢ１－ｌ１）
２－（ｚＢ１－ｚＣ１）槡

{ ２

（９）

当 Ｈ≠０时

ｚＣ１＝
Ｊ± Ｊ２－４槡 ＰＱ

２Ｐ

ｙＣ１＝
Ｎ－ＭｚＣ１










Ｈ

（１０）

其中 Ｈ＝２（ｙＢ４－２ｌ６）　　Ｍ＝２（ｚＢ４－ｚＢ１）

Ｎ＝（ｙＢ４－２ｌ６）
２＋ｚ２Ｂ４－ｚ

２
Ｂ１
－（ｘＢ１－ｌ１）

２

Ｐ＝Ｈ２＋Ｍ２　　Ｊ＝２（ＭＮ＋ｚＢ１Ｈ
２
）

Ｑ＝Ｈ２［（ｘＢ１－ｌ１）
２＋ｚ２Ｂ１－ｌ

２
５］＋Ｎ

２

２３２　ＢＫＣ２的位置求解
因 ＢＫＣ２的 κ２＝１，且包含 ２个回路，须联立求

解如下：

（１）在 Δ２＝１的回路｛Ｒ１２ Ｒ１３ Ｓ２３ Ｓ２２ Ｒ２１｝上
设定虚拟输入角 δ（图 ２ｂ），则动平台 ｐ点的坐

标为

ｘ′＝ｌ１＋ｌ７ｃｏｓδ

ｙ′＝ｙＣ１＋ｌ７ｓｉｎδ

ｚ′＝ｚＣ１＋２ｌ
{

８

（１１）

在动坐标系 ｐｕｖｗ下，ｐＣ２、
ｐＣ３的坐标分别为（０，

－ｌ３，０）、（－ｌ３，０，０）。设动坐标系相对于静坐标系

的旋转矩阵为

Ｒ（ｚ，α）＝
ｃｏｓα －ｓｉｎα ０
ｓｉｎα ｃｏｓα ０









０ ０ １

则可得到 Ｃ２、Ｃ３在静坐标系中的坐标为

Ｃ２＝Ｒ（ｚ，α）
ｐＣ２＋ｐ＝

（ｌ３ｓｉｎα＋ｘ′，－ｌ３ｃｏｓα＋ｙ′，ｚ′）
Ｔ

（１２）

Ｃ３＝Ｒ（ｚ，α）
ｐＣ３＋ｐ＝

（－ｌ３ｃｏｓα＋ｘ′，－ｌ３ｓｉｎα＋ｙ′，ｚ′）
Ｔ

（１３）

由杆长约束 Ｂ２Ｃ２＝ｌ５，建立约束方程

（ｘＢ２－ｘＣ２）
２＋（ｙＢ２－ｙＣ２）

２＋（ｚＢ２－ｚＣ２）
２＝ｌ２５

（１４）

整理可得

Ｊ１ｓｉｎα＋Ｐ１ｃｏｓα＋Ｑ１＝０

其中 Ｊ１＝２ｌ３ｘ′Ｐ１＝２ｌ３（ｙＢ２－ｙ′）

Ｑ１＝ｌ
２
３＋（ｙＢ２－ｙ′）

２＋（ｚＢ２－ｚ′）
２＋（ｘ′）２－ｌ２５

α＝２ａｒｃｔａｎ
Ｊ１± Ｊ２１＋Ｐ

２
１－Ｑ槡

２
１

Ｐ１－Ｑ１
　（Ｐ１≠Ｑ１）

（１５）

（２）在 Δ３ ＝－１＜０的 ＳＯＣ３回路上建立约束
方程

由｛Ｓ３３ Ｓ３２ Ｒ３１｝上的杆长约束 Ｂ３Ｃ３＝ｌ５，得

ｆ（δ）＝（ｘＢ３－ｘＣ３）
２＋（ｙＢ３－ｙＣ３）

２＋（ｚＢ３－ｚＣ３）
２－ｌ２５

（１６）

通过不断改变 δ的值，可以使 ｆ（δ）→０，从而求
得真实 δ；再将 δ的真实值代回式（１１）、（１５），即可
得到动平台１的 ｐ点坐标及其姿态角 α。

由式（１１）知，ｘ＝φ（θ１，θ２，θ３，θ４）、ｙ＝ｆ（θ１，θ２，

θ３，θ４）、ｚ＝（θ１，θ４）、α＝η（θ１，θ２，θ３，θ４），因此，该
机构具有输入 输出（Ｉ Ｏ）部分运动解耦性。

２４　位置逆解求解
逆解问题为：已知动平台 ｐ的坐标（ｘ，ｙ，ｚ）和姿

态角 α，求输入角 θ１、θ２、θ３、θ４。

由杆长约束 ＥＦ＝ｌ７，整理可得

（ｌ１－ｘＦ）
２＋（ｙＥ－ｙ）

２＝ｌ２７
ｘＥ＝ｌ１

ｙＥ＝ｙ± ｌ２７－（ｌ１－ｘ）槡
２

ｚＥ＝ｚ－ｌ
{

８

（１７）

所以，Ｃ１点坐标为（ｌ１，ｙ± ｌ２７－（ｌ１－ｘ）槡
２
，ｚ－

２ｌ８）。

因式（１２）、（１３）已求得点 Ｃ２、Ｃ３的坐标，由杆

长约束 Ｂ１Ｃ１＝Ｂ２Ｃ２＝Ｂ３Ｃ３＝Ｂ４Ｃ４＝ｌ５，有
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（ｘＢ１－ｘＣ１）
２＋（ｙＢ１－ｙＣ１）

２＋（ｚＢ１－ｚＣ１）
２＝ｌ２５

（ｘＢ２－ｘＣ２）
２＋（ｙＢ２－ｙＣ２）

２＋（ｚＢ２－ｚＣ２）
２＝ｌ２５

（ｘＢ３－ｘＣ３）
２＋（ｙＢ３－ｙＣ３）

２＋（ｚＢ３－ｚＣ３）
２＝ｌ２５

（ｘＢ４－ｘＣ４）
２＋（ｙＢ４－ｙＣ４）

２＋（ｚＢ４－ｚＣ４）
２＝ｌ











 ２

５

（１８）
由此可得

θｉ＝２ａｒｃｔａｎ
２ｚｉｌ４± ４ｚ２ｉｌ

２
４－ａｉｃ槡 ｉ

ａｉ
　（ｉ＝１，２，３，４）

（１９）
其中 ｚ１＝ｚ４＝ｚＣ１　ｚ２＝ｚ３＝ｚ

ａ１＝ｌ
２
１－２ｌ１ｌ４＋ｌ

２
４－ｌ

２
５＋ｙ

２
Ｃ１
＋ｚ２Ｃ１

ｃ１＝ｌ
２
１＋２ｌ１ｌ４＋ｌ

２
４－ｌ

２
５＋ｙ

２
Ｃ１
＋ｚ２Ｃ１

ａ２＝ｘ
２
Ｃ２
＋ｌ２４＋２ｌ２ｌ４＋ｌ

２
２＋２ｌ２ｙＣ２＋ｙ

２
Ｃ２
＋ｚ２Ｃ２－

ｌ２５＋２ｌ４ｙＣ２
ｃ２＝ｘ

２
Ｃ２
＋ｌ２４＋ｌ

２
２＋２ｌ２ｙＣ２＋ｙ

２
Ｃ２
＋ｚ２Ｃ２－

ｌ２５－２ｌ２ｌ４－２ｌ４ｙＣ２
ａ３＝ｘ

２
Ｃ３
＋ｌ２４－２ｌ２ｌ４＋ｌ

２
２－２ｌ２ｙＣ３＋ｙ

２
Ｃ３
＋ｚ２Ｃ３－

ｌ２５＋２ｌ４ｙＣ３
ｃ３＝ｘ

２
Ｃ３
＋ｌ２４＋ｌ

２
２－２ｌ２ｙＣ３＋ｙ

２
Ｃ３
＋ｚ２Ｃ３－

ｌ２５＋２ｌ２ｌ４－２ｌ４ｙＣ３
ａ４＝ｌ

２
４＋ｌ

２
２－２ｌ２ｙＣ４＋ｙ

２
Ｃ４
＋ｚ２Ｃ４－ｌ

２
５－２ｌ２ｌ４＋２ｌ４ｙＣ４

ｃ４＝ｌ
２
４＋ｌ

２
２－２ｌ２ｙＣ４＋ｙ

２
Ｃ４
＋ｚ２Ｃ４－ｌ

２
５＋２ｌ２ｌ４－２ｌ４ｙＣ４

由式（１９）可知，输入角 θ１、θ２、θ３、θ４均有两组

解，通过排列组合，一共可以得到 ２４＝１６组解，同
时，Ｃ１点的坐标也存在两组解，所以，该机构一共有

２×２４＝３２组逆解。
２５　位置正逆解的实例验算
２５１　正解算例

设并联机构结构参数为 ｌ１＝３００ｍｍ、ｌ２＝３００ｍｍ、
ｌ３＝１５０ｍｍ、ｌ４＝２５０ｍｍ、ｌ５＝８００ｍｍ、ｌ６＝１００ｍｍ、
ｌ７＝２００ｍｍ、ｌ８＝２５ｍｍ。

设 ４个 输 入 角 分 别 为 θ１ ＝３７２３°、θ２ ＝
１５６２２°、θ３＝５７１８°、θ４＝２１４３°；θ１＝６２８３°、θ２＝
１２１７７°、θ３＝７２４３°、θ４＝４６７８°。

设虚拟输入角 δ的范围为（０°，３６０°），采用一维
搜索方法，分别求得两组实数正解，如表１所示。

表 １　位置正解数值

Ｔａｂ．１　Ｎｕｍｅｒｉｃａｌｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｒｅｃｔｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

组数 序号 ｘ／ｍｍ ｙ／ｍｍ ｚ／ｍｍ α／（°）

Ⅰ
１ １３５１４７１ －２０４３７３８ ８１９８３３５ －１０００２

２ １０３３２０２ －５４８４１３ ８１９８３３５ ９８４

Ⅱ
１ １０５１１２７ －１２１６８９９ ９５２５４７３ －８６５０

２ １１６８０９４ ３５０００ ９５２５４７３ －４９８

２５２　逆解算例

将表１中第Ⅰ组正解中序号 １的数据，代入逆

解（１９），求得 ４个输入角分别为 θ′１ ＝３７２３０８°、

θ′２＝１５６２２２７°、θ′３＝５７１８１２°、θ′４＝２１４２８６°。

所得数值与求解正解中给定的第Ⅰ组４个输入

角一致；用表１中其余３组正解的数据，同样可得相

同的输入角，因此，正解、逆解公式推导正确。

３　工作空间和转动能力分析

３１　工作空间分析

并联机构的可达工作空间，是指在考虑运动副

转角范围（球副转角为 ±３０°）、杆长不干涉情况下，

末端执行器的工作区域，它是衡量并联机器人性能

的一个重要指标。本文采用极限边界搜索法对该并

联机构的工作空间进行分析，首先，根据杆长来设定

工作空间的搜索范围，然后，基于位置逆解式（１９），

搜索所有满足约束条件的点，由这些点组成的三维

图即为该并联机构的工作空间。

确定空间三维搜索范围为：６００ｍｍ≤ ｚ≤
１０００ｍｍ，－π≤θ≤π，０≤ρ≤８００ｍｍ，该搜索范围

只需要略大于杆件的活动范围即可，通过 Ｍａｔｌａｂ软

件编程，得到该并联机构的三维工作空间如图 ３所

示；取不同 ｚ值时的 ｘ ｙ截面图，如图４所示。

图 ３　工作空间三维图

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌｗｏｒｋｓｐａｃｅ
　
由图４可得：

（１）在 ｚ∈［６００ｍｍ，１０００ｍｍ］范围内，工作空

间截面连续，且随着 ｚ增加，截面面积在逐渐缩小。

（２）工作空间对称于 ｘ轴，且对称性好，这与其

整体结构关于 Ｓ Ｓ线对称一致。

（３）由于杆５的运动始终位于ｙＯｚ平面内，故动

平台坐标原点 ｐ在 ｘ方向上的极限位置，只与杆 ９

的杆长 ｌ７有关，故工作空间仅在 ｘ∈［１００ｍｍ，

５００ｍｍ］上存在。

３２　转动能力分析

动平台转动能力指的是末端执行器在工作区域

８７３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１９年



内的转角范围，是衡量并联机构输出转动灵活性的

重要指标。本文仍采用与求解工作空间一样的极限

边界搜索法，基于逆解式（１９）分析某一固定 ｚ处该

并联机构的转动能力。现取 ｚ＝６００ｍｍ，通过

Ｍａｔｌａｂ软件求得该高度 ｘ ｙ截面内的转角 α的范

围，如图５所示。由图５可知，动平台在 ｚ＝６００ｍｍ

时，转角 α的范围很大，能达到［－１８０°，１８０°］的

图 ４　工作空间的 ｘ ｙ截面图

Ｆｉｇ．４　ｘ ｙｓｅｃｔｉｏｎｏｆｗｏｒｋｓｐａｃｅ

图 ５　ｚ＝６００ｍｍ时并联机构各点转角的分布

Ｆｉｇ．５　ＤｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｒｏｔａｔｉｏｎａｎｇｌｅｓｏｆＰＭａｔｚ＝６００ｍｍ

区域面积为 ０２８ｍ２，约占总区域面积（０４１ｍ２）

的 ６８％，表明在该平面内，动平台具有较大的转动

能力；其余不同 ｚ时各截面的转动能力求解与此相

同，同样表明具有良好的转动能力，不再一一赘

述。

３３　冗余支链对工作空间和转动能力的影响

由图１可知，支链 Ａ、Ｂ和冗余支链 Ｃ组成了一

个子并联结构，其末端点 Ｃ１的输出运动为 ２Ｔ且始

终位于 ｙＯｚ平面内，所以只需分析支链 Ｃ是否对点

Ｃ１的运动范围存在约束，即可判定其是否对机构的

工作空间和转动能力产生影响。

分别求解含／不含冗余支链时点 Ｃ１的运动范

围，如图６所示。

图 ６　含／不含冗余支链时点 Ｃ１的运动范围

Ｆｉｇ．６　ＭｏｔｉｏｎｒａｎｇｅｏｆＣ１ｐｏｉｎｔｗｉｔｈ／ｗｉｔｈｏｕｔｒｅｄｕｎｄａｎｔｃｈａｉｎ
　
由图６可知，在加入冗余支链后，Ｃ１点的运动范

围没有发生变化，所以该冗余支链对机构的工作空

间和转动能力没有影响。

４　奇异位置分析

当机构处于奇异位置时，运动会出现分岔现象，

此时机构的运动不具有确定性。因此，在并联机构

的设计时，有必要对其可能存在的奇异位置进行分

析。本文通过对位置逆解公式的求导得出雅可比矩

阵，进一步分析矩阵来得到该并联机构可能存在的

奇异位置。

４１　雅可比矩阵求解

设 该 机 构 动 平 台 的 输 出 速 度 为 Ｖ ＝

［ｘ· ｙ· ｚ· α· ］Ｔ，主 动 输 入 角 速 度 为 ω ＝

［θ１ θ２ θ３ θ４］
Ｔ
。将式（１８）两边同时对时间 ｔ求

导，可得

ＪｐＶ＝Ｊｑω （２０）
其中

Ｊｐ＝

ｖ１１ ｖ１２ ｖ１３ ｖ１４
ｖ２１ ｖ２２ ｖ２３ ｖ２４
ｖ３１ ｖ３２ ｖ３３ ｖ３４
ｖ４１ ｖ４２ ｖ４３ ｖ













４４
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Ｊｑ＝－

ｕ１１
ｕ２２

ｕ３３
ｕ













４４

（２１）

而 ｕ１１＝（ｚＢ１－ｚＣ１）ｌ４ｃｏｓθ１－（ｘＢ１－ｘＣ１）ｌ４ｓｉｎθ１
ｕ２２＝（ｚＢ２－ｚＣ２）ｌ４ｃｏｓθ２－（ｙＢ２－ｙＣ２）ｌ４ｓｉｎθ２
ｕ３３＝（ｚＢ３－ｚＣ３）ｌ４ｃｏｓθ３－（ｙＢ３－ｙＣ３）ｌ４ｓｉｎθ３
ｕ４４＝（ｚＢ４－ｚＣ４）ｌ４ｃｏｓθ４－（ｙＢ４－ｙＣ４）ｌ４ｓｉｎθ４

ｖ１１＝±
ｙＣ１（ｌ１－ｘ）

ｌ２７－（ｌ１－ｘ）槡
２

ｖ１２＝ｙＣ１－ｙＢ１　ｖ１３＝ｚＣ１－ｚＢ１　ｖ１４＝０
ｖ２１＝ｘＣ２－ｘＢ２　ｖ２２＝ｙＣ２－ｙＢ２　ｖ２３＝ｚＣ２－ｚＢ２

ｖ２４＝（ｙＣ２－ｙＢ２）ｌ３ｓｉｎα＋ｘＣ２ｌ３ｃｏｓα
ｖ３１＝ｘＣ３－ｘＢ３　ｖ３２＝ｙＣ３－ｙＢ３

ｖ３３＝ｚＣ３－ｚＢ３
ｖ３４＝（ｙＣ３－ｙＢ３）ｌ３ｃｏｓα＋ｘＣ３ｌ３ｓｉｎα

ｖ４１＝±
（ｙＢ４－ｙＣ４）（ｌ１－ｘ）

ｌ２７－（ｌ１－ｘ）槡
２
　ｖ４２＝ｙＣ４－ｙＢ４

ｖ４３＝ｚＣ４－ｚＢ４　ｖ４４＝０
４２　奇异位置求解

当雅可比矩阵的 Ｊｐ和 Ｊｑ中只要有一个矩阵的

行列式为零，该机构就会出现奇异位置。据此，可将

并联机构的奇异位置分为 ３类：输入奇异、输出奇
异、综合奇异。

４２１　输入奇异
此时，由 ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，得 Ｊｑ矩阵行列式的解的

集合为

Ｗ＝Ｗ１∪Ｗ２∪Ｗ３∪Ｗ４ （２２）
式（２２）包含以下４种情况：
（１）Ｗ１＝（ｚＢ１－ｚＣ１）ｌ４ｃｏｓθ１－（ｘＢ１－ｘＣ１）ｌ４ｓｉｎθ１＝０，

即杆２和平行四边形短边中点连线在 Ｏｘｚ面上的投
影共线，如图７ａ所示。

（２）Ｗ２＝（ｚＢ２－ｚＣ２）ｌ４ｃｏｓθ２－（ｙＢ２－ｙＣ２）ｌ４ｓｉｎθ２＝０，
即杆１３和杆１２在Ｏｙｚ面上投影共线，如图７ｂ所示。

（３）Ｗ３＝（ｚＢ３－ｚＣ３）ｌ４ｃｏｓθ３－（ｙＢ３－ｙＣ３）ｌ４ｓｉｎθ３＝０，
即杆１１和杆１０在Ｏｙｚ面上的投影共线，如图７ｃ所示。

（４）Ｗ４＝（ｚＢ４－ｚＣ４）ｌ４ｃｏｓθ４－（ｙＢ４－ｙＣ４）ｌ４ｓｉｎθ４＝０，
即杆６和杆 ７在 Ｏｙｚ面上的投影共线，在当前的杆
长条件下不会出现这种情况，因此，这一种奇异位置

不存在。

４２２　输出奇异
此时ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，将矩阵Ｊｐ看作４个行向量，即

Ｊｐ＝［ｅ１ ｅ２ ｅ３ ｅ４］。

为使 ｄｅｔ（Ｊｐ）＝０，有以下３种情况：

图 ７　输入奇异位置

Ｆｉｇ．７　Ｉｎｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　
（１）两个向量线性相关
设 ｋｅ１＝ｅ２（即 ｅ１、ｅ２线性相关），此情形可导出

３种奇异条件，由式（２１）可得：

①ｋ［ｖ１２ ｖ１３］＝［ｖ２２ ｖ２３］，即
ｙＣ１－ｙＢ１
ｚＣ１－ｚＢ１

＝
ｙＣ２－ｙＢ２
ｚＣ２－ｚＢ２

即平行四边形短边中点连线和杆 １２在 Ｏｙｚ平
面上的投影平行，如图８ａ所示。

②ｋｖ１１＝ｖ２１，即
ｙＣ１－ｙＦ
ｘＣ１－ｘＦ

＝
ｙＣ２－ｙＢ２
ｘＣ２－ｘＢ２

即杆１２和杆 ９在 Ｏｘｙ平面上的投影平行，如
图８ｂ所示。

③ｋｖ１４＝ｖ２４，即
ｙＣ２－ｙＢ２
ｘＣ２－ｘＢ２

ｔａｎα＝－１

即杆１２和动平台上球副 Ｓ３３所处的直角边在
Ｏｘｙ平面上的投影垂直，如图８ｂ所示。

图 ８　输出奇异位置（１）

Ｆｉｇ．８　Ｏｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ（１）
　
设 ｋｅ３＝ｅ２（即 ｅ２、ｅ３线性相关），此情形可导出

两种奇异条件：

①ｋ［ｖ３１ ｖ３２ ｖ３３］＝［ｖ２１ ｖ２２ ｖ２３］，即
ｘＣ２－ｘＢ２
ｘＣ３－ｘＢ３

＝
ｙＣ２－ｙＢ２
ｙＣ３－ｙＢ３

＝
ｚＣ２－ｚＢ２
ｚＣ３－ｚＢ３

即杆１２和杆１０平行，如图９ａ所示。
②ｋｖ３４＝ｖ２４，即
ｖ２１（ｓｉｎα－ｃｏｓα）＝ｖ２２（ｓｉｎα＋ｃｏｓα）

即动平台的转角为 －４５°且动平台斜边与 ｘ轴
重合，如图９ｂ所示。
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图 ９　输出奇异位置（２）

Ｆｉｇ．９　Ｏｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ（２）
　
两向量线性相关的其他组合分析与此类似，不

再一一赘述。

（２）３个向量线性相关
设 ｅ２＝ｋ１ｅ１＋ｋ２ｅ４（ｋ１ｋ２≠０），则有

①
ｖ２２
ｖ[ ]
２３

＝ｋ１
ｖ１２
ｖ[ ]
１３

＋ｋ２
ｖ４２
ｖ[ ]
４３

，即

ｙＣ２－ｙＢ２
ｚＣ２－ｚＢ２

＝
ｋ１（ｙＣ１－ｙＢ１）＋ｋ２（ｙＣ４－ｙＢ４）
ｋ１（ｚＣ１－ｚＢ１）＋ｋ２（ｚＣ４－ｚＢ４）

即平行四边形短边中点连线、杆 １２和杆 ６在
Ｏｙｚ平面上的投影不平行，如图１０ａ所示。

②ｋ１ｖ１１＋ｋ２ｖ４１＝ｖ２１，即
ｙＣ１－ｙＦ
ｘＣ１－ｘＦ

＝
ｙＣ２－ｙＢ２
ｘＣ２－ｘＢ２

即杆１２和杆９在 Ｏｘｙ平面上投影平行，如图１０ｂ
所示。

③ｋ１ｖ１４＋ｋ２ｖ４４＝ｖ２４，即
ｙＣ２－ｙＢ２
ｘＣ２－ｘＢ２

ｔａｎα＝－１

即杆１２和动平台上球副 Ｓ３３所处的直角边在
Ｏｘｙ平面上的投影垂直，如图１０ｂ所示。

图 １０　输出奇异位置（３）

Ｆｉｇ．１０　Ｏｕｔｐｕｔｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ（３）
　

其余情况分析过程类似，不再一一赘述。

（３）４个向量线性相关
设 ｅ２＝ｋ１ｅ１＋ｋ２ｅ３＋ｋ３ｅ４（ｋ１ｋ２ｋ３≠０），结合前面

两种情况的分析，此时，ｋ１、ｋ２、ｋ３的值无法解出，此种
情况不存在。

４２３　综合奇异
此时，ｄｅｔ（Ｊｐ）＝ｄｅｔ（Ｊｑ）＝０，即输入奇异和输

出奇异同时发生。例如，取输入奇异中的 Ａ２＝０和

输出奇异中的情况（２），就可以同时满足两个矩阵

的行列式均为 ０，出现综合奇异，三维模型如图 １１

所示。

图 １１　综合奇异位置

Ｆｉｇ．１１　Ｃｏｍｐｒｅｈｅｎｓｉｖｅｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ
　
４３　冗余驱动支链消除奇异位置的说明

从上述奇异位置的分析来看，并联机构的奇异

位置，本质上表现为输入 输出关系的雅可比矩阵

降秩，使末端执行器的自由度发生了变化。假设雅

可比矩阵为一个 ｎ×ｎ的方阵，那么当 ｒａｎｋ（Ｊｐ）＜ｎ

时就意味着机构发生了奇异；为消除奇异，就应使

ｒａｎｋ（Ｊｐ）＝ｎ，为此，可通过冗余驱动支链来实

现
［２０－２１］

。

设一个非冗余机构的雅可比矩阵为 Ｊ，当该机

构出现奇异时，ｒａｎｋ（Ｊ）＝ｎ－ξ＜ｎ，其中，ξ为矩阵

中每一项均为０的行数，由于矩阵的消法不改变矩

阵的秩，故对此矩阵进行消法变换，可得式（２３）中

虚线部分所示的 ｎ×ｎ矩阵。

此时，若增加 ξ个驱动支链，得到一个新的矩阵

Ｊ
























＝

１ ０ … ０ ０ … ０

０ １ … ０ ０ … ０

   ０ ０ … ０

０ ０ ０ １ ０ … ０

０ ０ ０ ０ ０ … ０

      ０

０ ０ ０ ０ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０ １ ０ ０

      

































０ ０ ０ ０ ０ ０ １
（ｎ＋ξ）×ｎ

（２３）

它为一个（ｎ＋ξ）×ｎ的矩阵。该矩阵增加了 ξ

行非零行，此时，ｒａｎｋ（Ｊ）＝ｎ，即消除了机构的奇

异位置。

一般来讲，增加冗余支链驱动的方法有两种，第

１种方法是保持自由度不变，直接在并联机构上增
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加驱动单元，这种方法简单，但会使机构变得不对

称，不利于机构整体的运动；第２种方法是在原并联
机构的基础上，增加一条相同的支链，它并不影响自

由度变化，这种方法不仅使并联机构对称、刚度和稳

定性好，而且可避免奇异位置。本文采用第 ２种方
法，增设一条冗余驱动支链｛ Ｒ５１ Ｒ５２ Ｒ５３ ｝，其结
构与其右边的｛ Ｒ４１ Ｒ４２ Ｒ４３ ｝完全一致，如图 １、
图４所示。

该机构原本的雅可比矩阵为一个４×４的方阵，
通过上述奇异位置分析可知，当有两向量线性相关

时，会发生奇异，使得 ｒａｎｋ（Ｊｐ）＝３＜４。但当加入
这样一条冗余支链后，其雅可比矩阵变为５×４的矩
阵，此时 ｒａｎｋ（Ｊｐ）＝４，即该矩阵满秩，机构的奇异
位置被消除了。因此，该并联机构增设左边的冗余

驱动支链，可使机构的奇异位置消除，同时，提高了

机构的刚度和稳定性。

５　速度与加速度分析

５１　速度公式推导
式（１８）的４个方程，可表示成唯一形式：ｆ（ｘ，ｙ，

ｚ，α）＝０，全微分后可得

Ｊｐ

ｄｘ
ｄｙ
ｄｚ
ｄ













α

＝Ｊｑ

ｄθ１
ｄθ２
ｄθ３
ｄθ













４

（２４）

对式（２４）两边同时除以 ｄｔ得

ＪｐＸ
·

＝Ｊｑｑ
·

其中 Ｘ
·

＝［ｘ· ｙ· ｚ· α·］

ｑ· ＝［θ
·

１ θ
·

２ θ
·

３ θ
·

４］

当机构不存在奇异位置时，Ｊｐ可逆，则

Ｘ
·

＝Ｊ－１ｐ Ｊｑｑ
·

（２５）
式（２５）即为动平台原点 ｐ的速度正解公式。

５２　加速度公式推导

取式（２４）对时间 ｔ求导，可得

Ｊｐ

ｘ··

ｙ··

ｚ··

α













··

＋Ｊｑ

θ
··

１

θ
··

２

θ
··

３

θ
··

















４

＋

Ｋ１
Ｋ２
Ｋ３
Ｋ













４

＝０ （２６）

令 Ｋ０＝［Ｋ１ Ｋ２ Ｋ３ Ｋ４］

表示式（２４）中 Ｊｐ和 Ｊｑ内各项元素对时间 ｔ的导数。
当机构不存在奇异位置时，Ｊｐ可逆，则

Ｘ
··

＝Ｊ－１ｐ Ｊｑｑ
··－Ｊ－１ｐ Ｋ０ （２７）

式（２７）即为动平台原点 ｐ的加速度求解公式。
５３　算例与仿真

取４个主动臂的输入角运动规律分别为 θ１＝

１０°ｃｏｓｔ、θ２＝－１０°ｃｏｓｔ、θ３＝１０°ｃｏｓｔ、θ４＝１５°ｃｏｓｔ。

则其输入角速度、加速度变化规律分别为ｑ· ＝
［－１０°ｓｉｎｔ，１０°ｓｉｎｔ，－１０°ｓｉｎｔ，－１５°ｓｉｎｔ］、ｑ··＝
［－１０°ｃｏｓｔ，１０°ｃｏｓｔ，－１０°ｃｏｓｔ，－１５°ｃｏｓｔ］。

通过 Ｍａｔｌａｂ软件编程计算，得到动平台 １的速
度与加速度，分别如表２、３所示。

表 ２　动平台速度

Ｔａｂ．２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

时间

ｔ／ｓ

ｘ·／

（ｍｍ·ｓ－１）

ｙ·／

（ｍｍ·ｓ－１）

ｚ·／

（ｍｍ·ｓ－１）

α·／

（ｒａｄ·ｓ－１）
１ －４９９５ ２１０３１ －３８８９６ ０２０１

２ －１６９４ １７８７７ －４９３１５ ０１８６

３ －０１０２ ２１４１ －８０１７ ００２４

４ １０００ －１３４２０ ４１９９９ －０１４３

５ ４０９９ －２３８２４ ４６８４１ －０２３１

表 ３　动平台加速度

Ｔａｂ．３　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ

时间

ｔ／ｓ

ｘ··／

（ｍｍ·ｓ－２）

ｙ··／

（ｍｍ·ｓ－２）

ｚ··／

（ｍｍ·ｓ－２）

α··／

（ｒａｄ·ｓ－２）
１ ２８９４ １７２９４ －３２７０９ ０１７２

２ ２８４０ －１４９９６ １７６８８ －０１３７

３ ０７４２ －１５１６５ ５６１７９ －０１６８

４ ２０４９ －１６１３９ ３３５６９ －０１６０

５ ３３７２ ２８７７ －２２６１８ ００４４

　　同时，将该并联机构的三维模型，通过 Ｓｏｌｉｄ
Ｗｏｒｋｓ导入到 ＡＤＡＭＳ软件中进行仿真，得到动平台
的速度与加速度曲线，分别如图１２、１３所示。

图 １２　动平台速度

Ｆｉｇ．１２　Ｖｅｌｏｃｉｔｙｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　
通过分别对比表２和图１２，以及表３和图１３可

以发现：

（１）运用 Ｍａｔｌａｂ对式（２４）～（２７）进行编程计
算得到的数值，与运用 ＡＤＡＭＳ仿真得到的曲线基
本一致，从而验证了所推导的速度与加速度公式的

正确性。
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图 １３　动平台加速度

Ｆｉｇ．１３　Ａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｍｏｖｉｎｇｐｌａｔｆｏｒｍ
　
（２）该机构动平台的速度、加速度曲线，变化连

续平稳、无突变峰值，具有较好的运动稳定性。

６　结论

（１）揭示了４自由度３Ｔ１Ｒ并联机构的 ＰＯＣ、自
由度、耦合度、运动耦合性等主要拓扑特征，简化了

其运动学分析过程，建立了该机构基于序单开链的

仅含一个虚拟变量的位置正解求解方程，并用一维

搜索方法求解了机构的位置正解。

（２）基于导出的逆解公式，得到了该机构的工
作空间和转动能力，得知其工作空间连续且具有良

好的对称性，且动平台具有较大的转动能力。

（３）得到了该机构可能存在的 ３种奇异位置及
其出现的几何条件。
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