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空间刚柔耦合并联机器人动力学求解策略
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摘要：针对空间刚柔耦合并联机器人在动力学方程求解过程中存在的违约问题，提出了一种基于瞬态刚体校正法

的非线性动力学模型求解方法。利用自然坐标法和绝对节点坐标法构建该 ３ ＲＲＲＵ并联机器人的正动力学模型

与逆动力学模型，考虑各支链柔性空间梁单元的剪切效应，并可描述其大范围非线性弹性变形。基于自然坐标法

和刚性机构的运动学模型，分别提出 ２种动力学模型的瞬态刚体校正法，同时从系统能量等角度总结出获取该动

力学系统稳定因果解的求解策略。仿真结果表明，动力学方程的求解精度为１０－６，约束方程的相容误差为１０－８，满

足工程应用的要求，且有效地改善了动力学系统的综合收敛性能。通过圆形轨迹跟踪实验可知，与理想刚性模型

的控制方法相比，基于逆动力学稳定因果解构建控制方法最大跟踪误差降低了０３７２ｍｍ，圆度误差降低了 １４６ｍｍ；

各柔性杆上特征点处主应变测量值与理论计算值均处同一数量级，且具有相同的变化趋势，从而验证了该方法的

有效性。
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０　引言

柔性多体系统由于建模复杂和求解困难一直是

动力学领域研究的热点
［１－５］

。在建模方法上，运动

弹性动力学法的模型简单，但忽略了大范围刚体运

动与弹性变形之间的耦合特性，仅将二者进行线性



叠加，故无法对弹性体大变形进行精确描述
［６－８］

。

浮动坐标系法将构件的弹性变形与大范围刚体运动

构建为零次耦合模型，适用于描述小变形的场合，由

于刚柔耦合项的存在，使复杂柔性机构的求解变得

十分困难
［９－１１］

。ＳＨＡＢＡＮＡ等［１２－１４］
提出了绝对节

点坐标法，它使用绝对位置坐标及其变形梯度作为

柔性体单元的节点坐标，可直接描述柔性体大范围

刚体运动和大弹性变形以及二者的非线性耦合特

性，但复杂的应变能形式降低了动力系统的求解效

率。虽可通过引入稀疏不变矩阵加以改善
［１５］
，但求

解时应规避泊松闭锁问题。

通常隐式积分法在求解多体系统的刚性微分方

程时更为有效
［１６］
。ＨＵＳＳＥＩＮ等［１７］

将隐式 ＨＨＴ Ｉ３
法与显式 ＡＤＡＭＳ法作了比较；由于 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ α
数值迭代法可对高频模态实现可控的人工耗

散
［１８－１９］

，求解效率较高。目前，非因果解仍然是评

判柔性系统逆动力学解特性的重要标准，因为它能

求出唯一有界解
［２０］
。但该方法不适于具有高度非

线性弹性力项的动力系统，应构建合理的求解方法

来寻求多体系统高效稳定的数值因果解，同时还应

考虑约束条件下动力系统的相容性问题。本文研究

３ ＲＲＲＵ空间刚柔耦合并联机器人动力学模型稳
定因果解的求解策略。

１　刚性构件与柔性构件的质量矩阵

由于空间３ ＲＲＲＵ并联机构中含有刚性梁单
元、刚性三角动平台和柔性梁单元，所以应先分别求

出其质量矩阵以便构建系统的动力学方程。

１１　空间刚性梁单元的质量矩阵
图 １基于自然坐标法描述了一种各向同性、质

量分布均匀且横截面一致的空间刚性梁单元。梁的

中性线上任意一点的绝对位置矢量可表示为

ｒｉ（ｘ）＝ｒｊｉ＋ｘ（ｒｊ＋１ｉ－ｒｊｉ）／｜ｒｊ＋１ｉ－ｒｊｉ｜＝Ｓｒｑｉ （１）
其中

ｑｉ＝［ｘｊｉ ｙｊｉ ｚｊｉ ｘｊ＋１ｉ ｙｊ＋１ｉ ｚｊ＋１ｉ］
Ｔ
（２）

Ｓｒ＝［１－ｘ／ｌｉ ｘ／ｌｉ］Ｉ３ （３）

式中　Ｓｒ———刚性梁的形函数，Ｓｒ∈Ｒ
３×６

ｑｉ———刚性梁的自然坐标矢量，ｑｉ∈Ｒ
６

———克罗内科张量积
根据惯性力的虚功率计算公式

［２０］
，刚性梁单元

的质量矩阵可表示为

Ｍ＝ρｉＶＳＴｒＳｒｄＶ＝
ｍｉ／３ ｍｉ／６

ｍｉ／６ ｍｉ／[ ]３Ｉ３ （４）

式中　ρｉ、ｍｉ———刚性梁密度、质量
显然，式（４）描述的质量矩阵为对称的常数矩阵。

图 １　ＮＣＦ法描述的空间刚性梁单元模型

Ｆｉｇ．１　ＳｐａｔｉａｌｒｉｇｉｄｂｅａｍｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｎＮＣＦ
　
１２　刚性三角形平台的质量矩阵

一种基于自然坐标法描述的各向同性、质量分

布均匀且厚度一致的空间正三角形平台如图 ２所
示，其外接圆的半径为 ｒ。为求其质量矩阵，引入两
个空间基点 Ａ４１与 Ａ４２以及在局部坐标系 ｏｘｙｚ下描述
的两个单位矢量 ｕ和 ｖ。这两个基点亦可在局部系
下分别用矢量ｒｉ和ｒｊ来描述。三角形平台上任意一

点在全局坐标系下的度量为
［２０］

ｒ＝Ｃｑａ （５）
式中　Ｃ———三角平台形函数，Ｃ∈Ｒ３×１２

ｑａ———三角平台自然坐标矢量，ｑａ∈Ｒ１２

由惯性力的虚功率可得出该平台的质量矩阵

ＭＰ＝ρＶＣＴＣｄＶ＝
ｍＰ／６ ｍＰ／１２ ｍＰ／１２

ｍＰ／１２ ｍＰ／６ ｍＰ／１２

ｍＰ／１２ ｍＰ／１２ ｍＰ／











６
Ｉ３

（６）
式中　ρ、ｍＰ———三角形平台密度、质量

该质量矩阵为对称的常数矩阵。对应的自然坐

标矢量为

ｑＰ＝［ｘ３ ｙ３ ｚ３ ｘ６ ｙ６ ｚ６ ｘ９ ｙ９ ｚ９］Ｔ

（７）
式中　ｘｉ、ｙｉ、ｚｉ（ｉ＝３，６，９）———平台顶点的自然坐标

图 ２　ＮＣＦ法描述的空间刚性三角形平台模型

Ｆｉｇ．２　ＳｐａｔｉａｌｒｉｇｉｄｔｒｉａｎｇｕｌａｒｐｌａｔｆｏｒｍｄｅｓｃｒｉｂｅｄｉｎＮＣＦ
　
１３　空间柔性梁单元的质量矩阵

利用绝对节点坐标法
［１２］
，可求出各向同性、质

量分布均匀且横截面一致的空间柔性梁单元的质量

矩阵

Ｍｉｊ＝ＶｉｊρｉｊＳｉｊ
ＴＳｉｊｄＶｉｊ （８）

式中　ρｉｊ、Ｖｉｊ———柔性梁密度、体积
Ｓｉｊ———柔性梁单元形函数
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柔性梁单元的质量矩阵为对称的常数矩阵，该

单元的节点坐标矢量 ｅｉｊ为
ｅｉｊ＝（ｒｉｊｍＴ，ｒｉｊｍＴｘ ，ｒ

ｉｊｍＴ
ｙ ，ｒ

ｉｊｍＴ
ｚ ，ｒ

ｉｊｎＴ
，ｒｉｊｎＴｘ ，ｒ

ｉｊｎＴ
ｙ ，ｒ

ｉｊｎＴ
ｚ ）

Ｔ
（９）

式中　ｍ、ｎ———梁单元的首端点、末端点
ｒｉｊｍ、ｒｉｊｎ———首末端点处绝对位置矢量
ｒｉｊｋｘ、ｒ

ｉｊｋ
ｙ、ｒ

ｉｊｋ
ｚ———首末端点处绝对节点的变形

梯度矢量（ｋ＝ｍ，ｎ）

２　刚柔耦合并联机器人的动力学方程

２１　３ ＲＲＲＵ刚柔耦合并联机器人
３ ＲＲＲＵ并联机器人如图 ３所示，它由静平

台、动平台及３条结构对称的支链组成，其中静平台
和动平台为等边三角形，各支链包含 ３个运动杆件
（前２个杆件为刚性杆，最后 １个杆件为柔性杆）、
３个转动副和１个虎克铰。所有运动关节都是刚性
关节，与静平台相连的转动副为驱动副。图 ４给出
了利用自然坐标法和绝对节点坐标法构建动力学方

程时各个杆件广义坐标的定义方式。

图 ３　３ ＲＲＲＵ刚柔耦合并联机器人

Ｆｉｇ．３　３ ＲＲＲＵｒｉｇｉｄｆｌｅｘｉｂｌｅｐａｒａｌｌｅｌｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
１．静平台　２．刚性杆　３．柔性杆　４．动平台　５．虎克铰　６．转

动关节　７．驱动关节
　

图 ４　并联机器人的广义坐标

Ｆｉｇ．４　Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｏｆｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　

由于图４中各支链前 ２个杆件可简化为平面刚
性梁单元，所以使用２个自然坐标 ｘｉ和 ｚｉ（ｉ＝１，４，７）
即可描述其运动。柔性杆构建为由绝对节点坐标法

描述的柔性梁单元模型，其中节点坐标分量 ｅｉｊｋ（ｋ＝１，
２，３，１３，１４，１５）为首末节点的绝对位置坐标，式（９）描
述变形梯度的坐标分量未在图中列出。因此，描述该

并联机构的广义坐标总数为７８个。

２２　并联机器人正动力学模型
根据能量原理和前述的刚性、柔性构件的质量

矩阵可求出系统的拉格朗日动力学方程，由于此时

驱动杆件的动力学参数是已知的，因此该机构在约

束条件下的正动力学模型为

Ｍｑ··＝Ｑｇ＋Ｑ′＋Ｑｅ－Φ
Ｔ
ｑλ

Φ（ｑ，ｔ）＝{ ０
（１０）

其中，系统的广义坐标矢量可表示为

ｑ＝［ｘ１ ｚ１ ｅ１１Ｔ ｘ４ ｚ４ ｅ２１Ｔ ｘ７ ｚ７ ｅ３１Ｔ］Ｔ

（１１）
式中　Ｍ———系统的常质量矩阵

Ｑｇ———广义重力矢量
Ｑ′———广义驱动力矩矢量
Ｑｅ———广义弹性力矢量
Φ———系统约束方程
Φｑ———系统约束方程的雅可比矩阵
λ———拉格朗日乘子矢量
ｑ———系统的广义坐标矢量

为了便于求解，广义坐标矢量中包含了 Ａ１１、Ａ１２
和 Ａ１３处已知的自然坐标 ｘｉ和 ｚｉ（ｉ＝１，４，７）。

由于正动力学模型在系统约束条件下进行求

解，因此，首先列出第１支链的几何约束方程
（ｘ１＋Ｒ）

２＋ｚ２１－ｌ
２
１＝０

（ｅ１１１ －ｘ１）
２＋（ｅ１１３ －ｚ１）

２－ｌ２２＝０

ｅ１１２ ＝０

ｅ１１１１＝０

ｅ１１１０（ｅ
１１
１ －ｘ１）＋ｅ

１１
１２（ｅ

１１
３ －ｚ１）＝０

ｅ１１２２（ｅ
３１
１３－ｅ

２１
１３）＋ｅ

１１
２３（ｅ

３１
１４－ｅ

２１
１４）＋ｅ

１１
２４（ｅ

３１
１５－ｅ

２１
１５）















＝０

（１２）
式（１２）中，前２个约束方程描述了 ２个刚性杆的长
度约束；第３个约束方程表明第 ２个刚性杆只做平
面运动；其他方程则是对刚性转动关节和刚性虎克

铰进行约束。同理，另２条支链亦可列写１２个约束
方程。最后，刚性动平台的约束方程为

（ｅ１１１３－ｅ
２１
１３）

２＋（ｅ１１１４－ｅ
２１
１４）

２＋（ｅ１１１５－ｅ
２１
１５）

２－３ｒ２＝０

（ｅ２１１３－ｅ
３１
１３）

２＋（ｅ２１１４－ｅ
３１
１４）

２＋（ｅ２１１５－ｅ
３１
１５）

２－３ｒ２＝０

（ｅ３１１３－ｅ
１１
１３）

２＋（ｅ３１１４－ｅ
１１
１４）

２＋（ｅ３１１５－ｅ
１１
１５）

２－３ｒ２
{

＝０

（１３）
因此，正动力学模型的全部约束方程为２１个。

２３　并联机器人逆动力学模型
并联机器人逆动力学模型与式（１０）具有相同

的形式，但是由于各支链的驱动力矩τ１、τ２和τ３均为
未知量，故需要添加 ３个新的约束方程才能进行求
解。约束条件下的逆动力学模型为
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Ｍｑ··＝Ｑｇ＋Ｑ′＋Ｑｅ－Φ
Ｔ
ｑλ

Φ（ｑ，ｔ）＝０
ΦＴ（ｑ，ｔ）

{
＝０

（１４）

式中　ΦＴ———新添加的３个约束方程

（ｅ１１１３＋ｅ
２１
１３＋ｅ

３１
１３）／３－ｘｐ＝０

（ｅ１１１４＋ｅ
２１
１４＋ｅ

３１
１４）／３－ｙｐ＝０

（ｅ１１１５＋ｅ
２１
１５＋ｅ

３１
１５）／３－ｚｐ

{
＝０

（１５）

式中　ｘｐ、ｙｐ、ｚｐ———动平台中心点 Ｐ处运动轨迹
由于其他约束方程与正动力学模型中的完全相

同，故逆动力学模型的全部约束方程为２４个。

３　刚柔耦合动力学系统的求解策略

３１　动力学方程的数值积分法与相容性问题
由于描述系统动力学模型的微分方程具有刚性

特性，所以利用 Ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ α法对高频分量实现
可控的数值耗散能准确地求出系统方程的数值解。

作为一种隐式数值积分法，在迭代求解时应将系统

正、逆动力学方程分别改写为

Ｍｑ··ｎ＋１＋（Φ
Ｔ
ｑλ）ｎ＋１－Ｑｇ（ｑｎ＋１）－Ｑｅ（ｑｎ＋１）－Ｑ′＝０

Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）{ ＝０

（１６）

Ｍｑ··ｎ＋１＋（Φ
Ｔ
ｑλ）ｎ＋１－Ｑｇ（ｑｎ＋１）－Ｑｅ（ｑｎ＋１）－

　　Ｑ′（ｑｎ＋１，Ｍｎ＋１）＝０

Φ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）＝０

ΦＴ（ｑｎ＋１，ｔｎ＋１）













＝０

（１７）
为保证动力学模型的数值解满足系统的求解精

度要求，应对式（１０）和式（１４）中的动力学方程和约
束方程的误差函数进行定义。其中，正动力学方程

和约束方程的误差函数分别定义为

ＥＤｙｎ＝‖Ｍ（ｑ
··
，ｑ，λ，ｔ）‖ ＝ ∑

７８

ｋ＝１
Ｍｋ（ｑ

··
，ｑ，λ，ｔ）

槡
２

（１８）

ＥＣｏｎ＝‖Φ（ｑ，ｔ）‖ ＝ ∑
２１

ｋ＝１
Φｋ（ｑ，ｔ）槡

２
（１９）

对于逆动力学系统，其约束方程的误差函数还

需在式（１９）中添加由 ΦＴ描述的３个约束方程。由
于误差函数采用了平方和的根式形式，所以对一个

给定的误差预设值，能够保证任意一个迭代方程的

计算误差都小于该预设值。为了综合考虑该动力系

统的迭代误差，将动力学方程和约束方程的误差函

数之和定义为该系统的误差函数。

利用上述方法迭代求解时，初始阶段动力学方

程的收敛速度比较快，系统误差明显下降，但由于系

统方程具有刚性特性，该误差的下降幅度会逐渐减

小。随着迭代过程的不断深入，系统误差不会进一

步降低反而会不断升高，产生这一现象的原因是系

统约束方程的迭代误差正在不断增加，这说明动力

学方程在求解过程中与几何约束方程所保持的相容

性原则被破坏。而出现该问题的根源在于系统中刚

性构件与柔性构件的运动状态是在不同时间尺度下

变化的，但二者却混合在一起进行积分，造成了描述

刚性构件运动的自然坐标与描述柔性构件运动的绝

对节点坐标在迭代时的更新速率不同，从而破坏了

系统动力学方程与约束方程的相容性。

为解决该问题，提出一种瞬态刚体校正法，它的

基本思想是：在迭代求解过程中，将当前已产生变形

的并联机构视为一个刚性机构，倘若此时相容性原

则被破坏，则必须在该瞬时状态对该刚性机构的运

动学模型进行重构求解，由于此刻的运动学模型与

刚柔耦合动力系统的约束方程相容，同时能保持柔

性杆的变形状态与弹性力不变，所以该校正法提供

的辅助搜索路径或迭代路径能够保持动力学方程与

几何约束方程的相容性。此时可利用自然坐标法描

述各个构件的瞬时运动状态，即先将图 ４中 Ａ２ｉ（ｉ＝
１，２，３）点处的绝对节点坐标依次改为自然坐标（ｘ２，
ｙ２，ｚ２）、（ｘ５，ｙ５，ｚ５）和（ｘ８，ｙ８，ｚ８）；然后再将Ａ４ｉ（ｉ＝
１，２，３）点处的绝对节点坐标依次改为自然坐标（ｘ３，
ｙ３，ｚ３）、（ｘ６，ｙ６，ｚ６）和（ｘ９，ｙ９，ｚ９）。
３２　正动力学瞬态刚体校正法

由于已知驱动杆件的运动状态，故只需对其他

刚性构件和被视为刚性构件的柔性杆的运动状态进

行校正，第１支链的瞬时几何约束方程为
（ｘ２－ｘ１）

２＋（ｚ２－ｚ１）
２－ｌ２２＝０

（ｘ３－ｘ２）
２＋ｙ２３＋（ｚ３－ｚ２）

２－ｌ２３１＝０

（ｘ２－ｘ１）（ｚ３－ｚ１）／ｌ２－（ｘ３－ｘ１）（ｚ２－ｚ１）／ｌ２－ｄ１＝０

ｕ３ｘ（ｘ６－ｘ９）＋ｕ３ｙ（ｙ６－ｙ９）＋ｕ３ｚ（ｚ６－ｚ９）













＝０

（２０）
其中，前２个方程约束了第 ２杆和第 ３杆的端点长
度；第３个方程是柔性杆上 Ａ４１点到一个给定平面的
距离约束（距离为 ｄ１），该平面通过 Ａ２１点并与第 ２
转动副的轴线相垂直；最后一个方程约束了虎克铰

２个转动副的轴线，其中 ｕ３ｘ、ｕ３ｙ和 ｕ３ｚ为虎克铰第 １
转动副轴线的全局坐标。同理，可列出其他 ２个支
链的８个瞬时几何约束方程。最后，三角形刚性动
平台的瞬时几何约束方程为

（ｘ３－ｘ６）
２＋（ｙ３－ｙ６）

２＋（ｚ３－ｚ６）
２－３ｒ２＝０

（ｘ６－ｘ９）
２＋（ｙ６－ｙ９）

２＋（ｚ６－ｚ９）
２－３ｒ２＝０

（ｘ９－ｘ３）
２＋（ｙ９－ｙ３）

２＋（ｚ９－ｚ３）
２－３ｒ２

{
＝０

（２１）
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正动力学瞬态刚体校正法是综合利用这 １５个
约束方程来重构该瞬时刚性机构的运动学模型。

３３　逆动力学瞬态刚体校正法

此时已知末端执行器的运动状态，需要校正各

支链构件及动平台的运动状态，第 １支链的 ５个瞬
时几何约束方程包含式（２０）和以下约束方程

（ｘ１＋Ｒ）
２＋ｚ２１－ｌ

２
１＝０ （２２）

以上方程约束了驱动杆的长度；同理，可列出其

他 ２支链的 １０个瞬时几何约束方程。最后三角形
刚性动平台的 ６个瞬时几何约束方程包含式（２１）
和以下约束方程

（ｘ３＋ｘ６＋ｘ９）／３－ｘｐ＝０

（ｙ３＋ｙ６＋ｙ９）／３－ｙｐ＝０

（ｚ３＋ｚ６＋ｚ９）／３－ｚｐ
{

＝０

（２３）

逆动力学瞬态刚体校正法是综合利用这 ２１个
约束方程来重构该瞬时刚性机构的运动学模型。

３４　刚柔耦合并联机机器人的动力学求解策略

为了获得刚柔耦合系统稳定的数值因果解，除

了要满足相容性条件外，还应该从系统能量、求解稳

定性、初值点的选取等角度来评价和筛选动力系统

的数值解，求解原则如下：

（１）从理论上讲，约束条件下动力学方程的解
有无穷多组，故在求解过程中应寻求一组能量最优

解。若其解析形式难以求出，则求解方法必须有能

力对解集进行筛选，并最大限度地减少系统耗能，来

降低残余能量在非采样点处引起的振动。

（２）求解方法应保证各个采样点处动力学参数
的解具有良好的平滑性与一致性，在降低系统耗能

的前提下，根据具体运动情况将其变化率控制在合

理的范围内，来保证系统能量输出的可持续性与稳

定性，避免出现大幅度的能量波动现象。

（３）由于动力学模型存在刚性特性，为了提高
求解效率和计算精度，应对运动起始点的初始状态

（初值点）单独进行迭代求解。若初值点为静止状

态，则应根据系统的动力学模型推导出相应的静力

学方程，并对其进行迭代求解。

（４）在求解过程中，针对动力学方程与约束方
程之间存在的相容性问题，应合理高效地寻求与之

相容的迭代路径搜索方法，不断降低系统的迭代误

差，避免求解失败。

（５）大变形柔性构件的建模缺陷会导致在求
解过程中出现泊松闭锁问题

［２１］
，可采用缩减积

分法解决该问题。另一种方法是建模时使用新

型柔性梁单元模型
［２２］
，来彻底规避该闭锁问题

的发生。

４　求解实例与实验分析

刚柔耦合 ３ ＲＲＲＵ并联机器人的仿真物理
参数如表 １所示。其静平台和动平台的外接圆
半径分别为 ０１７５ｍ和 ００６ｍ。各柔性杆的杨
氏弹性模量 Ｅ为 ６９×１０８Ｐａ，泊松比 ν为 ０３，
截面为圆形，截面半径为 ００１ｍ。各杆件的质量
分布均匀。

表 １　３ ＲＲＲＵ并联机器人的仿真物理参数

Ｔａｂ．１　Ｐｈｙｓｉｃａｌｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆ３ ＲＲＲＵｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ

　杆件 １ ２ ３ 动平台

质量／ｋｇ ２０ ０３ １２ ０３

长度／ｍ ０３７５ ００９０ ０８１５

４１　正动力学模型求解实例
正动力学模型在求解时需要已知驱动杆的运动

状态，为此先按照一个给定轨迹求出理想的全刚性

３ ＲＲＲＵ并联机器人驱动杆的运动状态，然后将其
作为当前刚柔耦合并联机器人正动力学模型的已知

量，来求解末端执行器的运动状态。为验证求解策

略的可行性，将末端执行器运动轨迹设为平面ＺＧ＝
－０８ｍ上半径为０１ｍ的一个标准圆周，其额定运
动速度设为０５ｍ／ｓ。为使运动轨迹更平滑，这里引
入 Ｓ 型加减速机制。在求解过程中，将动力学方程
和约束方程的误差函数阈值分别设为 １０－６和 １０－８。
图５为已知的刚性并联机构的驱动力矩，此时求出
的末端执行器实际运动轨迹及其与理想圆周的位置

误差如图６所示；动平台法向量与全局坐标系 ＺＧ轴
的夹角如图７所示。

图 ５　正动力学模型的输入驱动力矩

Ｆｉｇ．５　Ａｃｔｕａｔｅｄｔｏｒｑｕｅｓｏｆｅａｃｈｌｉｍｂｆｏｒｆｏｒｗａｒｄｄｙｎａｍｉｃｓ
　
从上述结果可知，末端执行器的运动轨迹不是

标准圆周，在 ｘ轴方向的轨迹偏差最大，其最大值为
８７×１０－３ｍ，而其余 ２个方向的偏差均低于 ２×
１０－３ｍ，这与坐标系的摆放位置和机构的空间位姿
有关。由于柔性杆的变形使得动平台无法保持平动

状态。所以根据刚性模型的逆动力学解对刚柔耦合

机构实施控制无法得到令人满意的效果。

各支链柔性杆中心点处的横向变形
［１２］
与剪切

角如图８所示。二者均呈现出非线性的变化趋势，
其中前者的变化过程不具有周期对称性；而后者的
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图 ６　末端执行器的空间运动轨迹和位置误差

Ｆｉｇ．６　Ｓｐａｔｉａｌｔｒａｊｅｃｔｏｒｙａｎｄｅｒｒｏｒｓｏｆｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒ
　

图 ７　动平台法向量与 ＺＧ轴的夹角

Ｆｉｇ．７　ＡｎｇｌｅｂｅｔｗｅｅｎｐｌａｔｆｏｒｍｎｏｒｍａｌｖｅｃｔｏｒａｎｄＺＧａｘｉｓ
　
幅值比较小，其原因是柔性杆的纵向尺寸远大于其

横向尺寸，这符合 Ｅｕｌｅｒ Ｂｅｒｎｏｕｌｌｉ梁的假设。图 ９
记录了约束方程和动力学方程的误差函数值，它们

均满足系统求解前预设的误差阈值。这验证了正动

力学瞬态刚体校正法的可行性和有效性。

图 １０　末端执行器的运动状态

Ｆｉｇ．１０　Ｓｔａｔｅｓｏｆｅｎｄｅｆｆｅｃｔｏｒ

４２　逆动力学模型求解实例
依然采用正动力学中末端执行器的规划轨迹和

规划速度，根据求解策略求出驱动构件和柔性杆的

运动状态，通过引入 Ｓ型加减速机制来适当缩短系
统的加减速过程。图１０ａ、１０ｂ给出了末端执行器运
动状态的迭代求解值与理想值的误差，其中运动轨

迹和速度与理想值都十分接近，二者的误差分别低

于２×１０－１１ｍ和 ３×１０－８ｍ／ｓ，这满足大多数理论
分析与工程应用的要求。其次，图 １０ｃ中给出的动
平台法向量与 ＺＧ轴的夹角呈现出周期性的变化规
律，其最大值为 ５３°，出现在起止位置处；匀速运动
段中该夹角低于 ０５°，而且变化过程平稳，无大幅
度振动的现象发生，这说明所求的逆动力学解能通

图 ８　柔性杆中心点的横向变形和剪切角

Ｆｉｇ．８　Ｔｒａｎｓｖｅｒｓｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｎｄｓｈｅａｒａｎｇｌｅｓｏｆ

ｍｉｄｐｏｉｎｔｓｏｆｆｌｅｘｉｂｌｅｌｉｎｋｓ
　

图 ９　迭代求解过程中约束方程误差和动力学方程误差

Ｆｉｇ．９　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｔａｎｄｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ
　

过控制驱动杆的运动状态实现刚柔耦合机器人平稳

的轨迹跟踪控制。

此时驱动力矩和驱动角位移如图 １１ａ、１１ｃ所

示，由于动平台不再保持平动状态，所以各驱动力矩

之间以及角位移之间的对称性已被完全破坏。其

中，驱动力矩最大值出现在第 ２支链为 －１１１Ｎ·ｍ，

最小值出现在第 １支链为 －８３Ｎ·ｍ；驱动角位移

的正向最大值出现在第１支链为 ９８°。图 １１ｂ、１１ｄ
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将驱动力矩和驱动角位移与理想刚性模型的对应值

进行了比较，其偏差呈现出非线性的变化特征，其中

第２支链驱动力矩的偏差值最大为 －０３９Ｎ·ｍ；而
第１支链的角度偏差最大为 ０８４°。各柔性杆中心
点处横向变形与剪切角如图 １１ｅ、１１ｆ所示，二者均
呈现出非常规范的周期性变化规律，其中第 １支链

柔性杆的横向变形量最大为 ７７３ｍｍ；而剪切角均
小于００００４°，符合细长梁的假设。从以上分析可
知，基于逆动力学解的控制方法是通过控制驱动杆

的关节变量来合理地控制弹性杆的变形状态，从而

保证末端执行器准确平稳地按照理想圆周轨迹进行

运动。

图 １１　驱动杆与柔性杆的运动状态

Ｆｉｇ．１１　Ｓｔａｔｅｓｏｆａｃｔｕａｔｅｄｌｉｎｋｓａｎｄｆｌｅｘｉｂｌｅｌｉｎｋｓ
　

　　约束方程和动力学方程的误差函数值如图 １２

所示，二者均低于预设值 １０－８和 １０－６，这也充分验

证了逆动力学瞬态刚体校正法的有效性。

图 １２　约束方程与动力学方程的迭代误差

Ｆｉｇ．１２　Ｉｔｅｒａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｓｏｆｃｏｎｓｔｒａｉｎｔａｎｄｄｙｎａｍｉｃｅｑｕａｔｉｏｎｓ
　
４３　运动控制实验

为验证求解策略的有效性，所搭建的实验平台

包含刚柔耦合３ ＲＲＲＵ并联机器人，其柔性杆的弹

性模量为 ６９×１０１０Ｐａ，其他参数与计算实例中相

同；驱动关节通过高精密减速器由交流伺服电机驱

动，并采用绝对位置编码器提供关节角度，分辨率为

０００５５°；多轴运动控制器采用ＰｏｗｅｒＰＭＡＣ，插补周

期２２１μｓ；测量设备采用 ＦＡＲＯ型激光跟踪仪，重复
定位精度为００２ｍｍ。实验前首先要对系统中的机
械设备、电控设备和测量设备进行调试和标定。然

后，将逆动力学模型的稳定因果解输入给控制器进

行轨迹跟踪控制。利用激光跟踪仪对测量靶标的圆

心点进行定位，实时记录末端执行器的空间运动轨

迹，如图１３所示。由于定位靶标的接触面为球面，
其圆心到末端执行器的垂直距离为 ２５ｍｍ，因此，实
际测量的空间轨迹与末端执行器的运动轨迹会存在

偏差。

图 １３　激光跟踪仪测量系统

Ｆｉｇ．１３　Ｌａｓｅｒｔｒａｃｋｅｒｍｅａｓｕｒｉｎｇｓｙｓｔｅｍ
　
实验包含两部分：令动平台承载 １６ｋｇ负载，

首先，根据逆动力学求解策略研究求解实例中圆周

轨迹的跟踪性能；其次，测量柔性杆上特征点的轴向

主应变，并与理论值作比较。为便于对比分析，实验

过程中将分别基于理想刚性模型和刚柔耦合模型的

逆动力学解来控制机器人，通过测量末端执行器的

空间位置、轨迹精度以及柔性杆上特征点的应变值，
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来验证求解策略的有效性。

在研究轨迹跟踪性能时，利用激光跟踪仪分别

测量两种模型下的圆周轨迹，如图１４所示。图中圆
弧上引出的直线段表示运动轨迹与拟合圆之间的误

差，其长度代表拟合误差的幅值。由表 ２的测量结
果可知，二者在拟合直径上的差距为 ０１５３ｍｍ，但
后者的圆度误差降低了 １４６ｍｍ，轨迹最大误差降
低了０３７２ｍｍ，最小误差降低了 ００２９ｍｍ。从以
上对比可知，基于刚柔混合动力学模型的控制效果

优于基于理想刚性模型的控制效果。这进一步验证

了所述控制方法的有效性。

图 １４　带载情况下的轨迹跟踪实验

Ｆｉｇ．１４　Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔｓｗｉｔｈｐａｙｌｏａｄ
　

表 ２　圆周轨迹跟踪测量结果
Ｔａｂ．２　Ｃｉｒｃｕｌａｒｔｒａｊｅｃｔｏｒｙｔｒａｃｋｉｎｇｒｅｓｕｌｔｓ ｍｍ

实验类型 拟合直径 圆度误差 最大误差 最小误差

刚性模型 １９９３２８ １０６８５ ５７７０ ００６２

柔性模型 １９９１７５ ９２２５ ５３９８ ００３３

　　由表２可知，基于刚柔耦合模型的控制方法在
轨迹跟踪精度上优于基于刚性模型时的精度。这说

明利用稳定因果解实施控制能提高刚柔耦合并联机

器人的空间轨迹精度，从而验证了该方法的有效性。

必须指出，实验过程中定位靶标的实际测量轨迹与

末端执行器的真实运动轨迹存在偏差。由于单台激

光跟踪仪无法测量动平台的旋转运动，所以该偏差

很难通过定量计算加以分析和补偿。为解决该问

题，未来可通过修改动平台的结构来提高系统的轨

迹测量精度。

为进一步验证动力学模型及求解方法的有效性，

在第１支链柔性杆外壁上选择３个特征点，它们与上
关节的距离依次为 ２００、４０７５、６００ｍｍ，在各个点处
粘贴应变片并利用 ＤＨ５９２７Ｎ型动态应变仪对其轴
向的主应变进行测量，如图１５所示。通过计算与测
量发现，各特征点的主应变理论值以及实际测量值

的变化趋势基本相同，因此以特征点１为例，对其主
应变的理论计算值和测量结果进行分析和说明，如

图１６所示。
通过对比图１６ａ和１６ｂ中特征点１的主应变理

论计算值与测量值可知，二者的变化趋势基本相同，

而且都是在同一个数量级上发生变化，这进一步验

图 １５　柔性杆上的特征点

Ｆｉｇ．１５　Ｔｙｐｉｃａｌｐｏｉｎｔｓｏｎｆｌｅｘｉｂｌｅｌｉｎｋ
１．特征点１　２．特征点２　３．特征点３

　
证了理论模型与求解方法的有效性。但二者的变化

范围具有一定的差距，其原因之一是测量应变前会

进行调零平衡操作，它会消除测点的初始应变；另一

个原因是建模过程中没有考虑各运动关节的装配间

隙，运动过程中该间隙的变化会影响特征点的轴向

主应变，使其在幅值和方向上产生偏差。因此，可对

该间隙进行建模和补偿来进一步提高系统理论模型

与轨迹跟踪的精度。表３是各个特征点处测量的正
向主应变峰值和负向主应变峰值，通过变化幅度的

对比可知，柔性杆中点处特征点的主应变变化幅度

更小。

图 １６　特征点 １处的主应变

Ｆｉｇ．１６　Ａｘｉａｌｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓｅｓｏｆｔｙｐｉｃａｌｐｏｉｎｔ１
　

表 ３　带载实验主应变峰值测量结果

Ｔａｂ．３　Ｍａｘｉｍｕｍｐｒｉｎｃｉｐａｌｓｔｒｅｓｓｅｓｗｉｔｈｐａｙｌｏａｄ

带载实验下的测量点 正向峰值 负向峰值

特征点１ ９６５５×１０－６ －１２７３９×１０－５

特征点２ ４６９２×１０－６ －５４２５０×１０－６

特征点３ ７６１２×１０－６ －１０９６５×１０－５

５　结论

（１）针对空间刚柔耦合并联机构，提出了基于
瞬态刚体校正法的动力学模型求解方法，该方法有

效地解决空间闭链机构多体动力学模型在求解过程

中出现的相容性问题，改善了系统综合收敛性能。

（２）从系统能量、初值点的选取、求解的稳定性
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与相容性等角度总结出刚柔耦合动力系统的求解策

略，适用于求解具有闭链结构的空间多体系统的稳

定因果解，由此构建的控制策略可提高并联机器人

的轨迹跟踪精度。

（３）针对 ３ ＲＲＲＵ刚柔耦合并联机器人进行

了仿真分析与实验对比验证，与基于刚性模型的控

制方法相比，该方法将空间轨迹最大误差降低了

０３７２ｍｍ，圆度误差降低了 １４６ｍｍ。通过对比柔
性杆上特征点的主应变理论值与测量值，进一步验

证了该理论模型与求解策略的有效性。
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