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１２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构正向运动学研究
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摘要：针对六自由度并联机构的正向运动学无全解析解或全解析解推导困难、不便于程式化、存在多解选择的现

状，提出一种含混合单开链支路的 １２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构，推导了适用于实时反馈控制的正向运动学

全解析算法。通过单开链的方位特征集运算及路线分解，对机构的拓扑构型进行了剖析，并解算了耦合度，为运动

学方程的构造及同构处理指明了方向。基于动平台上 ４个共面特征点的拓扑关系，对 １５个二次相容方程进行同

构运算，推导了 １２个一次多项式，得到正向位姿方程的全解析解，具有形式简洁、对称，且根能够唯一确定的特点。

根据速度基点法，建立特征点速度之间的矢量关系，解决了机构的速度正解问题。结合杆长协调方程及速度映射

方程，并运用 Ｊａｃｏｂｉａｎ代数法解析出机构的 ３组奇异曲面方程。实验结果表明，位姿正解的计算值与测量值完全一

致，速度正解的最大相对误差为 ００８％，它们的效率指标值分别为 ０２１和 ０３２，均满足实时性要求。
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　　引言

１９６５年，英国工程师 ＳＴＥＷＡＲＴ［１］在进行飞行
模拟器的研究中首次提出一种含６条相同支链的并
联机构。与串联机构相比，并联机构具有结构紧凑、

输出精度高、动态特性好、承载能力强等特点
［２］
，这

些优点使其能够适用于光学望远镜中主镜和副镜的

位姿调整
［３］
、主从遥操作中手控器的驱动

［４］
、精密

仪器中六维振动的传感
［５］
及隔离

［６］
等场合。然而，

在实际应用中，六自由度并联机构的实时反馈控制

一般很难实现，这限制了执行器的工作精度和效率，

严重影响了进一步的推广应用。究其原因，由于多

输入、多输出量的强耦合性，六自由度并联机构的正

向运动学问题
［７］
最终归结为多元非线性方程组的

求解，这个过程极其复杂，是继空间 ６Ｒ串联机器人
位移分析完成后的又一机构学难题。

Ｓｔｅｗａｒｔ机构是六自由度并联机构中最基本的
构型

［８］
，主要包括平台型和台体型两大类，它们的

正向运动学问题引起了众多学者的广泛关注。从研

究方法上看，主要有数值法和解析法两种。数值法

的优点是省去了对约束方程的繁琐的消元处理过

程，直接运用 ＮｅｗｔｏｎＲａｐｈｓｏｎ等数值逼近的思
路

［９－１１］
求解非线性方程组；然而，这种方法不能得

到全部解，且初值选取及搜索算法对收敛性、效率、

精度的影响较大，同时不利于速度、加速度的分析。

因此，目前以解析法为主。文献［１２］针对 ６ ６平
台型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，运用分次字典序 Ｇｒｏｅｂｎｅｒ基法消
元，得到一元２０次方程；文献［１３］针对６ ３平台型
Ｓｔｅｗａｒｔ机构，运用正交补法消元并舍弃系数较小的
高次项，得到一元８次方程；文献［１４］针对 ６ ６台
体型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，运用共形几何代数建立运动学方
程，并运用 Ｇｒｏｂｎｅｒ基法消元，得到一元 ４０次方程；
文献［１５］针对６ ４台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，构造 １０阶
Ｓｙｌｖｅｓｔｅｒ结式，得到一元 ３２次方程；文献［１６］针对
５ ５台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ机构，构造 ８阶 Ｄｉｘｏｎ结式，得
到一元４０次方程。以上算法的基本思路是一致的，
即通过各种消元法，将多元非线性方程组转换成仅

含单变量的一元高次方程。然而，获得的高次方程

仍需要通过数值法求解，并没有实现运动学正解的

全解析化，依然存在计算耗时及失根等问题。

文献［１７］研究发现，并联机构正向运动学求解
难易性与机构的耦合度指标有关，并指出，耦合度越

低则正向运动学的解算越简单，且通过综合低耦合

度的拓扑构型可能会得到其全解析解。文献［１８］
设计了一种零耦合度的 ９ ３台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并
联机构，运用“三点法”推导出了正向运动学的全解

析解。然而，该机构中存在３个三重复合球面副，故
面临制造、装配等难题。本文在此基础上，提出一种

不含三重复合球面副的 １２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余
并联机构，首先，运用方位特征集理论计算基本运动

链（Ｂａｓｉｃｋｉｎｅｍａｔｉｃｃｈａｉｎ，ＢＫＣ）及机构的耦合度；
接着，在惯性系内推导并联机构正向运动学的全解

析解，并对机构位姿求解的相容性条件以及角速度

求解时可能出现的特殊情况进行分析；最后，通过虚

拟实验对正解算法的正确性和实时性进行验证。

图 ２　１２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构拓扑构型
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ｒｅｄｕｎｄａｎｔｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ

１　拓扑构型分析

１２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构的结构模型
及拓扑构型分别如图１、２所示。该机构由１个动平
台、１个静平台以及 ６个完全相同的混合单开链支
路（记为 ＨＳＯＣ支路）构成。其中，ＨＳＯＣ支路是在
传统“３Ｓ ２Ｐ”［１９］空间五杆回路的顶端球面副上再
串联连接 １个同心的球面副形成的，６个二重复合
球面副分别固结在立方体状动平台的６条棱边的中
点。初始状态下，所有支链的长度相等，动平台位于

静平台的几何中心处，其６个面分别与静平台的６个

图 １　１２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构结构模型

Ｆｉｇ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｍｏｄｅｌｏｆｇｅｎｅｒａｌ１２ ６Ｓｔｅｗａｒｔｒｅｄｕｎｄａｎｔ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
１．球面副　２．移动副　３．动平台　４．静平台
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面平行。图２中，实心圆圈 Ｂｉ、空心圆圈 ｂｉ、“Ｕ型”
连接件 ｐｉ分别代表第 ｉ个二重复合球面副、一般球
面副和移动副。

以支路拓扑结构的基本类型来划分
［１７］
，该机构

本质上属于６ ＨＳＯＣ｛（Ｒ（３Ｓ２Ｐ） Ｐ（３Ｓ２Ｐ） Ｐ（３Ｓ２Ｐ））
Ｓ ｝型。因此，动平台的方位特征集就是６个 ＨＳＯＣ
支路末端构件的方位特征集的交集，即

Ｍｐ＝∩
６

ｉ＝１
Ｍｉ＝∩

６

ｉ＝１

ｔ３

ｒ[ ]３
ｉ

＝
ｔ３

ｒ[ ]３ （１）

式中　Ｍｐ———动平台的方位特征集
Ｍｉ———第 ｉ个 ＨＳＯＣ支路的方位特征集

ｔ３、ｒ３———相对于惯性参考系，构件存在的三
维独立移动和三维独立转动

机构自由度为

Ｄ＝ｄｉｍ．（Ｍｐ）＝６ （２）
式中　ｄｉｍ．———方位特征集的维数

根据单开链（记为 ＳＯＣ）单元的机构组成原
理

［２０］
，１１个独立回路的独立位移方程数为

ξｉ＝６　（ｉ＝１，２，…，１１） （３）
式中　ξｉ———第 ｉ个独立回路的位移方程数

根据机构拓扑结构的分解算法
［２０］
，确定 ＳＯＣ

分解路线。首先，取 ＳＯＣ１｛ ｂ１ ｐ１ Ｂ１ ｐ２ ｂ２ ｝，
并结合式（３），计算约束度为

Δ１＝∑
ｍ１

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ１－ξ１＝８－２－６＝０ （４）

式中　ｍ１———ＳＯＣ１的运动副数
ｆｉ———第 ｉ个运动副的自由度（不包含局部自

由度）

Ｉ１———ＳＯＣ１的驱动副数

根据基本运动链的判定方法
［２０］
，ＳＯＣ１满足约束

度的“最小划分”条件，对应于第 １个 ＢＫＣ，可以计
算其耦合度为

ｋ１＝
１
２
｜Δ１｜＝０ （５）

然后，取 ＳＯＣ２｛ ｂ３ ｐ３ Ｂ２ ｐ４ ｂ４ ｝、ＳＯＣ３｛
ｂ５ ｐ５ Ｂ３ ｐ６ ｂ６ ｝，对应于第２、３个 ＢＫＣ，同理可
得

ｋ２＝ｋ３＝０ （６）

　　分别将 ｂ１、ｂ２连线和 ｂ３、ｂ４连线的转轴记为

Ｒ（ｂ１－ｂ２）、Ｒ（ｂ３－ｂ４）。取 ＳＯＣ４｛ Ｒ（ｂ１ｂ２） Ｂ１ Ｂ２
Ｒ（ｂ３ｂ４） ｝，其约束度为

Δ４＝∑
ｍ４

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ４－ξ４＝７－０－６＝１ （７）

取 ＳＯＣ５｛ Ｒ
（Ｂ１Ｂ２） Ｂ３ Ｒ

（ｂ５ｂ６） ｝，其约束度为

Δ５＝∑
ｍ５

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉ５－ξ５＝５－０－６＝－１ （８）

第４个 ＢＫＣ的耦合度为

ｋ４＝
１
２
（｜Δ４｜＋｜Δ５｜）＝１ （９）

进一步地，取 ＳＯＣ６｛ ｂ７ ｐ７ Ｂ４ ｝、ＳＯＣ７｛ ｂ８
ｐ８ Ｂ４ ｝、ＳＯＣ８｛ ｂ９ ｐ９ Ｂ５ ｝、ＳＯＣ９｛ ｂ１０ ｐ１０
Ｂ５ ｝、ＳＯＣ１０｛ ｂ１１ ｐ１１ Ｂ６ ｝、ＳＯＣ１１｛ ｂ１２ ｐ１２
Ｂ６ ｝，它们的约束度以及对应 ＢＫＣ的耦合度为

Δｊ＝∑
ｍｊ

ｉ＝１
ｆｉ－Ｉｊ－ξｊ＝６－０－６＝０

（ｊ＝６，７，…，１１） （１０）

ｋｊ－１＝
１
２
｜Δｊ｜＝０ （１１）

考虑到耦合度是 ＢＫＣ的一种拓扑不变量［２１］
，

故在机构的工作空间中，１０个 ＢＫＣ的耦合度均保
持不变。这样，整个机构的耦合度 ｋ也是恒定值，即

ｋ＝ｍａｘ（ｋ１，ｋ２，…，ｋ１０）＝１ （１２）
式（１２）显示，新型拓扑结构的耦合特性表现为

弱耦合，表明每个回路的变量不能独立求出，需要将

多个回路方程联立求解，这为构建并联机构的正向

运动学模型指明了方向。

２　正向运动学模型

并联机构的“正向运动学”指的是：已知支链的

输入驱动量，求解动平台的输出运动参数，包括位

姿、速度等信息。

２１　位姿正解
在静平台上固连惯性系｛Ｘ Ｙ Ｚ｝，如图 ２所

示，坐标原点位于初始状态下的动平台中心处。这

样，静平台上１２个一般球面副的坐标可以统一成矩
阵形式

（ｂ１，ｂ２，ｂ３，ｂ４，ｂ５，ｂ６，ｂ７，ｂ８，ｂ９，ｂ１０，ｂ１１，ｂ１２）＝
０ ０ －ｎ －ｎ－Ｌ ｎ ｎ＋Ｌ ０ ０ ｎ ｎ＋Ｌ －ｎ －ｎ－Ｌ
ｎ＋Ｌ ｎ ｎ＋Ｌ ｎ ０ ０ －ｎ－Ｌ －ｎ －ｎ－Ｌ －ｎ ０ ０
－ｎ －ｎ－Ｌ ０ ０ －ｎ－Ｌ －ｎ ｎ ｎ＋Ｌ ０ ０ ｎ＋









Ｌ ｎ
（１３）

式中　ｂ１～ｂ１２———同名点的几何中心在惯性系内
的笛卡尔坐标

ｎ———动平台半边长
Ｌ———支链初始长度
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将动平台的中心记作 Ｍ，由机构的拓扑构型可
知，Ｍ与 Ｂ１～Ｂ６之间满足一定的几何关系，如图 ３
所示。

图 ３　动平台中心与复合球面副中心之间的几何关系

Ｆｉｇ．３　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｒｅｌａｔｉｏｎｓｂｅｔｗｅｅｎｃｅｎｔｅｒｓｏｆｍｏｖｉｎｇ

ｐｌａｔｆｏｒｍａｎｄｃｏｍｐｏｕｎｄｓｐｈｅｒｉｃａｌｐａｉｒｓ
　
运用立体几何知识容易证明出，３条线段 Ｂ１Ｂ４、

Ｂ２Ｂ５、Ｂ３Ｂ６的中点重合于点 Ｍ；４个点 Ｂ１、Ｂ２、Ｍ、Ｂ３
位于同一平面上，且构成一个菱形。因此，这７个特
征点的坐标之间满足

Ｂ１＋Ｂ４＝Ｂ２＋Ｂ５＝Ｂ３＋Ｂ６＝２Ｍ （１４）
Ｂ１＋Ｍ＝Ｂ２＋Ｂ３ （１５）

｜Ｂ１－Ｍ｜＝｜Ｂ２－Ｍ｜＝｜Ｂ３－Ｍ 槡｜＝２ｎ（１６）
式中　Ｂ１～Ｂ６、Ｍ———同名点的几何中心在惯性系

内的笛卡尔坐标

｜·｜———矢量的模
动平台的位姿可以用 Ｂ１、Ｂ２、Ｂ３、Ｍ点的坐标来

描述，将它们视为待求量

（Ｍ，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３）＝

ｘ０ ｘ１ ｘ２ ｘ３
ｙ０ ｙ１ ｙ２ ｙ３
ｚ０ ｚ１ ｚ２ ｚ











３

（１７）

根据１２条支链的长度约束关系结合式（１３）～
（１７），建立并联机构输入、输出量集合中的位姿映
射方程组

ｘ２１＋［ｙ１－（ｎ＋Ｌ）］
２＋（ｚ１＋ｎ）

２＝ｌ２１ （１８）
ｘ２１＋（ｙ１－ｎ）

２＋［ｚ１＋（ｎ＋Ｌ）］
２＝ｌ２２ （１９）

（ｘ１－２ｘ０）
２＋［ｙ１－２ｙ０－（ｎ＋Ｌ）］

２＋
（ｚ１－２ｚ０＋ｎ）

２＝ｌ２７ （２０）
（ｘ１－２ｘ０）

２＋（ｙ１－２ｙ０－ｎ）
２＋

［ｚ１－２ｚ０＋（ｎ＋Ｌ）］
２＝ｌ２８ （２１）

（ｘ１－ｘ０）
２＋（ｙ１－ｙ０）

２＋（ｚ１－ｚ０）
２＝２ｎ２（２２）

（ｘ２＋ｎ）
２＋［ｙ２－（ｎ＋Ｌ）］

２＋ｚ２２＝ｌ
２
３ （２３）

［ｘ２＋（ｎ＋Ｌ）］
２＋（ｙ２－ｎ）

２＋ｚ２２＝ｌ
２
４ （２４）

（ｘ２－２ｘ０＋ｎ）
２＋［ｙ２－２ｙ０－（ｎ＋Ｌ）］

２＋
（ｚ２－２ｚ０）

２＝ｌ２９ （２５）
［ｘ２－２ｘ０＋（ｎ＋Ｌ）］

２＋（ｙ２－２ｙ０－ｎ）
２＋

（ｚ２－２ｚ０）
２＝ｌ２１０ （２６）

（ｘ２－ｘ０）
２＋（ｙ２－ｙ０）

２＋（ｚ２－ｚ０）
２＝２ｎ２（２７）

（ｘ３－ｎ）
２＋ｙ２３＋［ｚ３＋（ｎ＋Ｌ）］

２＝ｌ２５ （２８）

［ｘ３－（ｎ＋Ｌ）］
２＋ｙ２３＋（ｚ３＋ｎ）

２＝ｌ２６ （２９）

（ｘ３－２ｘ０－ｎ）
２＋（ｙ３－２ｙ０）

２＋

［ｚ３－２ｚ０＋（ｎ＋Ｌ）］
２＝ｌ２１１ （３０）

［ｘ３－２ｘ０－（ｎ＋Ｌ）］
２＋（ｙ３－２ｙ０）

２＋

（ｚ３－２ｚ０＋ｎ）
２＝ｌ２１２ （３１）

（ｘ３－ｘ０）
２＋（ｙ３－ｙ０）

２＋（ｚ３－ｚ０）
２＝２ｎ２（３２）

式中　ｌｉ———第 ｉ条支链的长度，在正向运动学模型
中为已知量

由式（１８）～（３２）可知，１５个二次相容方程中
存在若干对同构关系

［２２］
；进一步分析后发现，同构

方程两两相减，能够消去二次项，得到四组线性封闭

方程

ｘ０
ｙ０
ｚ











０

＝１
８Ｌ

－１ １ １
１ －１ １









１ １ －１

ｌ２２－ｌ
２
１＋ｌ

２
７－ｌ

２
８

ｌ２５－ｌ
２
６－ｌ

２
１１＋ｌ

２
１２

ｌ２４－ｌ
２
３＋ｌ

２
９－ｌ

２
１











０

（３３）

ｚ１
ｙ[ ]
１

＝ｈ１
（ｌ２２－ｌ

２
１）／（２Ｌ）

ｎｚ０－（ｎ＋Ｌ）ｙ０＋（ｌ
２
１＋ｌ

２
７）／４－ｈ







２

（３４）

ｘ２
ｙ[ ]
２

＝ｈ１
（ｌ２４－ｌ

２
３）／（２Ｌ）

ｎｘ０－（ｎ＋Ｌ）ｙ０＋（ｌ
２
３＋ｌ

２
９）／４－ｈ







２

（３５）

ｘ３
ｚ[ ]
３

＝ｈ１
（ｌ２５－ｌ

２
６）／（２Ｌ）

ｎｘ０－（ｎ＋Ｌ）ｚ０－（ｌ
２
５＋ｌ

２
１１）／４＋ｈ







２

（３６）

其中 ｈ１＝
１

Ｌ＋２ｎ
Ｌ＋ｎ １
ｎ[ ]－１

ｈ２＝
ｘ２０＋ｙ

２
０＋ｚ

２
０

２
＋３ｎ

２

２
＋（ｎ＋Ｌ）

２

２
再结合式（１５），得到剩余３个未知量的解析式

ｘ１＝ｘ２＋ｘ３－ｘ０ （３７）
ｚ２＝ｚ１－ｚ３＋ｚ０ （３８）
ｙ３＝ｙ１－ｙ２＋ｙ０ （３９）

至此，解决了新型并联机构的位姿正解问题，具

体算法流程如图 ４所示。其中，虚线框中的变量为
已知量，实线框中的变量为待求量。

由图４可知：
（１）尽管本机构在结构上弱耦合，但由于其拓

扑构型的冗余性和对称性，仍然存在确定的、唯一

的、全解析形式的位姿正解，这为后续的实时反馈控

制提供了有利条件。

（２）本机构的动平台位姿信息中，每一个特征
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图 ４　位姿正解的算法流程

Ｆｉｇ．４　Ａｌｇｏｒｉｔｈｍｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｆｏｒｗａｒｄｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ
　
量均与所有支链的长度有关，且关联程度高，表现为

输入 输出运动的强耦合特性，故对驱动输入精度的

要求较高。关于输出量对输入量的误差敏感度及误

差传递模型，将另文推导。

２２　杆长协调方程
将动平台视作刚性结构，运动过程中特征点之

间的相对距离保持不变。因此，２１小节中求解了
的１２个未知量之间除了满足式（２２）、（２７）、（３２）的
３个关系之外，还满足如下３个约束方程

（ｘ１－ｘ２）
２＋（ｙ１－ｙ２）

２＋（ｚ１－ｚ２）
２＝２ｎ２ （４０）

（ｘ２－ｘ３）
２＋（ｙ２－ｙ３）

２＋（ｚ２－ｚ３）
２＝６ｎ２ （４１）

（ｘ１－ｘ３）
２＋（ｙ１－ｙ３）

２＋（ｚ１－ｚ３）
２＝２ｎ２ （４２）

将式（３３）～（３９）的解析结果代入式（２２）、
（２７）、（３２）、（４０）～（４２）中并展开，得到 １２ ６台
体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构的杆长协调方程。一般
情况下，协调方程的结构较为冗长，限于篇幅，这里

不列出具体展开式。特殊地，当所有支链均采用微

幅驱动时，杆长变化量的二次项可以忽略，此时，杆

长协调方程可以近似展开成

ｌ１＋ｌ２＋ｌ７＋ｌ８≈４Ｌ

ｌ３＋ｌ４＋ｌ９＋ｌ１０≈４Ｌ

ｌ５＋ｌ６＋ｌ１１＋ｌ１２≈４Ｌ

ｌ１－ｌ３－ｌ７＋ｌ９≈０

ｌ２－ｌ５－ｌ８＋ｌ１１≈０

ｌ４＋ｌ６－ｌ１０－ｌ１２≈















０

（４３）

可见，该并联机构的 １２条杆长（输入量）之间
并不是完全独立的；任意给定 Ｎ（６≤Ｎ≤１１）条杆
长，可通过解析或数值的方法计算出其他（１２－Ｎ）
条杆长。

容易证明出，当并联机构的１２条杆长同时满足
６个杆长协调方程时，其正向运动学方程组满足相

容性条件。此时，方程组的解的个数至少为 １，因
此，按照图４算法得到的正解中一定没有增根。另
一方面，四组线性封闭方程（３３）～（３６）是通过将
１５个二次相容方程（１８）～（３２）两两相减（求交集）
获得的，即前者的解一定包含了后者的解，因此，上

述正解中也一定不会出现失根的情况。

２３　速度正解
将式（３３）等号两边同时对时间求一阶导数，得

到动平台中心线速度 ｖ的解析式（唯一解）

ｖ＝

ｘ·０

ｙ·０

ｚ·











０

＝

１
４Ｌ

－１ １ １
１ －１ １









１ １ －１

ｌ２ｌ
·

２－ｌ１ｌ
·

１＋ｌ７ｌ
·

７－ｌ８ｌ
·

８

ｌ５ｌ
·

５－ｌ６ｌ
·

６－ｌ１１ｌ
·

１１＋ｌ１２ｌ
·

１２

ｌ４ｌ
·

４－ｌ３ｌ
·

３＋ｌ９ｌ
·

９－ｌ１０ｌ
·













１０

（４４）

分别将式（３４）～（３６）的等号两边对时间求一
阶导数，整理后提取出其中的３个变量解析式

ｚ·１＝
１

Ｌ＋２ [ (ｎ
１＋ )ｎＬ （ｌ２ｌ

·

２－ｌ１ｌ
·

１）＋

１
２
（ｌ１ｌ

·

１＋ｌ７ｌ
·

７）＋ｎｚ
·

０－（ｎ＋Ｌ）ｙ
·

０－ｈ
· ]２ （４５）

ｘ·２＝
１

Ｌ＋２ [ (ｎ
１＋ )ｎＬ （ｌ４ｌ

·

４－ｌ３ｌ
·

３）＋

１
２
（ｌ３ｌ

·

３＋ｌ９ｌ
·

９）＋ｎｘ
·

０－（ｎ＋Ｌ）ｙ
·

０－ｈ
· ]２ （４６）

ｘ·３＝
１

Ｌ＋２ [ (ｎ
１＋ )ｎＬ （ｌ５ｌ

·

５－ｌ６ｌ
·

６）－

１
２
（ｌ５ｌ

·

５＋ｌ１１ｌ
·

１１）＋ｎｘ
·

０－（ｎ＋Ｌ）ｚ
·

０＋ｈ
· ]２ （４７）

根据速度基点法，联列 ４个特征点速度之间的
矢量关系

ｑ^１ω＝－ｑ
·

１

ｑ^２ω＝－ｑ
·

２

ｑ^３ω＝－ｑ
·{
３

（４８）

其中 ｑｊ＝Ｍ－Ｂｊ　（ｊ＝１，２，３）
式中　ω———动平台角速度
上标“^”表示矢量的反对称矩阵。

分别提取式（４８）中 ３个矢量方程的第 ３行、第
１行和第１行，构成一组新的独立方程

Ｊωω＝［（ｑ
·

１）３　（ｑ
·

２）１　（ｑ
·

３）１］
Ｔ

（４９）

其中 Ｊω＝

ｙ０－ｙ１ ｘ１－ｘ０ ０

０ ｚ０－ｚ２ ｙ２－ｙ０
０ ｚ０－ｚ３ ｙ３－ｙ
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式中　（·）ｋ———矢量的第 ｋ个元素
综合式（１７）、（４４）～（４７）、（４９），得到动平台

角速度的解析解

ω＝Ｊ－１ω

ｚ·０－ｚ
·

１

ｘ·０－ｘ
·

２

ｘ·０－ｘ
·











３

（５０）

值得一提的是，当矩阵 Ｊω奇异时，式（５０）不成
立；此时，机构处于奇异位形，在下节中详细讨论。

至此，解决了并联机构的速度正解问题。直接对速

度正解中的 ｖ和 ω求导，即得到加速度正解，这里
不再赘述。

２４　奇异曲面方程
由式（４４）、（４９）得到并联机构动平台速度与特

征点速度之间的线性映射关系

Ｊｖ，ω
ｖ[ ]ω ＝Ｓ

·

（５１）

其中

Ｓ
·

＝［ｘ·０　ｙ
·

０　ｚ
·

０　ｚ
·

０－ｚ
·

１　ｘ
·

０－ｘ
·

２　ｘ
·

０－ｘ
·

３］
Ｔ

Ｊｖ，ω＝
Ｅ３ Ｏ３
Ｏ３ Ｊ[ ]

ω

式中　Ｊｖ，ω———正向雅可比矩阵
Ｅ３———三阶单位矩阵
Ｏ３———三阶零矩阵

由式（４４）～（４７）可得特征点速度与支链速度
之间的线性映射关系

Ｓ
·

＝ＪＬＬ
·

（５２）

其中　Ｌ
·

＝［ｌ
·

１ｌ
·

２ｌ
·

３ｌ
·

４ｌ
·

５ｌ
·

６ｌ
·

７ｌ
·

８ｌ
·

９ｌ
·

１０ｌ
·

１１ｌ
·

１２］
Ｔ

ＪＬ＝

ｘ·０
ｌ
·

１

ｘ·０
ｌ
·

２

…
ｘ·０
ｌ
·

１２

ｙ·０
ｌ
·

１

ｙ·０
ｌ
·

２

…
ｙ·０
ｌ
·

１２

ｚ·０
ｌ
·

１

ｚ·０
ｌ
·

２

…
ｚ·０
ｌ
·

１２

（ｚ·０－ｚ
·

１）

ｌ
·

１

（ｚ·０－ｚ
·

１）

ｌ
·

２

…
（ｚ·０－ｚ

·

１）

ｌ
·

１２

（ｘ·０－ｘ
·

２）

ｌ
·

１

（ｘ·０－ｘ
·

２）

ｌ
·

２

…
（ｘ·０－ｘ

·

２）

ｌ
·

１２

（ｘ·０－ｘ
·

３）

ｌ
·

１

（ｘ·０－ｘ
·

３）

ｌ
·

２

…
（ｘ·０－ｘ

·

３）

ｌ
·
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式中　ＪＬ———逆向雅可比矩阵
由式（５１）、（５２），得到并联机构动平台速度与

支链速度之间的解析映射关系

Ｊｖ，ω
ｖ[ ]ω ＝ＪＬＬ

·

（５３）

当锁定动平台的输出时，式（５３）转换为

ＪＬＬ
·

＝０ （５４）

结合杆长协调方程可知，若 ｒａｎｋ（ＪＬ）＜６，则 Ｌ
·

的解不唯一，即存在非零解，机构学上表现为此时驱

动支 链 出 现 了 瞬 时 运 动，这 种 现 象 对 应 于

ＧＯＳＳＥＬＩＮ等［２３］
提出的机构的第１类奇异。

进一步地，结合矩阵理论，得到新型并联机构的

第１类奇异曲面方程
ｄｅｔ（ＪＬＪ

Ｔ
Ｌ）＝０ （５５）

特殊地，当所有支链均采用微幅驱动时，式（５５）可
以展开成

Ｌ２＋２Ｌｎ＋２ｎ２＝０ （５６）
由于 ｎ、Ｌ均为正数，式（５６）一定不成立，第１类

奇异曲面方程无解，故机构不存在第１类奇异位形。
当锁定驱动支链的输入时，式（５３）转换为

Ｊｖ，ω
ｖ[ ]ω ＝０ （５７）

结合杆长协调方程可知，若 ｒａｎｋ（Ｊｖ，ω）＜６，则
ｖ、ω的解不唯一，即存在非零解，机构学上表现为此
时动平台出现了瞬时运动，这种现象对应于机构的

第２类奇异［２３］
。

再结合矩阵理论，得到新型并联机构的第 ２类
奇异曲面方程

ｄｅｔ（Ｊω）＝０ （５８）
特殊地，当所有支链均采用微幅驱动时，式（５８）可

以展开成

３Ｌ２＋Ｌｎ＋２ｎ２＝０ （５９）
同样，式（５９）一定不成立，第 ２类奇异曲面方

程无解，故机构也不存在第２类奇异位形。
机构的第３类奇异［２３］

是指同时满足１、２类奇异
的情况，故新型并联机构奇异曲面方程是式（５５）、
（５８）的组合。

综上所述，当动平台上的特征点坐标满足任意

一组奇异曲面方程时，机构的运动状态不可控，对应

的速度正解模型失效。

３　基于虚拟实验的算例验证

为验证正向运动学模型及其求解算法的正确

性，在 ＡＤＡＭＳ虚拟实验平台上构建 １２ ６台体型
Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构的虚拟样机，如图 ５所示。其
中，动平台的边长和支链的初始长度分别设定为

３０、２５ｍｍ。
虚拟实验中，将动平台设定为刚体，另外，不考
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图 ５　１２ ６台体型 Ｓｔｅｗａｒｔ冗余并联机构的虚拟样机

Ｆｉｇ．５　Ｖｉｒｔｕａｌｐｒｏｔｏｔｙｐｅｏｆｇｅｎｅｒａｌ１２ ６Ｓｔｅｗａｒｔｒｅｄｕｎｄａｎｔ

ｐａｒａｌｌｅｌｍｅｃｈａｎｉｓｍ
　
虑球面副、移动副的摩擦和间隙。在 Ｖｉｅｗ模块下，
对动平台同时施加线性、旋转驱动，驱动方程分别为

ｓｘ＝６７８４４ｃｏｓ（πｔ）－６７８４４

ｓｙ＝－３６５０１ｃｏｓ（πｔ）＋３６５０１

ｓｚ＝－６０９４７ｃｏｓ（πｔ）＋６０９４７

θｘ＝－０６５５４ｃｏｓ（πｔ）＋０６５５４

θｙ＝－０４９１５ｃｏｓ（πｔ）＋０４９１５

θｚ＝０５７３５ｃｏｓ（πｔ）















－０５７３５

（６０）

式中　ｔ———时间，ｓ
ｓｘ、ｓｙ、ｓｚ———３个正交方向的线位移，ｍｍ
θｘ、θｙ、θｚ———３个正交方向的角位移，ｒａｄ

将时间和步长分别设定为 ６０、０００１ｓ，虚拟实
验结束后，测量并导出１２条杆长数据以及动平台上
特征点的运动参数。将杆长数据及样机参数代入位

姿正解模型中，计算６个独立未知量，并将其与测量
值进行对比。经核查，所有采样节点处均未出现增

根或失根的情况。列出２种典型构型下的特征项对
比值，如表１所示。结果显示，位姿正解的计算值与
测量值完全一致。

表 １　位姿正解的精度验证

Ｔａｂ．１　Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎｏｆｐｒｅｃｉｓｉｏｎｏｆｆｏｒｗａｒｄ

ｄｉｓｐｌａｃｅｍｅｎｔａｎａｌｙｓｉｓ ｍｍ

正解

特征项

一般构型 特殊构型

计算值 测量值 计算值 测量值

ｘ０ －６６４８７ －６６４８７ ０ ０

ｙ０ ３５７７１ ３５７７１ ０ ０

ｚ０ ５９７２８ ５９７２８ ０ ０

ｘ１ ３０１０５ ３０１０５ －２９５９８ －２９５９８

ｙ２ ５４９２２ ５４９２２ ８７０４３ ８７０４３

ｚ３ －１２４８４９ －１２４８４９ －７１２１６ －７１２１６

　　进一步地，将杆长数据代入速度正解模型中，并
运用数值微分算法中的“三点公式”，计算动平台的

线速度和角速度。同样地，将计算值与测量值进行

对比，其综合误差
［５］
如图６所示。结果表明，两者基

本吻合，且最大相对误差仅为 ００８％，主要来源于
数值微分中的截断误差。

图 ６　速度正解的综合相对误差

Ｆｉｇ．６　Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅｒｅｌａｔｉｖｅｅｒｒｏｒｏｆｆｏｒｗａｒｄｖｅｌｏｃｉｔｉｅｓａｎａｌｙｓｉｓ
　
为验证正解算法的计算效率，参照文献［５］中

的定义，运用 Ｍａｔｌａｂ中的“ｔｉｃｔｏｃ”指令获得１ｍｉｎ内
位姿正解、速度正解的效率指标值（解算时间与采

样时间之比），并将其与同一构型、同一参数的并联

机构在 ＡＤＡＭＳ内核算法中的指标值作对比，如表 ２
所示。其中，解算时间包括数据读取、计算、保存的

时间。结果显示，本文的计算效率远远高于 ＡＤＡＭＳ
内核，其指标值小于１，故满足实时性要求。

表 ２　运动学正解的效率验证

Ｔａｂ．２　Ｖａｌｉｄａｔｉｏｎｏｆｅｆｆｉｃｉｅｎｃｙｏｆｆｏｒｗａｒｄｋｉｎｅｍａｔｉｃｓ

效率指标项 正解算法 ＡＤＡＭＳ内核算法

位姿 ０２１ ４１３

速度 ０３２ ６９２

４　结论

（１）提出了一种变体的六自由度 Ｓｔｅｗａｒｔ平台，
构型冗余且对称。机构中含有 ６个 ＨＳＯＣ支路，但
不含三重复合铰链，故便于制造和装配；１０个 ＢＫＣ
的最大耦合度为１，故结构上表现为弱耦合。

（２）基于若干对同构关系，１５个 ２次约束相容
方程可以转换成只关于动平台上特征点坐标的１次
多项式，实现了并联机构位姿正解的全解析化，结果

唯一确定且无增根和失根。该方法同样适用于动平

台上含３个以上二重复合球面副且耦合度小于２的
台体型并联机构的正向运动学求解。

（３）以特征点的速度为中间量，运用基点法和
微分法直接得到速度正解的全解析式，形式简洁、便

于程式化。结果表明，动平台线速度的解一定唯一，

角速度的解在机构的非奇异位形下也唯一。

（４）虚拟实验结果表明，位姿正解算法零误差，效
率指标值为０２１；速度正解最大相对误差为００８％，效
率指标值为０３２。这表明，该类型并联机构及其运动
学正解算法能够适用于实时反馈控制的场合。
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