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冗余铺丝机械手逆运动学的拓扑流形分析
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摘要：针对优化的梯度投影算法在冗余铺丝机械手逆运动学求解问题中不一定存在最优解的问题，提出了一种拓

扑流形算法。将冗余铺丝机械手的位形空间看作一个光滑流形，对耦合的位置逆解和姿态逆解进行解耦，然后分

别针对位置子流形和姿态子流形进行仿真分析得到其相应的仿真拓扑流形。该方法可以将铺丝机械手的运动学

问题抽象为数学中的曲面拓扑流形来研究，为铺丝机械手运动学在流形上分析提供了理论基础，同时也为后续铺

丝机械手的最优化自运动控制提供了一种新的方法。最后以飞机 Ｓ形进气道为例进行仿真，验证了所提方法的正

确性。
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　　引言

复合材料纤维铺放成型技术（Ｆｉｂｅｒｐｌａｃｅｍｅｎｔ，
ＦＰ）是一种精确的复合材料先进制造技术［１－２］

，既

可以铺放规则曲面，也可以铺放不规则的自由曲面，

同时大大提高了复合材料的性能，降低了复合材料

的生产成本，减轻了复合材料成型制品的质量，不仅

适合于航空航天、尖端武器装备等高科技产品的应



用，同时也适合于工业、农业、医疗等高端机械领域

的应用
［３］
。所以对于复合材料纤维铺放成型技术

的工作母机———冗余铺丝机械手的研究已经成为当

今先进制造技术的一个新的研究方向
［４］
。

铺丝机械手的运动学逆解是实现整个铺丝过程

运动规划和运动控制的基础
［５－６］

，对于冗余铺丝机

械手的逆运动学求解问题一般采用基于广义逆的梯

度投影算法
［７－８］

，基于梯度函数的不同选择又出现

了加权最小范数、最小奇异值、最小条件数、拉格朗

日乘子等优化算法，根据梯度的定义可知以上算法

所得逆运动学解不一定是冗余机械手的全局最优逆

解，而冗余机械手拓扑流形包含了全部逆运动学解，

所以得到了逆解的自运动流形
［９－１０］

，就可以利用拓

扑流形的性质从数学的角度来研究冗余铺丝机械手

运动学的操作性能指标。

拓扑流形是一个没有全局坐标，局部坐标与欧

式空间同态的拓扑空间
［１１］
。以拓扑流形为核心和

基础的现代微分几何学，在冗余机械手研究方面有

着越来越多的应用和研究，特别是在复杂冗余机构

中的非线性问题
［１２］
，更容易得到具有几何和物理意

义的结果，为后续自运动控制提供一定的理论基础。

冗余机械手基于拓扑流形逆运动学求解问题，国内

外诸多学者提出了很多算法
［１３－１６］

。

本文首先描述特殊结构８自由度串联铺丝机械
手的拓扑结构

［１７－１９］
，在此基础上分别描述位置和姿

态空间的拓扑流形，其次利用旋量理论结合参数方

程的方法得到冗余铺丝机械手逆运动学解析解表达

式
［２０－２１］

，最后通过仿真得到冗余铺丝机械手的位置

空间流形和姿态空间流形，然后利用飞机 Ｓ形进气
道为例验证所提方法的正确性。

１　冗余铺丝机械手拓扑结构

图１中，滑动导轨、６自由度库卡机械手和旋转
芯模共同组成了８自由度串联冗余机械手的闭环系
统，由于冗余度的存在该系统有无数多个逆运动学

解，逆解的变化呈现出拓扑流形的结构，通过对拓扑

流形的研究可以更好地理解运动学逆解的数学本

质，图２为其相应的拓扑结构。

２　解空间拓扑流形

定义关节构型空间

Ｃ＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３Ｃ４Ｃ５Ｃ６Ｃ７Ｃ８ （１）
式中　Ｃ１———移动关节构型空间

Ｃ２～Ｃ７———各转动关节构型空间
Ｃ８———末端旋转关节构型空间

定义 ｆ为关节构型空间 Ｃ到工作空间 Ｗ的映

图 １　８自由度冗余铺丝机械手模型

Ｆｉｇ．１　Ａｎ８ＤＯＦｒｅｄｕｎｄａｎｔｆｉｂｅｒｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒｍｏｄｅｌ
　

图 ２　８自由度冗铺丝机械手拓扑结构

Ｆｉｇ．２　Ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆ８ＤＯＦｆｉｂｅｒｐｌａｃｅｍｅｎｔ

ｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
射函数，ｆ由运动学正解可以得到，由于 ｆ是微分同
态映射，则 ｆ：Ｃ→Ｗ和 ｆ－１：Ｗ→Ｃ是各阶偏导都存
在的光滑映射，所以机械手关节所起的作用相当于

数学中的函数，它实现了关节构型空间和末端执行

器位姿工作空间之间的映射与逆映射。当滑轨和末

端旋转关节运动时，８自由度铺丝机械手逆解将会
呈现出曲面拓扑流形的结构，它是关于 Ｃ的一个
８维流形，包括了冗余铺丝机械手的全部逆解。

定义位置关节构型空间

Ｃｗｚ＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３Ｃ４Ｃ５Ｃ６Ｃ７Ｃ８ （２）
定义位置关节工作空间流形

（Ｃｗｌ，Ｆｗｌ）＝｛（θｗｌ，ｆｗｌ（θｗｌ））／ｆｗｌ（θｗｌ）＝Ｐ，θｗｌ∈Ｃｗｚ｝

（３）
式中　Ｐ———工具坐标系在惯性坐标系中的位置矢量

Ｆｗｌ———运动学正解映射集合
ｆｗｌ———运动学正解映射
θｗｌ———位置关节运动流形
Ｃｗｌ———位置关节工作空间流形，是一个 ８维

拓扑流形

矢量 Ｐ主要由位置关节 ｄ１、θ２、θ３、θ４、θ８决定，
同时受到姿态关节θ５、θ６、θ７的影响。由于末端操作
器工具坐标系与腕点第 ７关节坐标系连接固定，所
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以由工具坐标系可以得到铺丝机械手腕点第７关节
坐标系的姿态和位置。

为了能将位置流形映射到三维空间，利用腕点

矢量重新定义位置关节工作空间流形

Ｃ′ｗｚ＝Ｃ１Ｃ２Ｃ３Ｃ４Ｃ８ （４）
（Ｃ′ｗｌ，Ｆ′ｗｌ）＝（θ′ｗｌ，ｆ′ｗｌ（θｗｌ））／ｆ′ｗｌ（θ′ｗｌ）＝ｌｏｗ　（θ′ｗｌ∈Ｃ′ｗｚ）

（５）
式中　ｌｏｗ———从基坐标系原点到铺丝机械手腕点的

矢量

Ｃ′ｗｌ———位置关节工作空间流形，是一个 ５维
拓扑流形

以 ｄ１、θ８作为冗余变量可以将位置关节 θ２、θ３、θ４映
射到三维空间。

定义姿态关节构型空间

Ｃｚｔ＝Ｃ２Ｃ３Ｃ４Ｃ５Ｃ６Ｃ７Ｃ８ （６）
定义姿态关节工作空间流形

（Ｃｚｌ，Ｆｚｌ）＝（θｚｌ，ｆｚｌ）／ｆｚｌ（θｚｌ）＝（ｐ，ｘＴ，ｚＴ）　（θｚｌ∈Ｃｚｔ）

（７）
式中　ｘＴ、ｚＴ———末端工具坐标系的姿态

Ｃｚｌ———姿态工作空间流形
由于 Ｃｚｌ是一个７维拓扑流形，同样不能在三维

空间直观展示，所以将位置关节 θ２、θ３、θ４对腕关节
姿态的影响归结为一个关节的影响，定义为 θ′４。

重新定义姿态关节工作空间流形

Ｃ′ｚｔ＝Ｃ′４Ｃ５Ｃ６Ｃ７Ｃ８ （８）
（Ｃ′ｚｌ，Ｆ′ｚｌ）＝（θ′ｚｌ，ｆ′ｚｌ）／ｆ′ｚｌ（θ′ｚｌ）＝（ｌｏｗ，ｘ７，ｚ７）　（θ′ｚｌ∈Ｃ′ｚｔ）

（９）
式中　ｘ７、ｚ７———第７关节沿 ｘ轴和 ｙ轴方向单位矢

量，代表了第７关节姿态
Ｃ′ｚｌ———姿态关节工作空间流形

Ｃ′ｚｌ也是一个 ５维拓扑流形，以 θ′４、θ８作为冗余变量
同样可以将姿态关节 θ５、θ６、θ７映射到三维空间。

重新定义的位置空间拓扑流形 Ｃ′ｗｌ和姿态空间
拓扑流形 Ｃ′ｚｌ就可以分别表示为以腰肩肘关节 θ２、
θ３、θ４和以腕关节 θ５、θ６、θ７为主的曲面流形的结构。

３　逆运动学求解

利用旋量理论对８自由度冗余铺丝机械手逆运
动学进行求解，机械手的初始状态及各连杆间的尺

寸参数如图３所示。
初始状态工具坐标系｛Ｔ｝和惯性坐标系｛Ｓ｝之

间的变换为

ｇｓｔ（０）＝

０ １ ０ ａ１
１ ０ ０ ａ２＋ａ５
０ ０ －１ ａ３＋ａ４－ａ６













０ ０ ０ １

（１０）

图 ３　冗余铺丝机械手初始状态

Ｆｉｇ．３　Ｉｎｉｔｉａｌｓｔａｔｅｏｆｒｅｄｕｎｄａｎｔｆｉｂｅｒｐｌａｃｅｍｅｎｔｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
一般工作状态工具坐标系和惯性坐标系之间的

变换为

ｇｓｔ（θ）＝
－ｓｉｎα ｃｏｓα ０ ａ１
ｃｏｓαｃｏｓθ８ ｓｉｎαｃｏｓθ８ ｓｉｎθ８ ａ２＋ａ５－ｒｓｉｎθ８
ｃｏｓαｓｉｎθ８ ｓｉｎαｓｉｎθ８ －ｃｏｓθ８ ａ３＋ａ４－ａ６＋ｒｃｏｓθ８













０ ０ ０ １
（１１）

式中　θ８———第８关节旋转角度
α———压辊轴线与芯模轴线的夹角
ｒ———铺丝轨迹点处的芯模半径
ａ１～ａ６———铺丝机械手结构参数

将冗余关节设定为铺丝轨迹点在惯性坐标系下

的横坐标 ｄ１和 θ８，根据旋量理论及已知的 Ｐａｄｅｎ
Ｋａｈａｎ子问题可以求得腰肩肘和腕部各关节解析表
达式

θ２＝ａｒｃｔａｎ２（（ｑｘ－ｄ１），±ｑｙ） （１２）

θ４＝－
π
２
±ａｒｃｃｏｓ

ａ２４＋ａ
２
５－（ｈ－ａ２）

２－（ｑｚ－ａ３）
２

２ａ４ａ５
（１３）

θ３＝ａｒｃｔａｎ２（ｆ１，ｆ２）

ｆ１＝ａ５（ｑｚ－ａ３）ｃｏｓθ４－（ａ４＋ａ５ｓｉｎθ４）（ｈ－ａ２）

ｆ２＝ａ５（ｈ－ａ２）ｃｏｓθ４＋（ａ４＋ａ５ｓｉｎθ４）（ｑｚ－ａ３）

ｈ＝± （ｑｘ－ｄ１）
２＋ｑ２槡













ｙ

（１４）
θ５＝ａｒｃｔａｎ２（ｑ′ｘ－ｄ１，ｑ′ｚ－ａ３－ａ４） （１５）

θ６＝ａｒｃｔａｎ２（ｑ′ｙ－ａ２－ａ５，± ａ２６－（ｑ′ｙ－ａ２－ａ５）槡
２
）

（１６）
θ７＝ａｒｃｔａｎ２（ｄ１－ｑ″ｘ，ａ２＋ａ５－ｑ″ｙ） （１７）
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当冗余关节 ｄ１、θ８在规定范围内变化时，本文
所得到的逆运动学解 θ２、θ３、θ４、θ５、θ６、θ７均是以 ｄ１、
θ８为变量的函数。冗余铺丝机械手 ８个关节变量
都可以作为冗余变量，不同冗余变量下冗余铺丝机

械手的运动构型是一致的，但是不同冗余变量下冗

余机械手对应的自运动流形是不同的，为了实际铺

丝过程中方便测量和计算，本文以 ｄ１、θ８作为冗余
变量来计算逆解及拓扑流形分析，其中 θ８耦合于
ｇｓｔ（θ）。

４　仿真分析

定义臂形标志

ｓ＝
１ （右臂形）

－１ （左臂形{ ）
　ｅ＝

１ （上臂形）

－１ （下臂形{ ）

ｗ＝
１ （不翻腕）

－１ （翻腕{ ）

基于以上分析分别得到腰肩肘关节在不同臂形

标志下的位置工作空间仿真拓扑流形，如图４所示。

图 ４　不同臂形标志下的位置空间仿真拓扑流形

Ｆｉｇ．４　Ｐｏｓｉｔｉｏｎｓｐａｃｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌｍａｎｉｆｏｌｄｓ

ｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｒｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎｓ
　
由图４所示的位置拓扑流形可以看到当铺丝机

械手处于右上臂形和左上臂形时位置关节 θ２、θ３、θ４
具有较大的活动空间和灵活性，正常铺丝工作一般

在上臂形进行。

腕关节θ５、θ６、θ７在不同臂形标志下的姿态工作
空间仿真拓扑流形分别如图５、６所示。

由图 ５、６可知当针对特定铺丝轨迹点时，铺丝
机械手腕关节姿态处于右上臂形和左上臂形时具有

较大灵活性，综合位置关节考虑可知当铺丝机械手

处于右上臂形不翻腕的状态下具有最大工作空间，

同时灵活性和避障碍能力也越强，在此基础之上可

以利用拓扑流形的性质来研究铺丝机械手的关节逆

解。拓扑流形用来研究由一组变量组成的空间特

性，其上每一点处的切向量表征了该点的速度矢量，

所有切向量的集合定义为该点的切空间，切空间与

图 ５　右臂形状态下的姿态空间仿真流形

Ｆｉｇ．５　Ｐｏｓｔｕｒｅｓｐａｃｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ

ｍａｎｉｆｏｌｄｓｆｏｒｒｉｇｈｔａｒｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　

图 ６　左臂形状态下的姿态空间仿真流形

Ｆｉｇ．６　Ｐｏｓｔｕｒｅｓｐａｃｅｓｉｍｕｌａｔｉｏｎｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ

ｍａｎｉｆｏｌｄｓｆｏｒｌｅｆｔａｒｍｃｏｎｆｉｇｕｒａｔｉｏｎ
　
光滑函数的结合可以研究铺丝机械手的运动学性能

指标，更有利于对铺丝过程的全局性优化。同时为

了验证所得拓扑流形的正确性，在铺丝机械手处于

右上臂形不翻腕的情况下，以飞机 Ｓ形进气道轨迹
曲线为例来验证所得拓扑流形的正确性，同时也利

用拉格朗日优化的梯度投影算法得到了相应的仿真

曲线作为对比，如图７所示。

图 ７　飞机 Ｓ形进气道仿真轨迹

Ｆｉｇ．７　ＳｉｍｕｌａｔｉｏｎｐａｔｈｆｏｒｐｌａｎｅＳｓｈａｐｅｄｉｎｌｅｔ
　
由图７可知本文所用拓扑流形方法相比于拉格
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朗日优化的梯度投影法更接近于期望轨迹，证明了

本文所用拓扑流形方法的正确性和合理性，同时本

文在冗余铺丝机械手逆运动学和拓扑流形之间建立

了合适的桥梁，为后续优化逆解的求取和最优自运

动控制的选择奠定了基础。

５　结论

（１）应用拓扑流形方法研究了冗余铺丝机械
手的逆运动学解，分别在其位置工作空间和姿态

工作空间得到了相应的仿真流形，将铺丝机械手

的运动学问题成功转换为数学中的拓扑流形问

题，这样就可以通过对拓扑流形的研究来得到铺

丝机械手的最优逆解，为后续最优的自运动控制

奠定基础。

（２）通过对飞机 Ｓ形进气道仿真轨迹的对比，
拓扑流形方法得到的逆运动学解相比于拉格朗日优

化的梯度投影算法更适合于铺丝轨迹的要求，同时

有效提高了铺丝过程的精确度。
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