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摘要：为了实现柔性并联机器人的高速、高精度控制，基于 Ｈｅｎｓｅｎｓ＆Ｋｏｓｔｉｃ理论，计入关节非线性摩擦力建立了

Ｌａｇｒａｎｇｅ动力学误差模型，测试了补偿前后机器人的单点定位误差。基于机构最大速度和加速度约束条件，分析了

Ｓ型和常用 Ｔ型 ２种速度规划算法下机器人的位置误差和速度性能。仿真结果表明：Ｔ型速度规划位置和速度跟

踪最大误差为 ７８１μｍ和 １１４ｍｍ／ｓ，而 Ｓ型速度规划分别是 ３７８μｍ和 ３７２ｍｍ／ｓ，且 ２个终止点定位误差仅为

８１μｍ和 ８９μｍ；速度性能方面，Ｓ型速度峰值误差变化最大仅为１７４ｍｍ／ｓ，远小于 Ｔ型速度规划的６８８ｍｍ／ｓ。

可见，在高速下 Ｓ型速度规划算法保证了较高的位置跟踪精度尤其是定位精度，速度尖峰突变小且整体曲线相对

平缓，大幅提高了速度跟踪精度和运动平稳性，更易于实现机器人高速、高精度平稳控制。实验测试了机器人连续

运动下定点位置误差，仿真所得位置误差小于实测数据，存在 １００μｍ左右的误差，但所得结论一致，验证了仿真分

析的有效性。
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　　引言

并联机器人由多条运动支链同时控制末端执行

器，抵消了串联机构存在的误差累积效应
［１－４］

。从

机构学角度分析，并联机构具有运动惯量低、负载能

力强、刚度大等优点，弥补了串联机器人的不

足
［５－７］

。对于高精密控制系统而言，工作精度和系

统稳定性是重要的技术指标，故降低误差，提高系统

运动的稳定性和快速性非常重要
［８－９］

。目前，除了

柔性机构自身的结构误差和大尺寸连杆弹性变形

外，柔性机构驱动关节的非线性摩擦力对机器人的

精度、运 动的平稳性和快速性的影 响 越 加 突

出
［１０－１３］

。本文基于 Ｈｅｎｓｅｎｓ＆Ｋｏｓｔｉｃ理论建立６杆
并联机器人 Ｌａｇｒａｎｇｅ非线性摩擦动力学误差模型，
并测试补偿前后机器人的单点定位误差和 Ｓ型与常
用梯形（Ｔ型）两种速度规划算法下机器人的位置和
速度跟踪误差。

１　Ｌａｇｒａｎｇｅ非线性摩擦动力学误差建模

１１　并联机器人结构

少自由度并联机器人具有明显的经济特性，其

结构简单、易于控制，已经被广泛应用到工业领域

中
［１４－１５］

。对大范围、具有大尺寸连杆的机器人，在

高速运动下大尺寸连杆的弹性变形尤为突出，大量

学者针对机构的柔性问题做了深入研究并取得重要

成果。然而，在并联机器人连续轨迹运动控制中，关

节摩擦尤其是主动关节摩擦力是影响位置精度和运

动平稳性的重要因素
［１０］
。图 １为柔性平面 ６杆并

联机器人。

图 １　６杆并联机器人

Ｆｉｇ．１　Ｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔｏｆｓｉｘｐｏｌｅｓ
　

该并联机器人主要由 ６个连杆构成，其中包含
３个驱动杆和３个被动杆，３个被动连杆终端连接处

为控制终端。３个伺服电动机固定于工作平台上，
每个驱动连杆均由伺服电动机驱动，控制终端实现

二维空间的平动。

基于图 １所示的机器人结构，其空间坐标系建
立如图２所示。３个基座 Ｄ１、Ｄ２和 Ｄ３分别固定于
ＸＯＹ工作平面内，其中 Ｄ１和 Ｄ２分别位于 Ｙ轴和 Ｘ
轴上。如图２所示，设 Ｄｉ（ｘＤｉ、ｙＤｉ）（ｉ＝１，２，３）分别
为 ３个基座上驱动电动机对应坐标；Ｂｉ（ｘＢｉ，ｙＢｉ）
（ｉ＝１，２，３）为被动副关节坐标，６个杆件的理论长
度分别为 ＬＤ１、ＬＤ２、ＬＤ３、ＬＢ１、ＬＢ２、ＬＢ３，Ｏ（ｘｏ，ｙｏ）为控制
终端坐标，θｉ（ｉ＝１，２，３）为驱动角，θＢｉ（ｉ＝１，２，３）
为被动角。

图 ２　并联机器人坐标系

Ｆｉｇ．２　Ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓｙｓｔｅｍｏｆｐａｒａｌｌｅｌｒｏｂｏｔ
　

１２　Ｌａｇｒａｎｇｅ动力学建模

对于一个多刚体并联机器人，其 Ｌａｇｒａｎｇｅ函数
等于动能与势能之差，即

Ｌ＝Ｔ－Ｕ （１）
式中　Ｌ———Ｌａｇｒａｎｇｅ函数

Ｔ———系统总动能　　Ｕ———系统总势能
ＺＤｉ（ｘｃｄｉ，ｙｃｄｉ）和ＺＢｉ（ｘｃｂｉ，ｙｃｂｉ）为驱动杆和被动杆

重心。机器人单支链结构如图３所示。

图 ３　单支链结构

Ｆｉｇ．３　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｏｆｓｉｎｇｌｅｃｈａｉｎ
　
则驱动杆和被动杆动能分别为
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式中　θ
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———驱动关节速度向量

ＩＤ、ＩＢ———２个连杆相对于重心的转动惯量
ｍＤ、ｍＢ———连杆质量

由串联机构运动学关系有
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式中　ｒｄ———驱动杆重心 ＺＤｉ到点 Ｑ的距离
ｒｂ———被动杆重心 ＺＢｉ到点 Ｂ的距离

令驱动杆和被动杆杆长均为 ｌ，则并联机器人的
Ｌａｇｒａｎｇｅ函数为
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式中　Ｌｉ———支链 ｉ的拉格朗日函数
忽略闭链约束内力的 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程为
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将式（５）代入式（７）可得 Ｅｕｌｅｒ Ｌａｇｒａｎｇｅ方程
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式中　Ｃ———科里奥利矩阵
Ｇ———重力矩阵　　Ｍ———惯性矩阵

对于 ｍ条支链和 ｎ个关节的并联机构，其闭链
约束条件为
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（１０）
又并联机器人在工作空间内任意一点的速度约束

条件
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式中　Ｓ（θ）———速度约束矩阵

故加速度约束条件为
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则含有约束内力系统的动力学模型为
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式中　η———约束因子，表示约束内力
式（１３）等号两侧左乘 ＪＴ可消去约束力项 ＳＴη，整理
可得
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由于被控终端在平面内运动，故忽略重力势能

Ｇ，由式（１４）可得
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１３　非线性摩擦力动力学误差建模

式（１５）建立了机器人系统含约束内力的实际
动力学模型，但忽略了关节摩擦力。在动态轨迹运

动控制中，主动关节摩擦力是影响其精度和动力学

性能的主要因素
［１６－１８］

。因此，建立精确的非线性摩

擦力误差补偿模型尤为重要。文献 ［１０］基于
Ｈｅｎｓｅｎｓ＆Ｋｏｓｔｉｃ理论，提出了一种非线性指数函数
的近似摩擦力模型
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可得非线性摩擦力动力学误差模型为
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———第 ｉ个关节第 ｊ个驱动副的角速度
ｋｖｉ———粘滞摩擦系数
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ｊ
ｉ———第 ｊ个位置下第 ｉ个驱动关节力矩

与动力学力矩

ｋｆ———动力学力矩 Ｅ
ｊ
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ｆ１ｉ、ｆ２ｉ———库仑摩擦力和Ｓｔｒｉｂｅｃｋ摩擦力幅值
ｍ１ｉ、ｍ２ｉ———Ｓ型函数对库仑摩擦和 Ｓｔｒｉｂｅｃｋ

摩擦力曲线近似度

２　非线性摩擦动力学误差补偿与速度规划

２１　非线性摩擦力误差补偿
式（１８）共有 １６个待标定误差参数，在工作空

间内共采集２１个位置点。为不失一般性，其中边界

２９３ 农　业　机　械　学　报　　　　　　　　　　　　　　　　　２０１７年



点１０个，工作空间中心部分 １１个点。应用最小二
乘法可求解１６个误差参数。结构参数如表１所示，
误差标定结果见表２。

表 １　机器人结构参数

Ｔａｂ．１　Ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｒｏｂｏｔ ｍｍ

参数
关节 ｉ

１ ２ ３

Ｄｉ （０，２００） （ 槡２００ ３，０） （ 槡２００ ３，４００）
ＬＤｉ ２４５ ２４５ ２４５

ＬＢｉ ２４５ ２４５ ２４５

表 ２　非线性摩擦力动力学误差标定结果

Ｔａｂ．２　Ｅｒｒｏｒｃａｌｉｂｒａｔｉｏｎｒｅｓｕｌｔｏｆｎｏｎｌｉｎｅａｒ

ｆｒｉｃｔｉｏｎｄｙｎａｍｉｃｓ

参数
关节 ｉ

１ ２ ３

ｋｖｉ １６３２ ２３５１ ０８０３

ｆ１ｉ ２１４６ －０７０２ －１６８７

ｆ２ｉ －０５３４ －０１４３ ０８８４

ｍ１ｉ ０５４２ －１５６１０ －０７６９

ｍ２ｉ －１７０６５ ５３６８ １００８６

ｋｆ ４０３７１２

　　采样点以 Ｔ型速度控制进行采样，用表 ２标定
结果进行非线性摩擦力动力学误差补偿，得到２１个
采样点补偿前后的定位误差曲线如图４所示。

图 ４　定位误差曲线

Ｆｉｇ．４　Ｃｕｒｖｅｓｏｆｌｏｃａｔｉｏｎｅｒｒｏｒ
　
从补偿前后对比曲线看出机器人补偿前后在边

界点的定位误差较大，远高于工作空间内中心部分

的定位误差。补偿前，边界处正向和负向最大定位

误差分别为 １８５μｍ和 －１９６μｍ，补偿后为 ７５μｍ
和 －７７μｍ；而工作空间中心处 １１个采样点经补偿
后定位误差分布在３２～４７μｍ。故通过非线性摩擦
力补偿可降低机器人整个空间内的定位误差。

２２　机器人速度规划
由于机器人工作时的路径常为连续运动轨迹，

而单点定位误差只能反映其重复性精度指标，故对

机器人进行连续轨迹下实时速度和位置跟踪精度的

仿真分析，为保证仿真结果的合理性，需要确定机构

的最大速度和加速度。

２２１　机器人最大速度和加速度约束模型
６杆并联机器人在 Ｗ工作空间内的速度和加速

度限制主要由速度雅可比矩阵 Ｊ和惯性矩阵 Ｍ决
定，由文献［１０］可知其最大速度和加速度约束模型为
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式中　ρｍａｘ（Ｊ
＋
）———在工作空间 Ｗ内 Ｊ＋矩阵的最

大奇异值

ρｍａｘ（Ｍ
－１
ｓ Ｊ

Ｔ
）———在工作 空间 Ｗ 内 矩 阵

Ｍ－１
ｓ Ｊ

Ｔ
的最大奇异值

Ｗ———在规定路径下所有采样点位置坐标的
集合

‖τθ‖ｍａｘ———驱动器输出力矩欧氏 ２范数的
最大值

ｎ———减速比
ωｍａｘ———电动机的最大角速度

２２２　运动路径与速度规划

随着对机器人运动稳定性和控制精度的提高，

多种速度规划算法逐渐被广泛应用到高精密机器人

控制中
［１９－２０］

。设定机器人运动路径为连续折线，如

图５所示。从起始点 Ｅ１经点 Ｅ２到终止点 Ｅ３，仿真
测试Ｓ型和Ｔ型速度规划算法下的位置和速度跟踪
性能，具体速度规划控制模型详见文献［２０］，这里
不做赘述。

图 ５　机器人运动路径

Ｆｉｇ．５　Ｍｏｔｉｏｎｐａｔｈｏｆｒｏｂｏｔ
　
测试步骤如下：

（１）设（ｘｑ，ｙｑ）和（ｘｅ，ｙｅ）分别为起始点和终止
点的坐标，每段期望轨迹与 ｘ轴正向的夹角为φ＝
ａｒｃｔａｎ（２（ｙｅ－ｙｑ，ｘｅ－ｘｑ））。

（２）Ｗ空间内，基于所有采样点位置坐标可计
算 Ｊ＋矩阵和 Ｍ－１

ｓ Ｊ
Ｔ
矩阵的奇异值，根据驱动电动

机参数，由式（１９）和式（２０）得到最大速度 ｖｍａｘ和最

大加速度 ａｍａｘ，则 Ｓ型速度规划下加加速度为４ａ
２
ｍａｘ／

ｖｍａｘ，如表３所示。
（３）令 ｓ（ｔ）为 Ｓ型曲线加速或 Ｔ型（梯形）运动

位移函数，故期望运动轨迹下采样点在 ｘ和 ｙ轴上
的理论位置如下
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ｘ（ｔ）＝ｘｑ＋ｓ（ｔ）ｃｏｓ

ｙ（ｔ）＝ｙｑ＋ｓ（ｔ）ｓｉｎ{ 
（２１）

（４）Ｓ型曲线加速或 Ｔ型加速下理论速度和加
速度，则在 ｘ和 ｙ向的速度和加速度分别为

ｖｘ（ｔ）＝ｖ（ｔ）ｃｏｓ

ｖｙ（ｔ）＝ｖ（ｔ）ｓｉｎ

ａｘ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｃｏｓ

ａｙ（ｔ）＝ａ（ｔ）ｓｉｎ















（２２）

（５）设采样时间 Ｔｃ为００１ｓ，ｔ＝ｉＴｃ，ｉ为采样点
个数；期望轨迹运动时间 Ｔ由 ｓ（ｔ）和步骤（２）中的
速度和加速度求得，则采样点个数 ｉ＝Ｔ／Ｔｃ。

（６）机器人实际速度 ｖ′（ｔ）和位置 ｓ′（ｔ）可由传
感器反馈数据获得，则任意时刻 ｔ的速度和位置跟
踪误差分别为

Δｅｖ（ｔ）＝ｖ（ｔ）－ｖ′（ｔ）

Δｅｓ（ｔ）＝ｓ（ｔ）－ｓ′（ｔ{ ）
（２３）

表 ３　速度规划参数

Ｔａｂ．３　Ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙｐｌａｎｎｉｎｇ

运动轨迹 最大速度／（ｍ·ｓ－１） 最大加速度／（ｍ·ｓ－２） 加加速度／（ｍ·ｓ－３） Ｓ型运动时间／ｓ Ｔ型运动时间／ｓ
Ｅ１—Ｅ２ ０４１０６ ７０１２４ ４７９０４３ ０２５４２ ０１８０４
Ｅ２—Ｅ３ ０５０６８ ８５１０５ ５７１６５４ ０２２３６ ０１５８１

３　实验

６杆并联机器人３个驱动电动机减速比 ｎ均为

１００，最大角速度 ωｍａｘ＝３６７ｒａｄ／ｓ，速度规划参数及
完成路径轨迹时间见表 ３，仿真测试了以 ０４ｍ／ｓ

和 ０５ｍ／ｓ的速度完成 Ｅ１—Ｅ２和 Ｅ２—Ｅ３段运动
轨迹。

由表３可得：由于 Ｓ型速度规划相比 Ｔ型速度
规划多了加加速和减减速运动，在完成相同运动路

径下，轨迹所用时间大于 Ｔ型速度规划，快速性上
相对较差。

图 ６　位置跟踪误差曲线

Ｆｉｇ．６　Ｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎ

图６仿真结果表明：Ｔ型速度规划下跟踪误差
最大值为４６１μｍ，远大于 Ｓ型速度规划的２１２μｍ；

此外，Ｔ型速度规划下在终止点 Ｅ２定位误差为
３５４μｍ，而 Ｓ型速度规划仅为８１μｍ；从速度性能
上看，Ｔ型最大速度误差达到 ８４２ｍｍ／ｓ，比 Ｓ型最
大速度误差大了６３２ｍｍ／ｓ。整段路径 Ｓ型速度规
划的位置跟踪和速度跟踪精度均优于 Ｔ型速度规
划，尤其是定位精度高。如图７所示，速度和加速度

增加后，２种速度规划下机器人完成 Ｅ２—Ｅ３段路径
运动时间减少，但位置精度和速度跟踪性能均下降。

由表４和表５数据可知：Ｔ型速度规划算法的最大
位置误差和速度误差增至 ７８１μｍ和 １１４ｍｍ／ｓ，

比 Ｅ１—Ｅ２段增加了３２μｍ和２９８ｍｍ／ｓ；而 Ｓ型最
大位置和速度误差仅为３７８μｍ和３７２ｍｍ／ｓ；Ｔ型
控制算法下，速度增加后 Ｅ３终止点定位误差扩大至
４２２μｍ，远大于 Ｓ型规划下的 ８９μｍ，定位精
度低。

图 ７　速度跟踪误差曲线

Ｆｉｇ．７　Ｔｒａｃｋｉｎｇｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅｓｏｆｖｅｌｏｃｉｔｙ
　

表 ４　位置误差

Ｔａｂ．４　Ｅｒｒｏｒｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎ μｍ

速度规划

算法

Ｅ２点位置

误差

Ｅ３点位置

误差

Ｅ１—Ｅ２段最大

位置误差

Ｅ２—Ｅ３段最大

位置误差

Ｔ型 ３５４ ４２２ ４６１ ７８１

Ｓ型 ８１ ８９ ２１２ ３７８

表 ５　速度峰值误差

Ｔａｂ．５　Ｅｒｒｏｒｏｆｐｅａｋｖｅｌｏｃｉｔｙ ｍｍ／ｓ

速度

规划

算法

Ｅ１—Ｅ２段

最大速度

峰值

Ｅ１—Ｅ２段

最小速度

峰值

Ｅ２—Ｅ３段

最大速度

峰值

Ｅ２—Ｅ３段

最小速度

峰值

Ｔ型 ８４２ ４５２ １１４０ ６６０

Ｓ型 ２１２ １９８ ３７２ ３１８

　　上述仿真分析结果是忽略了机器人结构误差如
连杆加工误差和电动机零位安装误差等因素，为了

进一步获得机器人实际控制精度，采用激光干涉仪

进行运动轨迹的跟踪实验如图８所示。
由于实际检测难以获得连续运动下如仿真分析
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图 ８　激光干涉仪

Ｆｉｇ．８　Ｌａｓｅｒｉｎｔｅｒｆｅｒｏｍｅｔｅｒ
　
中以１０ｍｓ为采样周期各点位置坐标，故给出两种
不同速度规划算法下 Ｅ２和 Ｅ３点的定位误差。为了
保证两次规划算法下起始点零位的一致性即 Ｅ１的
位置相同，记录第１次测试前激光干涉仪示数，第 ２
次测试前调整与第 １次记录数据差值为４μｍ以内
定义为位置重合，如图９所示。

图 ９　起点 Ｅ１位置数据

Ｆｉｇ．９　ＰｏｓｉｔｉｏｎｄａｔａｏｆｓｔａｒｔｐｏｉｎｔＥ１
　
表６可得实际定位点误差明显高于忽略结构误

差后的仿真结果。以０４ｍ／ｓ的速度完成 Ｅ１—Ｅ２点
第１段路径，两种速度规划算法所测得 Ｅ２和 Ｅ３点
实际位置误差分别为１２３８μｍ和８４２μｍ，比仿真
结果增加了８８４μｍ和７６１μｍ；以０５ｍ／ｓ的速度
完成 Ｅ２—Ｅ３点第２段路径所得 Ｅ３点终止点位置误
差分别为 １７１６μｍ和 １２８６μｍ，比仿真结果增加
了１２９４μｍ和１１９７μｍ。可见，随着速度的增加，

机器人精度逐渐降低，误差越来越大；仿真数据与实

验数据存在１００μｍ左右的误差，但结论一致，验证
了仿真结果的正确性。

表 ６　定点位置误差数据

Ｔａｂ．６　Ｅｒｒｏｒｏｆｐｏｓｉｔｉｏｎ μｍ

速度算法
Ｅ２点位置

误差

Ｅ３点位置

误差

Ｅ１点（路径原点）

位置

Ｔ型 １２３８ １７１６ ５１３０５７７

Ｓ型 ８４２ １２８６ ５１３０５４２

４　结论

（１）仿真结果表明：Ｓ型速度规划算法下柔性
并联机器人位置和速度跟踪精度均高于 Ｔ型速度
规划算法，且 Ｓ型速度规划有效保证了速度的连续，
利于减小速度转换时产生的速度峰值突变。

（２）机器人速度增加后，Ｔ型速度规划下机器
人的最大位置误差和速度峰值误差达到７８１μｍ和
１１４ｍｍ／ｓ，高于 Ｓ型速度规划，机器人高速与高精
度控制矛盾更为突出。

（３）Ｓ型速度尖峰值相差仅为１７４ｍｍ／ｓ，远小
于 Ｔ型速度规划的 ６８８ｍｍ／ｓ，且速度曲线更为平
滑，机器人运动平稳性更好。

（４）经非线性摩擦力误差补偿，可降低机器人
的单点定位误差；在位置跟踪误差测试中，仿真与实

测数据存在１００μｍ左右的误差，但仿真分析所得结
论与实验一致，验证仿真分析方法的正确性。

（５）Ｓ型速度规划算法大幅提高了机器人连续
轨迹的位置精度和运动平稳性，有效缓解了高速与

高精度控制之间的矛盾，更易于实现柔性并联机器

人高速、高精度的平稳控制。
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