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基于单步法的车辆主动悬架有限频域静态输出反馈控制
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摘要：针对车辆主动悬架系统，提出了基于单步法求解的静态输出反馈有限频域 Ｈ∞控制器设计方法。由于现有

的有限频域 Ｈ∞控制定理含有双线性项，且全状态反馈控制增益并不满足单步法的充分条件，导致静态输出反馈问

题无可行解。文中应用 ＧＫＹＰ引理给出了一个新的基于静态输出反馈的有限频域 Ｈ∞控制定理。该定理可采用单

步线性矩阵不等式 ＬＭＩ直接求解，相对于传统的迭代 ＬＭＩ及 ＣＣＬ算法，极大地简化了设计过程。借助状态反馈信

息，避免了初始求解的不可行性。最后，通过数值算例及台架试验验证了该方法的可行性。
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ｃｏｎｔｒｏｌ；ｌｉｎｅａｒｍａｔｒｉｘｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ

　　引言

随着汽车行业的竞争发展，乘客对汽车的舒适

性、稳定性提出了越来越高的要求。传统的被动悬

架难以达到预期的性能，开发主动、半主动悬架是最

具市场前景的发展方式之一
［１］
。汽车主动悬架控

制问题并非单纯的抑制车身的振动加速度，还需综

合考虑悬架动行程、接地性，输入饱和等约束，显然

增加了设计的难度。近年来，大部分学者提出考虑

约束的 Ｈ∞控制策略，用于处理汽车主动悬架的多

目标控制问题
［２－５］

。目前的一些非线性控制方

法
［６－８］

，虽然具有较强的鲁棒性，但仅以簧载质量位



移为控制目标，难以保证悬架的物理约束，且簧载位

移无法直接测量。显然，考虑约束的 Ｈ∞控制策略

是一个有效的可选方案。近年来，ＳＵＮ等［９－１１］
提出

了汽车主动悬架的有限频域 Ｈ∞控制策略。相对于
全频域 Ｈ∞控制而言，有限频域控制能进一步提高

悬架的舒适性
［１２－１３］

。

目前关于汽车悬架的有限频域 Ｈ∞控制均是基

于全状态反馈和动态输出反馈
［９－１６］

。静态输出反

馈具有结构简单、易于工程实践等优点
［１７－２４］

。因

此，有必要进一步研究汽车悬架的有限频域 Ｈ∞静
态输出反馈控制。有限频域 Ｈ∞静态输出反馈问题
比传统的全频域静态输出控制具有更强的耦合性，

传统的一些方法难以求解，一直是控制理论的一个

难点问题。文献［１７］提出了采用两阶段法处理有
限频域 Ｈ∞静态输出反馈控制问题，并应用于结构
振动控制当中，然而该方法对于主动悬架控制并无

可行解。

本文提出一个基于单步法求解的有限频域 Ｈ∞
静态输出反馈控制定理，用于车辆悬架的多目标控

制。通过数值算例及台架试验验证所提方法的有效

性。

１　问题描述及必要引理

考虑状态空间形式的连续线性系统为

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂｕ（ｔ）＋Ｂ１ω（ｔ）

ｙ（ｔ）＝Ｃｘ（ｔ）
ｚ１（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）＋Ｄ１ｕ（ｔ）

ｚ２（ｔ）＝Ｃ２ｘ（ｔ）＋Ｄ２ｕ（ｔ










）

（１）

式中　ｘ（ｔ）∈Ｒｎ———系统状态
ｕ（ｔ）∈Ｒｍ———系统输入
ω（ｔ）∈Ｒｗ———外部干扰
ｙ（ｔ）∈Ｒｑ———系统输出，ｑ＜ｎ
ｚ１（ｔ）∈Ｒ

ｐ１———系统目标输出

ｚ２（ｔ）∈Ｒ
ｐ２———系统约束输出

Ａ、Ｂ、Ｂ１、Ｃ、Ｃ１、Ｄ１、Ｃ２、Ｄ２为合适维数的常数
矩阵，且外部干扰 ω（ｔ）∈ｌ２［０，∞）。

对于全状态反馈控制，控制器具有

ｕ（ｔ）＝Ｋｘ（ｔ） （２）
式中　Ｋ———待设计的状态反馈增益矩阵

将式（２）代入式（１）中，可得基于全状态反馈的
闭环系统

ｘ·（ｔ）＝Ａｘ（ｔ）＋Ｂ１ω（ｔ）

ｚ１（ｔ）＝Ｃ１ｘ（ｔ）

ｚ２（ｔ）＝Ｃ２ｘ（ｔ
{

）

（３）

其中 Ａ＝Ａ＋ＢＫ　Ｃ１＝Ｃ１＋Ｄ１Ｋ

Ｃ２＝Ｃ２＋Ｄ２Ｋ
对于静态输出反馈控制，控制器可设计为

ｕ（ｔ）＝Ｋ^ｙ（ｔ） （４）
式中　Ｋ^———待设计的静态输出反馈增益矩阵
则基于静态输出反馈的闭环系统可表示为

ｘ·（ｔ）＝Ａ^ｘ（ｔ）＋Ｂ１ω（ｔ）

ｚ１（ｔ）＝Ｃ^１ｘ（ｔ）

ｚ２（ｔ）＝Ｃ^２ｘ（ｔ
{

）

（５）

其中 Ａ^＝Ａ＋ＢＫ^Ｃ　Ｃ^１＝Ｃ１＋Ｄ１Ｋ^Ｃ
Ｃ^２＝Ｃ２＋Ｄ２Ｋ^Ｃ

主要控制目标为设计一个有限频域 Ｈ∞静态输
出反馈控制器，使得被控系统式（１）在无干扰下渐
近稳定，且满足指标

ｓｕｐ
ω１＜ω＜ω２

‖Ｔｚ１ω（ｊω）‖∞ ＜γｍｉｎ （６）

｜｛ｚ２｝ｉ｜≤１　（ｉ＝１，２，…，ｐ２） （７）
式中　Ｔｚ１ω———ω到 ｚ１的传递函数

γｍｉｎ———能量增益

ω———频率，ω１＜ω＜ω２
为了证明文中提出的主要定理，首先引进

ＧＫＹＰ引理［１７］
：对于闭环系统式（３），有限频域不等

式（６）成立，仅当存在对称矩阵 Ｐ＞０、Ｑ＞０满足

ΦＴΞΦ＜０ （８）
其中

Φ＝

Ａ Ｂ１
Ｉ Ｏ

Ｃ１ Ｏ













Ｏ Ｉ

（９）

Ξ＝
Θ Ｏ
Ｏ[ ]Π

Θ＝ｆＰ＋ψＱ　Π＝
Ｉ Ｏ

 －γ２[ ]Ｉ
ｆ＝

Ｏ Ｉ[ ]Ｉ Ｏ
　ψ＝

－Ｉ ｊωｃ
－ｊωｃ －ω１ω[ ]

２

式中　Ｏ———零矩阵

２　有限频域控制器设计与综合

由于现有的有限频域控制定理
［９－１６］

不满足单

步法的充分条件，全状态反馈增益不能因式分解为

正定矩阵乘积的形式，导致静态输出反馈问题并无

可行解。因此，文中提出新形式的基于全状态反馈

的有限频域控制 Ｈ∞定理，使得控制增益矩阵可分
解为正定矩阵乘积的形式，并引入了松弛系数，使其

具有更小的保守性。

定理１（有限频域 Ｈ∞状态反馈控制）：给定正标
量 γ、ｒ、η、ａ１、ｂ１、ａ２、ｂ２、ｃ２。闭环系统（３）在 ω＝０时
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渐近稳定，且在最大干扰能量 ωｍａｘ＝ｒ／η下满足性
能指标（６）、（７）。若存在对称矩阵 Ｘ＞０，Ｑ＞０，
Ｐｓ＞０，Ｐ满足

Ξｓ＋Ω
Ｔ＋Ω＜０ （１０）

Ξ＋Γ＋Γ＜０ （１１）

Ｐｓ ｛Ｃ２｝
Ｔ
ｉ

 １[ ]／ｒ
＞０ （１２）

其中

Ξｓ＝
ｆＰｓ Ｏ

Ｏ １
η
Ｂ１Ｂ

Ｔ









１
　Ξ＝

Θ Ｏ
Ｏ[ ]Π

Ω＝

－ａ１Ｘ ａ１ＸＡ Ｏ

－ｂ１Ｘ ｂ１ＸＡ Ｏ

Ｏ ｃ１Ｘ
－１Ｐｓ －ｃ１Ｘ











－１

Γ＝

Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ

－ａ２Ｘ ａ２ＸＡ Ｏ ａ２ＸＢ１
Ｏ ｂ２Ｃ１ －ｂ２Ｉ Ｏ













Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ

证明 首先定义矩阵 Φｓ＝［Ａ
Ｔ Ｉ Ｐｓ］

Ｔ
，将 ΦＴｓ及其

转置左右乘不等式（１０）可得
ΦＴｓ（Ξｓ＋Ω

Ｔ＋Ω）Φｓ＜０ （１３）
注意到 ΩΦｓ＝０，故式（１３）等价于 Φ

Ｔ
ｓΞｓΦｓ＜０。根

据 Ｓｃｈｕｒ补引理可将式（１３）改写为

ｓｙｍ（ＰｓＡ）＋
１
η
ＰｓＢ１Ｂ

Ｔ
１Ｐｓ＜０ （１４）

式（１４）可保证 ＰｓＡ＋Ａ
ＴＰｓ＜０始终成立。根据连续

系统的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ理论可知，系统式（３）在无干扰下
渐近稳定。

同理，将 ΦＴ及其转置左右乘不等式（１１）可得
ΦＴ（Ξ＋ΓＴ＋Γ）Φ＜０ （１５）

注意到 ΓΦ＝０，因此式（１５）等价于 ΦΞΦ＜０。根据
ＧＫＹＰ引理可知，有限频域指标式（６）得到保证。

定义一个能量函数 Ｖ（ｔ）＝ｘＴ（ｔ）Ｐｓｘ（ｔ）。对于
任意的 η＞０，有不等式

ｓｙｍ（ｘＴＰｓＢ１ω）＜
１
η
ｘＴＰｓＢ１Ｂ

Ｔ
１Ｐｓｘ＋ηω

Ｔω

对 Ｖ（ｔ）求导可得

Ｖ
·

（ｔ）＜ｘ (Ｔ ｓｙｍ（ＰｓＡ）＋１ηＰｓＢ１ＢＴ１Ｐ )ｓ ｘ＋ηωＴω
由式（１４）可知，Ｖ

·

（ｔ）＜ηωＴω。对其积分可得
Ｖ（ｔ）＜ηωｍａｘ＋Ｖ（０）＝ｒ，ｒ为定义的椭圆域半径。则在
零初始条件下，最大干扰能量范数为 ωｍａｘ＝ｒ／η。

进一步将式（１２）写为
Ｐｓ－ｒ｛Ｃ２｝

Ｔ
ｉ｛Ｃ２｝ｉ＞０ （１６）

将式（１６）两边同时左乘 ｘＴ右乘 ｘ，可得
ｒ｛ｚ２｝

Ｔ
ｉ｛ｚ２｝ｉ＜ｘ

Ｔ
（ｔ）Ｐｓｘ（ｔ）＜ｒ （１７）

故在最大干扰 ωｍａｘ＝ｒ／η下，式（７）得到保证。
考虑到定理 １中含有双线性项及逆矩阵，难以

直接应用 ＬＭＩ凸优化技术求解，需要对其进行同余
变换。定义变换矩阵为

Ｔ１＝ｄｉａｇ｛Ｘ
－１ Ｘ－１ Ｉ｝

Ｔ２＝ｄｉａｇ｛Ｘ
－１ Ｘ－１ Ｉ Ｉ｝

Ｔ３＝ｄｉａｇ｛Ｘ
－１ Ｉ

{
｝

（１８）

应用上述矩阵对定理 １进行同余变换，并定义变量
矩阵 Ｘ＝Ｘ－１，Ｋ＝ＫＸ－１，Ｑ ＝Ｘ－１ＱＸ－１，Ｐｓ ＝

Ｘ－１ＰｓＸ
－１
，Ｐ＝Ｘ－１ＰＸ－１，可得推论１。

推论１：给定正标量 γ、ｒ、η、ａ１、ｂ１、ａ２、ｂ２、ｃ２。闭
环系统式（３）在 ω＝Ｏ时渐近稳定，且在最大干扰
能量 ωｍａｘ＝ｒ／η下满足性能指标式（６）、（７）。若存

在对称矩阵 Ｘ＞０，Ｑ＞０，Ｐｓ＞０，Ｐ及一般矩阵 Ｋ满
足

Ξｓ＋Ω
Ｔ＋Ω＜０ （１９）

Ξ＋ΓＴ＋Γ＜０ （２０）

Ｐｓ ｛Ｃ２Ｘ＋Ｄ２Ｋ｝
Ｔ
ｉ

 １[ ]／ｒ
＞０ （２１）

其中

Ξｓ＝
ｆＰｓ Ｏ

Ｏ １
η
Ｂ１Ｂ

Ｔ









１

Ξ＝
ｆＰ＋ψＱ Ｏ

Ｏ[ ]Π
Ω＝

－ａ１Ｘ ａ１（ＡＸ＋ＢｕＫ） Ｏ

－ｂ１Ｘ ｂ１（ＡＸ＋ＢｕＫ） Ｏ

Ｏ ｃ１Ｐｓ －ｃ１











Ｘ

Γ＝

Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ

－ａ２Ｘ ａ２（ＡＸ＋ＢｕＫ） Ｏ ａ２Ｂ１
Ｏ ｂ２（Ｃ１Ｘ＋Ｄ１Ｋ） －ｂ２Ｉ Ｏ













Ｏ Ｏ Ｏ Ｏ

则全状态反馈增益矩阵为 Ｋ＝ＫＸ－１。
当系统只有部分状态可测时，需要考虑静态输

出反馈控制。因此，有必要找到一个可行解，使得推

论１中的增益矩阵可因式分解为 ＫＸ－１＝Ｋ^Ｃ。区
别于以往的迭代方法，文中采用一个新的变量替换

技术处理静态输出反馈问题。注意到 Ｘ是对称正
定矩阵，满足单步法的充分条件。根据文献［１９－
２０］，采用变量替换

Ｘ＝ＮＸＮＮ
Ｔ＋ＲＸＲＲ

Ｔ

Ｋ＝ＹＲＲ
Ｔ

Ｒ＝Ｃ＋
{

ＮＬ

（２２）

式中　ＸＮ∈Ｒ
（ｎ－ｑ）×（ｎ－ｑ）

———对称正定矩阵

ＸＲ∈Ｒ
ｑ×ｑ
———对称正定矩阵
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ＹＲ∈Ｒ
ｍ×ｑ
———一般矩阵

Ｎ∈Ｒｎ×（ｎ－ｑ）———ｋｅｒ（Ｃ）的基底
Ｌ∈Ｒ（ｎ－ｑ）×ｑ———任意矩阵

将式（２２）代入推论 １中可得基于单步法求解
的有限频域 Ｈ∞静态输出反馈控制准则。

定理２（有限频域 Ｈ∞静态输出反馈控制）：给定
正标量 γ、ｒ、η、ａ１、ｂ１、ａ２、ｂ２、ｃ２。闭环系统式（５）在
ω＝０时渐近稳定，且在最大干扰能量 ωｍａｘ＝ｒ／η下
满足性能指标式（６）、（７）。若存在对称矩阵 ＸＮ＞

０，ＸＲ＞０，Ｑ＞０，Ｐｓ＞０，Ｐ及一般矩阵 ＹＲ满足

Ξｓ＋Ω
Ｔ＋Ω＜０ （２３）

Ξ＋ΓＴ＋Γ＜０ （２４）

Ｐｓ ｛Ｃ２Ｘ＋Ｄ２Ｋ｝
Ｔ
ｉ

 １[ ]／ｒ
＞０ （２５）

其中 Ｘ＝ＮＸＮＮ
Ｔ＋ＲＸＲＲ

Ｔ　Ｋ＝ＹＲＲ
Ｔ

其余矩阵同推论 １，则相应的静态输出反馈增
益为 Ｋ^＝ＹＲＸ

－１
Ｒ 。

备注１：单步法的证明过程可参阅文献［２０］。
根据定理 ２，有限频域静态输出反馈控制问题可通
过一个单步 ＬＭＩ直接求解。区别于传统的全频域
静态输出反馈控制问题，有限频域具有更强的耦合

性，控制矩阵不仅与系统参数矩阵耦合，也和频域不

等式矩阵耦合。传统的一些迭代 ＬＭＩ算法、ＣＣＬ算
法

［２１］
及一些进化算法

［４］
不一定具有可行解，且设计

及编程复杂。显然，定理２极大地简化了设计过程。
备注２：注意到定理 ２中含有一个自由矩阵 Ｌ，

该矩阵需要设计者自行选择。矩阵 Ｌ的选取对定
理２的可行性具有决定性的影响，当 Ｌ选取不当
时，定理２并无可行解。在以往大部分工作中，均采
用经验调试的方法，当系统维数较大时，该方法是繁

琐的。根据当前较新的研究成果，文献［２２］提出了
借助状态反馈的信息决定矩阵 Ｌ，避免了问题的不
可行性。

因此，采用３个步骤求解有限频域Ｈ∞静态输出
反馈控制增益矩阵。

（１）首先求解凸优化问题

Ｐｓ：
ｍｉｎｉｍｉｚｅγ
ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＬＭＩｓ（１９－２１{ ）

（２６）

（２）若式（２６）具有可行解，则矩阵 Ｌ为
Ｌ＝ＮＸＣＴ（ＣＸＣＴ）－１ （２７）

式中　Ｘ———式（２６）求出的 ＬＭＩ变量
（３）将求出的矩阵 Ｌ代入 Ｒ中，并求解凸优化

问题

Ｐｏｆ：
ｍｉｎｉｍｉｚｅγ
ｓｕｂｊｅｃｔｔｏＬＭＩｓ（２３－２５{ ）

（２８）

则 Ｋ^＝ＹＲＸ
－１
Ｒ 。借助状态反馈信息可保证定理 ２是

始终可行的。

为了便于对比，这里亦推导出基于单步法求解

的全频域 Ｈ∞静态输出反馈控制准则
［１９］
。

定理３（全频域 Ｈ∞静态输出反馈控制）：考虑闭
环系统式（５），给定正标量 γ、ｒ，则系统在 ω＝０时渐
近稳定，且在最大干扰能量 ωｍａｘ＝ｒ／γ

２
下满足全频

域 Ｈ∞性能及约束性能（７）。若存在对称矩阵 ＸＮ＞
０，ＸＲ＞０及一般矩阵 ＹＲ满足

ｓｙｍ（Σ１） Σ２ Ｂ１
 －Ｉ Ｏ

  －γ２









Ｉ

＜０ （２９）

ＮＸＮＮ
Ｔ＋ＲＸＲＲ

Ｔ Σ３

 １








ｒ
＞０ （３０）

其中 Σ１＝ＡＮＸＮＮ
Ｔ＋ＡＲＸＲＲ

Ｔ＋ＢＹＲＲ
Ｔ

Σ２＝ＮＸＮＮ
ＴＣＴ１＋ＲＸＲＲ

ＴＣＴ１＋ＲＹ
Ｔ
ＲＤ

Ｔ
１

Σ３＝（Ｃ２ＮＸＮＮ
Ｔ＋Ｃ２ＲＸＲＲ

Ｔ＋Ｄ２ＹＲＲ
Ｔ
）
Ｔ
ｉ

若定理 ３可行，则全频域静态输出反馈控制增
益矩阵为 Ｋ^＝ＹＲＸ

－１
Ｒ 。证明过程可参照有界实引理

及定理１的证明。

３　车辆主动悬架控制应用

将第２节提出的控制定理应用到车辆主动悬架
控制当中。限于篇幅考虑，文中以图 １所示的 １／４
车主动悬架模型

［９］
为研究对象。显然，该方法同样

适用于整车悬架。

图 １　１／４车主动悬架模型

Ｆｉｇ．１　１／４ｖｅｈｉｃｌｅａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｍｏｄｅｌ
　
其动力学方程为

ｍｓｚ
··

ｓ＋ｃｓ（ｚ
·

ｓ－ｚ
·

ｕ）＋ｋｓ（ｚｓ－ｚｕ）＝ｕ

ｍｕｚ
··

ｕ＋ｋｕ（ｚｕ－ｚｒ）－ｃｓ（ｚ
·

ｓ－ｚ
·

ｕ）－

　　ｋｓ（ｚｓ－ｚｕ）＝－
{

ｕ

（３１）

式中　ｍｓ、ｍｕ———车身及非簧载质量
ｋｓ、ｃｓ———悬架刚度和阻尼系数
ｚｓ、ｚｕ———车身及非簧载质量位移

７５３第 ２期　　　　　　　　　　　王刚 等：基于单步法的车辆主动悬架有限频域静态输出反馈控制



ｋｕ———轮胎刚度　　ｕ———主动执行力
ｚｒ———路面干扰

选取系统的状态矢量为

ｘ（ｔ）＝［ｚｓ－ｚｕ ｚ·ｓ ｚｕ－ｚｒ ｚ·ｕ］
Ｔ

（３２）

由于状态变量 ｚｕ－ｚｒ包含路面干扰，采用低成
本传感器难以测量，故文中选取可测的状态矢量为

ｙ（ｔ）＝［ｚｓ－ｚｕ ｚ·ｓ ｚ·ｕ］
Ｔ

（３３）

考虑到４～８Ｈｚ范围内的车身振动加速度对舒
适性影响较大，定义 ｚ··ｓ为被控输出。

时域硬约束选为

｜ｚｓ－ｚｕ｜＜ｚｍａｘ
ｋｕ（ｚｕ－ｚｒ）＜（ｍｓ＋ｍｕ）ｇ

｜ｕ（ｔ）｜＜ｕ
{

ｍａｘ

（３４）

式中　ｚｍａｘ———规定的最大悬架行程
ｕｍａｘ———执行器的最大输出力

式（３４）中第 １项表示悬架动行程约束；第 ２项
表示轮胎动静载荷比；第３项表示控制饱和。

定义 ω（ｔ）＝ｚ·ｒ（ｔ），可将悬架系统的状态空间
方程表示为式（１）的标准形式，系统矩阵为

Ａ＝

０ １ ０ －１
－ｋｓ
ｍｓ

－ｃｓ
ｍｓ

０
ｃｓ
ｍｓ

０ ０ ０ １
ｋｓ
ｍｕ

ｃｓ
ｍｕ

－ｋｕ
ｍｕ

－ｃｓ
ｍ



















ｕ

　Ｂ＝

０
ｕｍａｘ
ｍｓ
０
－ｕｍａｘ
ｍ



















ｕ

Ｂ１＝

０
０
－１













０

　Ｃ＝
１ ０ ０ ０
０ １ ０ ０









０ ０ ０ １

Ｃ１＝
－ｋｓ
ｍｓ

－ｃｓ
ｍｓ

０
ｃｓ
ｍ[ ]ｓ　Ｄ１＝ｕｍａｘｍｓ

Ｃ２＝

１
ｚｍａｘ

０ ０ ０

０ ０
ｋｕ

（ｍｓ＋ｍｕ）ｇ
０















０ ０ ０ ０

　Ｄ２＝










０
０
１

为了验证所提控制的有效性，以图 １所示的模
型为例给出数值验证。车辆参数

［９］
如表１所示。

表 １　车辆参数

Ｔａｂ．１　Ｖｅｈｉｃｌｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 ｍｓ／ｋｇ ｍｕ／ｋｇ ｋｓ／（Ｎ·ｍ
－１）

数值 ３２０ ４０ １８０００

参数 ｋｕ／（Ｎ·ｍ
－１） ｚｍａｘ／ｍ ｃｓ／（Ｎ·ｓ·ｍ

－１）

数值 ２０００００ １０００ ００８

　　需要注意的是在文献［９］中，有限频域最大能

量干扰界限设定为 ωｍａｘ＝ｒ／η，η＝１００００，而全频域

最大能量干扰界限为 ｒ／γ２，实际上 η远大于 γ２，这
样的比较并不等价。若强行设置 η＝γ２，文献［９］中
的定理并无可行解。为了解决该问题，文中引入了

松弛变量，减少了设计的保守性。

为了公平地比较，选取有限频域设计参数为

ｒ＝０３，η＝１５０。求解全频域控制定理发现 γ２始终
接近于７９。因此，全频域的设计参数选为 ｒ＝０１６。
则两者的最大能量干扰界限均为 ωｍａｘ＝０００２。

频域约束参数选为 ω１＝４Ｈｚ，ω２＝８Ｈｚ，最大控
制力为 ｕｍａｘ＝１５００Ｎ。定理２中的松弛变量参数选
为 ａ１＝０００００１，ｂ１＝１８，ｃ１＝３２３３，ａ２＝１，ｂ２＝１。
调节松弛变量，可得保守性小的结果。通过算例研

究发现，在约束界限允许的情况下，ｃ１值越小越好。
求解式（２６）～（２８）可得有限频域静态输出反

馈控制器为

Ｋ^ｆ＝［６６６３７ －１５５６７ －０３４９０］
求解定理３可得全频域静态输出反馈控制器为
Ｋ^ｅ＝［１０１６８７ －０３７２９ －０４５９４］
根据求出的控制器，可得图 ２所示的悬架系统

频域响应情况。图中比较了相同干扰界限下的全频

域状态反馈（ＳＦＣ）、全频域静态输出反馈（ＳＯＦＣ）、
有限频域状态反馈（ＳＦＣ）及静态输出反馈（ＳＯＦＣ）
的频域响应情况。从图中可看出，在相同的干扰界

限下，有限频域控制器在低频段能取得较小的加速

度 Ｌ２增益，尤其在人体对舒适性更为敏感的 ４～
８Ｈｚ范围内。由于两者是在相同干扰界限下做比
较，故悬架动行程及轮胎动载的峰值增益是相等的。

为了评估控制系统在时域的响应情况，以连续

的长坡型包块作为路面干扰激励
［３］
，即

ｚｒ＝
ｈ(２ １－ｃｏｓ２πＶｔ)Ｌ

（０≤ｔ≤５ｓ）

０ （ｔ＞５ｓ{
）

（３５）

式中　ｈ———包块高度，取００５ｍ
Ｖ———车速，取２５ｍ／ｓ
Ｌ———包块长度，取５ｍ

图３为悬架系统在长坡包块激励下车身加速度
的时域响应曲线，从图中可看出，基于有限频域控制

的悬架系统具有较小的加速度幅值，舒适性得到改

善。图４给出了主动悬架时域硬约束的响应情况，
在给定的干扰界限下，有限频域控制器能满足悬架

时域硬约束条件，悬架动行程、轮胎动载、控制力都

在限值内。

　　由于舒适性可量化为加速度的均方根，为了评
估控制器在随机路面激励

［１６］
下的响应情况，表 ２～

４给出了各性能指标的均方根，其中激励时间为
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图 ２　悬架系统频响曲线

Ｆｉｇ．２　Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙｒｅｓｐｏｎｓｅｃｕｒｖｅｓｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍ
　

图 ３　车身加速度包块响应

Ｆｉｇ．３　Ｂｕｍｐｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｃａｒｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ
　
１０ｓ，车速为２５ｍ／ｓ。从表中可看出，对于不同等级
的路面轮廓，有限频域控制能取得较小的加速度均

方根，同时其余的物理约束均方根指标也小于被动

控制，满足规定的性能要求。

４　台架试验结果

为了进一步评估该方法的有效性，采用图 ５所
示的主动悬架比例试验台进行台架试验，台架部件

规格及尺寸如表５所示。工作部件包括与设备配套
的基于 Ｍａｔｌａｂ／Ｓｉｍｕｌｉｎｋ用户的实时控制软件、
ＡＭＰＡＱ Ｌ２型线性电流放大器和一个 Ｑ８ ＵＳＢ型
数据采集卡。

由于实际参数与名义参数存在一定偏差，直接

采用第２节所提方法难以达到预期的效果。因此，

图 ４　悬架约束响应

Ｆｉｇ．４　Ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｒｅｓｐｏｎｓｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎ
　

表 ２　车身振动加速度均方根

Ｔａｂ．２　Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｏｆｂｏｄｙａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎ

ｍ／ｓ２

等级 被动 全频域 有限频域

Ｂ ０１０８８ ００３８１ ００２９１

Ｃ ０２１７５ ００７６１ ００５８３

Ｄ ０４３５０ ０１５２２ ０１１６６

Ｅ ０８７００ ０３０４４ ０２３３２

表 ３　悬架动行程比率均方根

Ｔａｂ．３　Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｏｆｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｄｙｎａｍｉｃ

ｓｔｒｏｋｅｒａｔｉｏ

等级 被动 全频域 有限频域

Ｂ ００２０９３ ００２０１ ００２０７

Ｃ ００４１８７ ００３９３ ００４１４

Ｄ ００８３７３ ００７８７ ００８２８

Ｅ ０１６７５０ ０１５７４ ０１６４７

表 ４　轮胎动静载荷比均方根

Ｔａｂ．４　Ｒｏｏｔｍｅａｎｓｑｕａｒｅｏｆｔｉｒｅｌｏａｄｒａｔｉｏ

等级 被动 全频域 有限频域

Ｂ ００１０９０ ０００７５５ ０００７７

Ｃ ００２１７９ ００１５１１ ００１５４

Ｄ ００４３５９ ００３０２２ ００３０８

Ｅ ００８７１７ ００６０４３ ００６１６

需要考虑系统的参数不确定性，设计一个鲁棒控制

器。参照文献［５］中的步骤可将定理 ２拓展为考虑
参数摄动的鲁棒控制准则。将求解出的控制增益编

入控制软件中，产生控制力由电动机控制模块转换

为电动机控制信号进行实时反馈控制。在测试中，

顶盘加速度由下方安装的加速度计直接测量，顶盘

和中间盘的位移由分辨率为１０２４的编码器测量，

９５３第 ２期　　　　　　　　　　　王刚 等：基于单步法的车辆主动悬架有限频域静态输出反馈控制



图 ５　主动悬架试验台

Ｆｉｇ．５　Ａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｅｔｕｐ
１．可调质量块　２．加速度计　３．无刷直流电动机　４．位移编码器

５．可调刚度弹簧　６．干扰传递板　７．传动丝杠　８．伺服电动机
　

表 ５　设备参数

Ｔａｂ．５　Ｓｅｔｕｐｓｐｅｃｉｆｉｃａｔｉｏｎ

参数 数值

长 ×宽 ×高／（ｃｍ×ｃｍ×ｃｍ） ３０×３０５×６１

总质量／ｋｇ １５

位移分辨率／ｂｉｔ １０

加速度计灵敏度／（ｇ·Ｖ－１） １

激励频率范围／Ｈｚ ０～１５

　　并通过高通滤波器将其转换为速度量。路面干
扰有底部的电动机 带传动装置模拟产生，激励频率

与幅值设置为４～６Ｈｚ、００１ｍ。根据设备的规格及
电动机功率，最大悬架行程选为 ｚｍａｘ＝００３ｍ，最大
控制输出选为 ｕｍａｘ＝５０Ｎ。

试验结果如图 ６～８所示。图 ６为不同控制下
顶盘加速度的响应情况。显然，对比于被动控制及

全频域控制，有限频域控制能取得更好的干扰衰减

效果，具有较小的保守性。从图７中可看出，悬架行
程小于规定的约束值。图８为轮胎行程 ｚｕ ｚｒ的响
应情况。

５　结束语

提出了基于单步法求解的有限频域静态输出反

馈 Ｈ∞控制器设计方法，用于车辆主动悬架的多目
标控制。应用 ＧＫＹＰ引理，以 ＬＭＩ的形式给出了控
制器的设计准则。针对一类约束的线性系统，给出

　　

图 ６　垂直加速度响应

Ｆｉｇ．６　Ｖｅｒｔｉｃａｌａｃｃｅｌｅｒａｔｉｏｎｒｅｓｐｏｎｓｅ

图 ７　悬架动行程

Ｆｉｇ．７　Ｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ

图 ８　轮胎行程

Ｆｉｇ．８　Ｔｉｒｅｄｅｆｌｅｃｔｉｏｎ
　

了一个新的有限频域 Ｈ∞控制定理，使其满足单步
法的充分条件，通过引入松弛变量减少了设计的保

守性。区别于以往的静态输出反馈求解方法，本文

采用一个新的单步法，减少了编程及计算时间，且借

助全状态反馈信息来避免问题的不可行性。数值及

试验结果验证了设计方法的有效性，相对于被动系

统及全频域控制而言，有限频域的控制方法能更好

地衰减４～８Ｈｚ的低频振动，在保证时域约束的前
提下，舒适性得到改善。
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１１　ＳＵＮＷ，ＺＨＡＯＹ，ＬＩＪ，ｅｔａｌ．Ａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｗｉｔｈｆｒｅｑｕｅｎｃｙｂａｎｄｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓａｎｄａｃｔｕａｔｏｒｉｎｐｕｔｄｅｌａｙ［Ｊ］．ＩＥＥＥ
ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＩｎｄｕｓｔｒｉａｌＥｌｅｃｔｒｏｎｉｃｓ，２０１２，５９（１）：５３０－５３７．

１２　ＷＡＮＧＲ，ＪＩＮＧＨ，ＹＡＮＦ，ｅｔａｌ．ＯｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙＨ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｉｎｉｎｗｈｅｅｌｍｏｔｏｒｄｒｉｖｅｎ
ｅｌｅｃｔｒｉｃｇｒｏｕｎｄｖｅｈｉｃｌｅｓ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＦｒａｎｋｌｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，２０１５，３５２（２）：４６８－４８４．

１３　ＷＡＮＧＲ，ＪＩＮＧＨ，ＫＡＲＩＭＩＨＲ，ｅｔａｌ．ＲｏｂｕｓｔｆａｕｌｔｔｏｌｅｒａｎｔＨ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｏｆａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｙｓｔｅｍｓｗｉｔｈｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙ
ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ［Ｊ］．ＭｅｃｈａｎｉｃａｌＳｙｓｔｅｍｓａｎｄＳｉｇｎａｌＰｒｏｃｅｓｓｉｎｇ，２０１５，６２－６３：３４１－３５５．

１４　ＣＨＥＮＹ，ＺＨＡＮＧＷ，ＧＡＯＨ．ＦｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙＨ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｂｕｉｌｄｉｎｇｕｎｄｅｒｅａｒｔｈｑｕａｋｅｅｘｃｉｔａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ，２０１０，
２０（１）：１２８－１４２．

１５　ＬＩＸ，ＹＡＮＧＧ．ＡｄａｐｔｉｖｅＨ∞ ｃｏｎｔｒｏｌｉｎｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｄｏｍａｉｎｆｏｒｕｎｃｅｒｔａｉｎｌｉｎｅａｒｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．ＩｎｆｏｒｍａｔｉｏｎＳｃｉｅｎｃｅｓ，２０１５，
３１４（１）：１４－２７．

１６　王刚，陈长征，于慎波．含路面预瞄信息的车辆主动悬架有限频域多目标控制［Ｊ／ＯＬ］．农业机械学报，２０１５，４６（１２）：
２９４－３００．ｈｔｔｐ：∥ｗｗｗ．ｊｃｓａｍ．ｏｒｇ／ｊｃｓａｍ／ｃｈ／ｒｅａｄｅｒ／ｖｉｅｗ＿ａｂｓｔｒａｃｔ．ａｓｐｘ？ｆｌａｇ＝１＆ｆｉｌｅ＿ｎｏ＝２０１５１２４０＆ｊｏｕｒｎａｌ＿ｉｄ＝ｊｃｓａｍ．
ＤＯＩ：１０．６０４１／ｊ．ｉｓｓｎ．１０００１２９８．２０１５．１２．０４０．
ＷＡＮＧＧａｎｇ，ＣＨＥＮＣｈａｎｇｚｈｅｎｇ，ＹＵＳｈｅｎｂｏ．Ｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｖｅｈｉｃｌｅａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｗｉｔｈｒｏａｄ
ｐｒｅｖｉｅｗｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ／ＯＬ］．ＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｆｔｈｅＣｈｉｎｅｓｅＳｏｃｉｅｔｙｆｏｒＡｇｒｉｃｕｌｔｕｒａｌＭａｃｈｉｎｅｒｙ，２０１５，４５（１２）：２９４－３００．（ｉｎ
Ｃｈｉｎｅｓｅ）

１７　ＺＨＡＮＧＨ，ＷＡＮＧＲ，ＷＡＮＧＪ，ｅｔａｌ．ＲｏｂｕｓｔｆｉｎｉｔｅｆｒｅｑｕｅｎｃｙＨ∞ ｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｖｉｂｒａｔｉｏｎ
ａｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｏｆｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｓｙｓｔｅｍｓ［Ｊ］．Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ，２０１４，２４（４）：３５４－３６６．

１８　ＣＲＵＳＩＵＳＣ，ＴＲＯＦＩＮＯＡ．ＳｕｆｆｉｃｉｅｎｔＬＭＩｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓｆｏｒｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．ＩＥＥＥＴｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓｏｎＡｕｔｏｍａｔｉｃ
Ｃｏｎｔｒｏｌ，１９９９，４４（５）：１０５３－１０５７．

１９　ＷＡＮＧＧ，ＣＨＥＮＣ，ＹＵＳ．Ｏｐｔｉｍｉｚａｔｉｏｎａｎｄｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒｈａｌｆｃａｒａｃｔｉｖｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｓｗｉｔｈｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２０１６，３７８：１－１３．

２０　ＲＵＢＵＯＭＡＳＳＥＧＵＪ，ＲＯＳＳＥＬＬＪ，ＫＡＲＩＭＩＨ，ｅｔａｌ．Ｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｕｎｄｅｒｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｓｔｒｕｃｔｕｒｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓ［Ｊ］．
Ａｕｔｏｍａｔｉｃａ，２０１３，４９（１）：３１３－３１６．

２１　ＬＩＰ，ＬＡＭＪ，ＣＨＥＵＮＧＫ．Ｍｕｌｔｉｏｂｊｅｃｔｉｖｅｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒａｃｔｉｖｅｖｅｈｉｃｌｅｓｕｓｐｅｎｓｉｏｎｗｉｔｈｗｈｅｅｌｂａｓｅｐｒｅｖｉｅｗ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆＳｏｕｎｄ
ａｎｄＶｉｂｒａｔｉｏｎ，２０１４，３３３（２１）：５２６９－５２８２．

２２　ＰＡＬＡＣＩＯＳＱＵＩＮＯＮＥＲＯＦ，ＲＵＢＵＯＭＡＳＳＥＧＵＪ，ＲＯＳＳＥＬＬＪ，ｅｔａｌ．Ｆｅａｓｉｂｉｌｉｔｙｉｓｓｕｅｓｉｎｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ
ｄｅｓｉｇｎｗｉｔｈａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｔｏｓｔｒｕｃｔｕｒａｌｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌ［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＦｒａｎｋｌｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，２０１４，３５１（１）：１３９－１５５．

２３　ＢＡＫＫＡＴ，ＫＡＲＩＭＩＨ．Ｈ∞ ｓｔａｔｉｃｏｕｔｐｕｔｆｅｅｄｂａｃｋｃｏｎｔｒｏｌｄｅｓｉｇｎｗｉｔｈｃｏｎｓｔｒａｉｎｅｄｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎｆｏｒｏｆｆｓｈｏｒｅｗｉｎｄｔｕｒｂｉｎｅｓｙｓｔｅｍ
［Ｊ］．ＪｏｕｒｎａｌｏｆｔｈｅＦｒａｎｋｌｉｎＩｎｓｔｉｔｕｔｅ，２０１３，３５０（８）：２２４４－２２６０．

２４　ＰＡＬＡＣＩＯＳＱＵＩＮＯＮＥＲＯＦ，ＲＵＢＵＯＭＡＳＳＥＧＵＪ，ＲＯＳＳＥＬＬＪ，ｅｔａｌ．Ｖｉｂｒａｔｉｏｎｃｏｎｔｒｏｌｆｏｒａｄｊａｃｅｎｔｓｔｒｕｃｔｕｒｅｓｕｓｉｎｇｌｏｃａｌｓｔａｔｅ
ｉｎｆｏｒｍａｔｉｏｎ［Ｊ］．Ｍｅｃｈａｔｒｏｎｉｃｓ，２０１４，２４（４）：３３６－３４４．

１６３第 ２期　　　　　　　　　　　王刚 等：基于单步法的车辆主动悬架有限频域静态输出反馈控制


