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机械臂接触碰撞动力学分析

金国光　武光涛　畅博彦　陈丽莎　张阳演
（天津工业大学天津市现代机电装备技术重点实验室，天津 ３００３８７）

摘要：针对机械臂在运行过程中的接触碰撞问题，基于碰撞过程中产生冲量和高斯最小约束原理，提出了一种确定

接触碰撞后系统状态量的分析方法。首先，利用 Ｌａｇｒａｎｇｅ方程，建立机械臂系统的动力学模型，并以此为基础根据
经典碰撞理论与恢复系数方程，推导得到碰撞时系统的外部碰撞冲量求解模型；该模型中碰撞点的速度与碰撞冲

量之间是解耦的，有利于计算求解。其次，根据高斯最小约束原理和求解得到的接触碰撞前的系统状态量，运用求

多变量函数极值的方法建立机械臂系统接触碰撞后瞬时速度求解方程式。最后，以平面三连杆机械臂为实例进行

碰撞动力学建模与仿真，研究分析系统发生接触碰撞时所受到的外部碰撞冲量大小以及碰撞前后机械臂角速度和

各关节转角的变化规律，求解得到了机械臂发生碰撞后保持原有运动规律不变时各关节所需施加的驱动力矩。研

究表明：碰撞发生瞬时各关节将产生刚性冲击；碰撞后瞬时各杆将产生抖动；碰撞产生的冲量由远端关节向近端关

节以递减的方式变化，所得结论可为机械臂冲击后的运动轨迹控制提供一定的理论依据。
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　　引言

机械臂在目标捕获或运动过程中，不可避免地

会与目标物或环境发生碰撞。机械臂的碰撞会导致

系统速度的突变，碰撞过程中产生的较大冲击力不

仅会影响系统的动态特性，而且有可能损坏机械手

或者目标物。因此，对机械臂在运行过程中的碰撞

问题进行研究，可为机械臂轨迹规划
［１］
和实时控制

提供理论依据。

目前，针对机械臂的碰撞问题，国内外学者给予

了高度重视
［２－７］

。陈钢等
［３］
针对空间机械臂目标捕

获过程中的碰撞问题，利用碰撞过程中产生冲量的

原理建立了碰撞动力学模型；利用空间解析几何的

方法进行了碰撞检测，设计了碰撞发生后机器人的

运动分析算法。华卫江等
［４］
针对柔性机器人与其

工作环境发生碰撞时的动力学建模问题，引入冲量

势，运用拉格朗日方程推导出柔性机器人系统受外

冲击的广义冲量 动量方程，结合碰撞恢复系数方

程，得到了碰撞结束瞬时系统的广义速度求解方程。

ＫＨＵＬＩＥＦ等［５］
运用广义冲量 动量定理研究了柔性

体的碰撞，求解得到了碰撞后系统的动力学响应。

刘锦阳等
［６］
采用子结构法，由 Ｊｏｕｒｄａｉｎ变分原理导

出了机械臂在碰撞前、碰撞阶段以及碰撞后的动力

学方程。它有别于文献［５］的显著特点在于能获得
碰撞力。ＣＨＡＰＮＩＫ等［７］

采用有限元法建模，建模时

考虑了多种阻尼效应，对单臂机器人碰撞动力学进

行了研究。文献［５］运用绝对坐标法建模，限制了
该方法在机器人领域的应用。子结构法认为碰撞瞬

时柔性体只有局部参与碰撞，并人为地进行了瞬间

局部范围的动量再分配，缺乏理论准则。

本文基于机械臂运动学和动力学模型
［８－１０］

，利

用碰撞过程中产生冲量的原理
［１１－１３］

与碰撞恢复系

数
［１４－１５］

方程相结合，建立碰撞时系统的外部碰撞冲

量求解模型。根据冲击运动的高斯最小约束原

理
［１６－１７］

，用求多变函数极值的方法，给出碰撞发生

后机械臂的运动分析算法，求得碰撞后机械臂系统

的运动状态。最后，通过数值仿真分析机械臂系统

受到碰撞前后机械臂角速度和各关节转角的变化规

律，求解得到机械臂发生碰撞后保持原有运动规律

不变时各关节所需施加的驱动力矩。

１　机械臂动力学方程

考虑如图１所示的空间 ｎ自由度机械臂系统的
接触碰撞问题，记系统的广义坐标为ｑ＝（ｑ１，ｑ２，…，
ｑｎ）。

不考虑摩擦等外界干扰的作用，由 Ｌａｇｒａｎｇｅ方

图 １　空间机械臂系统接触碰撞示意图

Ｆｉｇ．１　Ｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｓｐａｃｅｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

ｓｙｓｔｅｍｓｃｏｎｔａｃｔｃｏｌｌｉｓｉｏｎ
　
程，可得 ｎ自由度机械臂动力学方程为

Ｍｑ··＋Ｈ（ｑ，ｑ·）＋Ｇ（ｑ）＝τ （１）
式中　ｑ、ｑ·、ｑ··———ｎ×１维广义坐标、广义速率、广义

加速率向量

Ｍ———正定的系统惯性矩阵
Ｈ（ｑ，ｑ·）———包括系统中离心力和哥氏力的

矩阵

Ｇ（ｑ）———重力对广义坐标的等效力矩阵
τ———广义关节坐标的常规驱动力矩向量

假设和环境碰撞的末端执行器是机械臂系统的

一部分，碰撞接触点在惯性坐标系中定义为 Ｘａ，相
应的环境接触点定义为 Ｘｅ。通过坐标变换，Ｘａ可
表示为广义坐标的形式

Ｘａ＝φ（ｑ） （２）
根据系统运动学关系，容易得到执行器接触点

Ｘａ在惯性坐标系中的速度与广义坐标间存在运动
学关系

Ｘ
·

ａ＝Ｊｑ
·

（３）

其中 Ｊ [＝ φ
 ]ｑ

Ｔ

（４）

在碰撞时间间隔 Δｔ内，Ｘｅ同样可以表示为广
义坐标 ｑ的形式

Ｘｅ＝φ（ｑ） （５）
当满足式（５）时，在接触点 Ｘａ处外部冲击力 Ｆ

随即产生。

由静力平衡条件，与环境相接触时，机械臂的动

力学方程为

Ｍｑ··＋Ｈ（ｑ，ｑ·）＋Ｇ（ｑ）＝τ＋ＪＴＦ （６）
ＪＴ为 Ｊａｃｏｂｉａｎ矩阵 Ｊ的转置，它把作用在末端

的冲击力映射为相应广义关节的驱动力矩。

２　碰撞冲量求解模型

根据经典碰撞理论，对系统作如下假设：碰撞时

间无限小；碰撞过程中所有杆的位置和方位不变；碰

撞是点接触；碰撞过程中杆的形状和惯量不变。

通常，碰撞是部分弹性的。若碰撞恢复系数为
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ｅ（０＜ｅ＜１），杆的碰撞点速度增量沿着接触表面的
法向量为 ｎ，则系统碰撞时应满足恢复系数方程

（Δｖ１－Δｖ２）
Ｔｎ＝－（１＋ｅ）（ｖ１－ｖ２）

Ｔｎ （７）
式中　ｖ１、ｖ２———两碰撞物体的碰撞点在碰撞前瞬

时的绝对速度

Δｖ１、Δｖ２———两碰撞物体的碰撞点在碰撞后
瞬时引起的速度增量

根据基本假设，由于碰撞过程中时间间隔无限

小，关节的位置保持不变，因此关节的角速度是有限

量。对给出的式（６）在整个接触碰撞持续时间 Δｔ
内进行积分，得

∫
ｔ０＋Δｔ

ｔ０

Ｍｑ··ｄｔ＋∫
ｔ０＋Δｔ

ｔ０

（Ｈ（ｑ，ｑ·）＋Ｇ（ｑ）－τ）ｄｔ＝

∫
ｔ０＋Δｔ

ｔ０

ＪＴＦｄｔ （８）

式中　ｔ０———碰撞瞬时
由于位置和速度在碰撞过程中为有限量，当

Δｔ→０时，式（８）左端的第二项趋于零，得
Ｍ（ｑ·（ｔ０＋Δｔ）－ｑ

·
（ｔ０））＝Ｊ

Ｔｐ （９）

式中，ｐ＝∫
ｔ０＋Δｔ

ｔ０

Ｆｄｔ，为碰撞冲量，由于 Δｔ→０时冲击

趋向于无限量，方程右端项趋向于一有限量。因此

广义坐标的速度增量可表示为

Δｑ· ＝Ｍ－１ＪＴｐ （１０）
由运动学可知，接触点的速度增量为

Δｖ１＝ＪＭ
－１ＪＴｐ （１１）

假设与机械臂的碰撞接触面为刚性固定表面，

则固定表面的绝对速度和速度增量总是零（ｖ２ ＝
Δｖ２＝０）。假设在接触表面没有摩擦，则冲击总是
沿着接触点法向量 ｎ，将式（１１）代入式（７）得

（ＪＭ－１ＪＴｐ）Ｔｎ＝－（１＋ｅ）ｖＴ１ｎ （１２）
又因为

ｐ＝ｐｎ （１３）
则系统的碰撞冲量大小为

ｐ＝
－（１＋ｅ）ｖＴ１ｎ
ｎＴ（ＪＭ－１ＪＴ）ｎ

（１４）

根据以上推导，即建立了机械臂碰撞过程中碰

撞点处碰撞前的速度与碰撞冲量之间的关系。

３　冲击运动的高斯最小约束原理

在分析力学中，有质点系高斯最小约束原理。

对于刚性杆可以看作由无数个微元体组成，如图 ２
所示杆 Ｂｋ（ｋ为杆的标号，ｋ＝１，２，…，ｎ）上的微元

体为 Ｄｋ。设 ｔ＝ｔ
－
０、ｔ＝ｔ

＋
０ 分别为 Ｄｋ冲击开始和结

束时刻，ｖ－ｋ、ｖ
＋
ｋ 分别表示冲击发生瞬时（ｔ＝ｔ０）之

前和之后 Ｄｋ的速度。ｄｐ
ｋ
为 Ｄｋ在 ｔ０时所受的冲

量（由非约束力产生），ｄｍｋ为 Ｄｋ的质量。由冲击
运动的高斯最小约束原理，杆件的冲击运动约束

量
［１８］

Ｚ＝１
２∑

ｎ

ｋ＝１
∫Ｂｋｗｋ·ｗｋｄｍｋ （１５）

其中 ｗｋ＝ｖ
＋
ｋ －ｖ

－
ｋ －
ｄｐｋ

ｄｍｋ
（１６）

式中　ｎ———杆数

图 ２　构件 Ｂｋ及其微元体 Ｄｋ
Ｆｉｇ．２　ＣｏｍｐｏｎｅｎｔＢｋａｎｄｉｔｓｍｉｃｒｏｂｏｄｙＤｋ

　
Ｚ之所以被称为冲击运动约束量，是因为无论

系统的性质如何，冲击发生后瞬间的真实运动都受

制于 Ｚ这个量，即真实运动使作用量 Ｚ为最小。
根据式（１５）可以将 Ｚ表示为

Ｚ＝∑
ｎ

ｋ＝
{

１
Ｔｋ＋Ｔｋ０＋

１
２∫Ｂｋ

ｄｐｋ

ｄｍｋ
·
ｄｐｋ

ｄｍｋ
ｄｍｋ－

∫Ｂｋｖ
＋
ｋ·
ｄｐｋ

ｄｍｋ
ｄｍｋ－∫Ｂｋｖ

＋
ｋ·ｖ

－
ｋｄｍｋ＋∫Ｂｋｖ

－
ｋ·
ｄｐｋ

ｄｍｋ
ｄｍ }ｋ
（１７）

其中 Ｔｋ０＝
１
２∫Ｂｋｖ

－
ｋ·ｖ

－
ｋｄｍｋ （１８）

Ｔｋ＝
１
２∫Ｂｋｖ

＋
ｋ·ｖ

＋
ｋｄｍｋ （１９）

式中　Ｔｋ０、Ｔｋ———碰撞发生前、后瞬间杆 Ｂｋ的动能
对于有限个质点承受冲击的刚性杆，有

∫Ｂｋｖ
＋
ｋ·
ｄｐｋ

ｄｍｋ
ｄｍｋ＝∑

ＮＰ

ｉ＝１
ｖ＋ｉ·ｐｉ （２０）

式中　ＮＰ———杆 Ｂｋ上承受冲击的质点数

ｐｉ、ｖ
＋
ｉ———杆 Ｂｋ上的质点 ｉ承受的冲量和冲

击后的速度

根据高斯最小约束原理，只要使

ｄＺ＝０ （２１）
即可求得真实运动的速度 ｖ＋ｋ。

将式（１７）代入式（２１）可得关于真实速度 ｖ＋ｋ 的
方程

　
∑

ｎ

ｋ＝
[

１
Ｔｋ－∫Ｂｋｖ

＋
ｋ·ｖ

－
ｋｄｍｋ＋∑

ＮＰ

ｉ＝１
ｖ＋ｉ·ｐ]ｉ

ｖ＋ｋ
＝０

（２２）
因此，若已知机械臂系统上有限个质点的冲量

及冲击前的速度，则用高斯最小约束原理或式（２２）
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可求解出机械臂系统冲击后瞬时的速度。

４　仿真实例

４１　研究对象
图３所示为一典型的平面三杆机械臂。设在关

节Ｏ１处用电动机驱动，关节Ｏ２和Ｏ３处分别加装有
扭簧，各关节处作用的力矩分别为

τ１＝１９５５０－００１９６θ
·

１

τ２＝０１６２５－００１６１θ２
τ３＝０２３００－０００２６θ３

图 ３　平面三杆机械臂

Ｆｉｇ．３　Ｔｈｒｅｅｌｉｎｋｐｌａｎａｒｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ
　
机械臂各杆 ｋ（ｋ＝１，２，３）的几何参数及物理参

数如表１所示。

表 １　机械臂的几何参数与物理参数

Ｔａｂ．１　Ｇｅｏｍｅｔｒｉｃｐａｒａｍｅｔｅｒｓａｎｄｐｈｙｓｉｃａｌ

ｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍａｎｉｐｕｌａｔｏｒ

参数 杆１ 杆２ 杆３

长度 ｌｋ／ｍ ０２５ ０１２５ ０１２５

横截面积 Ａｋ／ｍ
２ ２×１０－４ ２×１０－４ ２×１０－４

体密度 ρｋ／（ｋｇ·ｍ
－３） ７８００ ７８００ ７８００

初始转角 θｋ／ｒａｄ ０ ０ π／２

初始角速度 θ
·

ｋ／（ｒａｄ·ｓ
－１） ０ ０ ０

　　设定机械臂末端执行器碰撞接触点 Ｘａ在 ｔ＝
ｔ０＝０４９８８ｓ时与墙壁发生碰撞，碰撞接触面的法

向量 ｎ＝［１ ０］Ｔ，碰撞恢复系数 ｅ＝０８。由运动学
分析知，碰撞前（ｔ＝ｔ－０）各杆绝对角速度

　

ω－１０＝θ
· －
１０＝７３４６５ｒａｄ／ｓ

ω－２０＝θ
· －
１０＋θ

· －
２０＝－２４６３０５ｒａｄ／ｓ

ω－３０＝θ
· －
１０＋θ

· －
２０＋θ

· －
３０＝１０５４３３９ｒａｄ／










ｓ

（２３）

机械臂发生碰撞后瞬时，系统的碰撞冲量

ｐ＝［１３０１７ ０］Ｔ （２４）
系统的动能

∑
３

ｋ＝１
Ｔｋ＝００１９８θ

· ＋２
１ ＋０００３５θ

· ＋２
２ ＋

００００５１θ
· ＋２
３ ＋０００７０θ

· ＋
１θ
· ＋
２ ＋

０００３９θ
· ＋
１θ
· ＋
３ ＋０００１９θ

· ＋
２θ
· ＋
３ （２５）

碰撞后系统的状态量

∑
３

ｋ＝１
∑
ＮＰ

ｉ＝１
（ｖ＋ｉ·ｐｉ）＝－０３９０８θ

· ＋
１ －０２９０５θ

· ＋
２ －

０１４９３θ
· ＋
３ （２６）

∑
３

ｋ＝１
∫Ｂｋ（ｖ

＋
ｋ·ｖ

－
ｋ）ｄｍｋ＝０５７１４θ

· ＋
１ ＋

０１４６９θ
· ＋
２ ＋００９９４θ

· ＋
３ （２７）

根据式（２２）可得，碰撞后瞬时（ｔ＝ｔ＋０）各杆的
绝对角速度

　　

ω＋１０＝θ
· ＋
１ ＝－０３１７５ｒａｄ／ｓ

ω＋２０＝θ
· ＋
１ ＋θ

· ＋
２ ＝－１１０４６０ｒａｄ／ｓ

ω＋３０＝θ
· ＋
１ ＋θ

· ＋
２ ＋θ

· ＋
３ ＝２５５４２３８ｒａｄ／










ｓ

（２８）

式中 ω＋ｋ０为第 ｋ（ｋ＝１，２，３）杆的绝对角速度。
４２　数值仿真分析

为了分析系统碰撞前后运动特性，用 Ｍａｔｌａｂ软
件

［１９］
对机械臂系统进行动力学仿真。由于系统的

碰撞动力学方程为非线性方程，求解时应用龙格 库

塔法处理非线性方程组，具体仿真流程图如图 ４所
示。

图 ４　碰撞运动仿真流程图

Ｆｉｇ．４　Ｆｌｏｗｃｈａｒｔｏｆｃｏｌｌｉｓｉｏｎｍｏｔｉｏｎｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ
　
所得的数值仿真结果如图５～１３所示。
由图 ５～７可以看出，机械臂受到冲击后，各关

节转角曲线与未受到冲击时的转角曲线有明显差

异，碰撞改变了各杆的原有运动规律。若使机械臂

在碰撞后仍保持原有运动规律不变，则需要对各个

关节的驱动力矩进行控制调节，如图８～１０所示。
由图１１～１３可以看出，机械臂发生碰撞后各杆

的角速度有明显突变，这说明机械臂在受到外部冲

击作用时各个关节内部将产生刚性冲击；机械臂在

驱动力矩不变的条件下，碰撞后各杆的振动幅值要

明显大于碰撞前各杆的振动幅值，且碰撞后与碰撞
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图 ５　杆 １转角变化对比曲线

Ｆｉｇ．５　Ａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ１
　

图 ６　杆 ２转角变化对比曲线

Ｆｉｇ．６　Ａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ２
　

图 ７　杆 ３转角变化对比曲线

Ｆｉｇ．７　Ａｎｇｌｅｖａｒｉａｔｉｏｎｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ３
　

图 ８　驱动力矩 τ１变化曲线

Ｆｉｇ．８　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓｏｆτ１
　
前相比各杆均产生了小段时间范围的抖动；此外，比

较各杆的动力学特性发现，由于杆 ３是受到碰撞的
杆，其碰撞后角速度和振动幅值的变化均比杆 １和

图 ９　驱动力矩 τ２变化曲线

Ｆｉｇ．９　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓｏｆτ２
　

图 １０　驱动力矩 τ３变化曲线

Ｆｉｇ．１０　Ｄｒｉｖｉｎｇｔｏｒｑｕｅｃｈａｎｇｅｃｕｒｖｅｓｏｆτ３
　

图 １１　杆 １角速度对比曲线

Ｆｉｇ．１１　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ１
　

图 １２　杆 ２角速度对比曲线

Ｆｉｇ．１２　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ２
　

　　

杆２剧烈，这说明碰撞发生后，大部分冲量转化为
杆３的动量变化。由振动幅值及各杆角速度突变量
可以得出，碰撞产生的冲量由远端关节向近端关节

以递减的方式变化。
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图 １３　杆 ３角速度对比曲线

Ｆｉｇ．１３　Ａｎｇｕｌａｒｖｅｌｏｃｉｔｙｃｏｎｔｒａｓｔｃｕｒｖｅｓｏｆｒｏｄ３
　

５　结论

（１）利用碰撞过程中产生冲量的原理与碰撞恢
　　

复系数方程相结合，推导得到了机械臂系统的碰撞

冲量求解模型；碰撞点的速度与碰撞冲量之间是解

耦的，有利于计算求解。

（２）基于机械臂碰撞动力学模型，根据冲击运
动的高斯最小约束原理，用求多变函数极值的方法，

给出了碰撞发生后机械臂的运动分析算法。根据冲

击后的速度，可判断机械臂在发生冲击后各杆角速

度是否在工作允许范围内。

（３）对平面三杆机械臂发生碰撞前后各机械臂
角速度和各关节转角的变化规律进行仿真研究，研

究表明：碰撞发生瞬时各关节将产生刚性冲击；碰撞

瞬时各杆将产生抖动；碰撞产生的冲量由远端关节

向近端关节以递减的方式变化。碰撞冲量对各机械

臂角速度大小及振动幅值具有较大影响。
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